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Des  j^uissances  principales  et  des  logarithmesprincipaox, 
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Leetor,   nemkre  de  TAcad.  des  «eieaeefl  de  Stocklfolni 
y  .   .ä  W«cter&«   en  Sadde.. 


I 


I 


(Eztrail  de  PAper^u  des  Transactieiifl  de  l*Acad.  des  ecienceB 
de  Stockholm,  t^ance  do  13.  Mai  1852.) 


J'ai  eu  i'hoDDeur^  dans  Fannöe  1845,  de  presenter  k  l'Acad^^ 
mie  vn  memoire  »»Sur  le  sens  des  notations  ay»  "Logh^x), 
Smx^  Coax,  Atemna  et  Arccoso?  dans  d'Analyse  mathäma- 
t  i  q  Q  e  *'  et  ensuite » le  10.  F^vrier  1847 ,  an  aappWment  k  ce  memoire 
„Sur  le  sens  des  notätiona  Aresin^r  et  Arccosa:«,  aiosi  qa'en 
ontre»  la  m^me  ann^e  1847,  nn  äutre  ,»Sur  ie  aena  des  nota- 
tions S4ex  e.t  Cos^car,  Tanger  et  Cot or,  Arcsöco;  et  Arecos^^r» 
Arctg^r  et  ArcGoto:.''  Le  but  principal  du  premier  de  ces  m^ 
moires  ^tait  de  restitner  k  raoalyse  noo-s^ulemeot  l'usage  des 
notations 

(1)  «ar,  Log»(a:) 

poor  ie  cas  mtoe  oü  la  partie  reclae  de  x  est  n^üve,  mais  en- 
core  rasage  des  Dotation^ 

(3)  Arcwoo;,  Arccos« 

poar  le  cas  ja^me  oü  d;^  ätant  nne  quantit^  reelle,  snrpasse  nu- 
m^riqaement  Tunit^.  (En  effet,  il  est  bien  conon  que  M.  Canchy, 
dans  sa  thäorie  des  expressions  Imaginalresj  se  fiit  trouvö  oblig^, 
il  y  a  bien  d'anni^es,  k  interdire  en  geo^ral  ees  notations  poor  les 

.   TheÜ  XXI.  ^  1  - 
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2  E.  G.  Björling:  Des  putssances 

cas  dont  je  viens  de  parier,  et  que  Ton  s'^Stait  eDbuite  conformö 
«ssez  gänäralement  ä  cette  interdiction).  Ce  memoire  et  «on  but 
furent  ensuite  roentioDD^Ss,  en  peu  de  mots«  dans  une  note  sous 
le  texte  d*un  autre  „Uoctrinae  serierum  infinitarum  exer- 
citatione,s,  P.  ]"■''%  que  je  pr^seDtais  k  la  Sog.  des  scien- 
ces  d^Upsal  en  1846^  et  dont  un  exemplaire  fut  aussi  pr^sent^ 
ä  AI.  Canchy  en  mois  de  Mars  de  la  ro^me  annäö.  Ce  me  fut 
done  une  surprise  agr^able  d'appendre  ensuite  par  un  cahier, 
publik  vers  la  fin  du  ni4roe  an,  des  Exercices  d' Analyse  et 
^e  Phys.  math^m.  T.  III.  pag.  361-387  et  aussi  d'une  Note*) 
de  M.  Gauchy  dans  le  Journal  de  Mathem.  pures  et  ap- 
pliquöes  T.  XI.  (1846),  non-seuleroent  que  c'^tait  arriv^  ä  Tillustre 
Auteur,  dans  le  m^roe  temps  qu'ä  moi,  de  trouver  qu'on  pourrait 
en  effet  se  passer  de  la  fäcbeuse  interdiction  des  notations  pr^- 
c^dentes,  njiais  de  plus  que  les  Conventions  auxquelles  il  avait 
eü  recours,  pour  fixer,  dans  le  cas  de  üc  reelle  et  num^riqueraent 
>1,  le  sens  des  notations  (1^,  4tatelit  exactement  les  ni^mes  que 
j*avais  adopt^es  moi-m^aie.  Pour  ce  qui  concerne  les  fon^tlons  (l)» 
dans  le  cas  mentlonn^  ci^dessus,  lanouveHe  d^finition  de  M.  Cauchy 
s'^cartait  en  quelque  ^gard  de  la  mienne.  En  effet,  il  avait  bien 
trouv^,  tout  comme  moi,  quMl  fallait  adopter  cette  d^finition  g^ 
nörale  de  la  notation  Loge(«-f /^V^ — 1)  ou,  pour  abr^ger,  l(:r): 

(3)  l(a:)  =  fl(^)+^V^, 

Q  d^ignant  le  mo4)ule»V^/«e^';|-i^» 
^  „un  c«rtain'^  des  aros  i^els;  (en  nombre  infinl)  qui  Katisfbiit 
4  la  cenjdition 

.   (4)  ^(cos^  +  V^sin^)  =  «  +  /3V^; 

mats  il  avait  paru  ä  M.  Cauchy  qu^  cet  „uti  certain**  devait 
^tre  celot  des  ares  actuellement  nommds  qni  se  troave 
entre  les  Hmites  ic  6t  (excluslve)  -^^,  et  ä  moi  celni  qui 

se  trouve  entre  les  limites  «-  — »  et  (exclusive)o+jr**).— 

^)BiQt0  4Hr  io  d^veioft^e Dient  de«,  fenctiost  oa  A^rte« 
ordonnöetauivantleapnistancea  as^Ci^t^duniOA  des  vatiable«« 

**)  Cette  excluaion  de  Tune  des  valeart  limitee  nou«  ^tait  panie 
n^cetaaire  pour  eviter  la  oenfutien  de  deax  Taleora  dittinctet  de  Tex- 
presflion  1(^)  poar  de« .  certainet  valeur  de  X,  En  effet,  •!  Too  ae  du- 
ppQserait  de  cette  exciasion,    il  a^ensuivrait  de  la  formäte  (3), 

1>  ai  ran  adopte  la  d^tamination  de  ^  de  M,  Canjcbjr, 

^iie  t«  neteliea 
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I^es  autres  quelques  divei^enced  entre  la  th^rie  des  fonctions  (1) 
de  M.  C  an  eh  y  et  la  mi^DD^  n'^taient  .qu'une  cons^quence  n^ces- 
saire  ie  la  seule  qu'^n  Vient  de  nomikier,  chose  evidente  de  ce 
qoe  noDS  adoptions,  Fun  et  Tautre/pour  d^finitions  g^nerates  des 
notatioDS  as  et  Log^Car)»  les  sinvaiileB: 

(5)  .^''=«*^K  LogÄ(4=^.  .  , 

Des  ienx  d(Sterminations  de  Tarc  ^^  que  je  viens  de  nömtnery 
Celle  de  M.  Gauchy  eofraiDe  ^videmment  cet  iuconvönient  que 
[si  Ton  excepte  seulement  le  cas  particulier  oüIl  la  valeur  nnm^- 
rique  ie  l^exposant  (r^el)  (i  est  üb  nombre  entier]  la  fonetion 
itt+ß\ ^iy  de?ient  discontinue  pour  ß=0,  toutes  ies  fols 
que  m  est  une  quantit^  D<$gative  =—A,  attendu  qu*en  vertu  de 
cette  4i6teriniiiation  de  &^  la  fonetion  ,      '  . 

(-J  +  pV^)^ 

ß  qimvflageaBt  iodöfinimeut  vers  zäro^  conviergera.  eo  effet  eile« 
ratoe  vers  Ies  deux  Umites  differeotes 

(— J)M  et  (— ^)/'e-«i^1^=i, 

sravant  que  la  convergeuce  de  ß  vecs  zi^ro  se  pa4se  du  c6t6  d^ 
quautit^^s  positives  ou  deceluldes  qoa^titäs  nägatives;  —  ou,  ce- 
qui  revient  au  menie,   cette  determination  de  ^  eotraiue  ävidem- 
meiit  cel  iite<^ftv^ic«it  que  la  quantlt^ 


(«)       ^    'l(— /i)  aqrait  le  donlbl«  sens  de  l(^)±«  V-^, 

2)  ti  Ton  adopte  la  mienne, 
411»  la  uoiatlim 

Qj)         \(^bV^)  aurait  le  double  ums  de  1(5)  —  |  V^ 

etdeI(5)  +  ^Vtrt, 
(A  et  B  potitivet.) 

II  eet  bon  d^ebcerrer^  en  ontre,  que  dans  ce  cas  In  d^iSnition  (a)  enträir 
■eraift,  eil  vertu  de  la  premi^re  des  formales  (5)  ci-dessus,  cette  coh- 
ftuion  Strange: 

(-- 1)4  =  Wl(-l)  =:e^^  ^^^ ,         ' 

ea^  ee  qal  r«r(eDl  md  mtoe, 
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ne  deyiendra  ptm^  comme  Ton  voudrait  bieh»    la  limite  connimie 
des  deax  ezpressioDS 

9  convergeant  ind^finiment  vers  z^ro,  que  danci  le  cas  partiodier 
oü  la  vaKeur  num^rique  de  Fexposant  ^  est  un  nombre  entler. 
Nota.  C*est  pr^cisäment  ä  cause  d'un  pareil  inconv^ieni  que 
M.  Cauchy  s^est  trouve  oblig^  ä  rejeter  le  projet  [de 
M.  Lamarle  et  d'autres]  d*adopter  pour  &  celui  des 
arcs  sati8raisants  ä  IVquation  (4)  qui  se  trouve  com- 
pris  entre  0  et  (ezclusive)  2n,  ou,  en  d'autres  terroes, 
l'arc  non-n^gatif  qui»  ^taot  moindre  ^  ün,  satrsfait  k 
V4qu.  v\He  *).  Eif  effet,  teile  d^termination  de  ^  en- 
trainerai t  ^videmment  le  grave  inconv^oient  que  la  quantit^ 

De  devlendrait  pas  limite  commune  des  denz  ezpressioiis 

t  couTergeant  md^finimeDt  vers  z^ro,  que  dans  le  eas 
particufier  de  l'exposant  (i  num^riquement  entier,  attendo 
qu^en  vertu  de  cette  d^termtnation  de  ^, 

lim(J  +  /JV^=J>»  serait  =^  m  =Jf*^t*'tV^i, 

QJssO) 

suivant  que  la  convergence  de  ß  vers  z^ro  se  ferait 

du  c6t^  des  quantitiSs  positives  ou  de  celui  des  quaot* 

negatives. 

Au  contrairOy  au  moyen  de  ma  d^termiuation  de  ^  ci*dessas 

mentionneey  od  evite  tout  d'un  coup  les  deuz  iDCoov^nients  actuel« 

lement  lodiqu^s,  ou»  en  d^autres  termes,  en  vertu  de  cette  döter- 

mination  de  ^,  la  quantit^ 

aß 

pour  des  valeurs  positives,  aussi  bien  que  pour  des  valeurs  nöga* 
tives  de  a,  devient  limite  commune  des  deuz  expressions 


*)  Voir  p.  ez.  la  Note  (de  M.  Lamarle)  tor  le  th^or^me 
de  M.  Caacliy  relatif  au  d^veloppement  det  fonction«  en 
•  6riet,  int^r^e  dant  le  Journal  de  SL  Lieaville  T.  lLI..(t8f6)y  el, 
de  Fantre  e6Uf  la  Note  de  M.  Canchy,  cit^e  an  de«eot»  enr  le  dave- 
loppemenl  det  fonctiont  ete. 
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e  coBvergeaot  ind^fiolmeiit  vef<$  z^io.  -^  Toiil«foi|i,   par  49, teile 
d^lermiaatioa  de  d»  la  qoHDtiM 

poor  des  valeurs  posItWes  de  ß,  dcfrient  limite  commane  de« 
detuc  expressions 

f  coDTergeant  ind^finiinent  vers  z^ro,  tandis  que,  pour  des  valeur« 
negatives  de  /^/Fon  en  tirera 

lim  («  +  i5  V^)A*=(i3  V^V*  ou  =(/»  V^y^'^t^, 

(«=P}  .      , 

aaivaBFl  qee  la  eoiivergence  46  a  Ters  zi^ro  se  fera  An  cdtä  dea  ' 
qaantit^s  positives  ou  de  celui  des  quantit^s  n^tives. 

Dans  tel  ^tat  des  choses^.  et  depuis  qne  je  m'^tais  assarö 
qa'en  effet  il  o'eziste  pas  de  teile  d^termination  de  ^»    en  vertu 
de  laquelle  la  fonction  (« -f  /^  V^ — ^Y»  quelle  valeur  reelle  ou  m^me 
positive  qb'on  alt  attribuee  k  Texposant  fi»  resterait  continue  pour 
tous  les  systemes  possibles  de  valeurs  des  a  et  /},   niais  qu'au 
contraire;  quelle  qae  soit  la  determination  adopt^e  pour  ^,  et  rn^me 
que  Texposant  fi  soit  positif  (outre  que  nombre  eiitler),  la  fonc^ 
tioD  dout  il  s'agit»  sera  n^cessairement  discontinue  ou  pour  /StsO 
(st  Ton  adopte  la  determination  de  M.  Lamarle  ou  mdane  celle 
de  M.  Cauchy),  on  pour  o=0  (si  Ton  adopte  la  mienne),  ou  pour 
quelque  autre  valeur  de  /?  ou  de  «r,    non-seulement  il  me  sem- 
blait  Evident   qu'il   fäudrait  s'arr^ter  par  prcifi^renre  ä  l'une  des 
trois  d^terminations  cidessus  mentionn^es,    en  vertu   desquelles 
la  discontinuite    fAt  placke  a  l'une  des    valeurs    limltes    a=0, 
ß=0,  mais  de  plus  je  eroyais  qu*en  choisissant  entre  ces  trois-la, 
OD  ne  pourrait  mieux  servir  ä  Tanalyse  qu'en  se  d^cidant  exclu- 
siveroent  pour  la  determinatioo    que  j'avais  propos^e  rooi-mdroej 
attendn    qn'eo    vertu    de  celle-ci    la    qaantit^   fr^quemment 
reelle  af*   deviendrait   limite  commune   des    deux  (aJtcV — l)'*, 
tandls  que  par  les  deux  autres  Ton  n'obtiendrait  qu'une  quantit^ 
le  plus  souvent  imaginaire  (|?V^— 1)^  pour  limite  commune 
des  deux  (±«  +  /3  V  -r-Jy*.    C'est  eette  mdme  opinion  que  j'avais 
ensuite  soin  d'<$noticer  non - seulement  dans  on  «»postseriptumf* 
ä  un  artiele  ins^^r^  dans  ÜArchiv  der  Mathematik  und  Phy* 
sik  de  M.  Grnnert  Tb.  IX.  (1847),    artiele  n'^tont  en  effet  que 
la^traductioD  en  Latin   de  mon  m<$moire  de  1845  ci«dessos  men- 
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fionnö»  et  dont  j'ayais  'Ihoifnen^  df  präsenter  ensuite  an  ezem- 
plaire  k  M.  Caucby»  mais  aussi  dans  les  premi^res  lignes  da 
mtooltie  de  10»  F^VHe<r  1847;  et  de  plas  je  me  prenais  eacere  la 
libert^  d'exprimery  dans  Tan  et  l-'atitre  ilett^  l'eapdranee  de  «e  qiie 
M.  Cauchy/  apr^s  avoir  r^flechi  müremeDt  snr  lea  motifs  ali^- 
guesy  finirait  par  adopter  lui-m^me  la  d^termlnation  qae  j'avais 
propo«^«  ^^  Ce  me  Alt  doiic  en  F^rit^.^vrprcoant  de  rooppotfer^ 
il  y  a  peu  de  jours,  dans  denz  des  pages  (253et%9)  des  qui^tn^ 
cahiers  dernierement  publica  des  Exercices  d'analyse  et  de 
physique  math^ro.  de  M.  Cauchy,  T.  fV.  (pag.  105 —  264)*)» 
i'avertissefDeJit  d^cisif  de  ce  que  l'illustre  autei^r«  qaoiqa'  i^yaot 

-  pris  connaissance  de  mon  projet  de  la  döternninatioD  de  ^y  et  e^ 
approuvant  les  d^nominations,  proposäes  par  moi»  de  puissance 
prinQlpale  et  de  logarithroe  principal,  avait  Jqg«$  k  propos 

'  de  s'arr^ter  ä  sa  propre  dätermination  ci-dessus  mentionn^.  II 
a'a.  priß  pobit  jusqu'ici  **),.  a  ce  que  je  saie,  La  peine  de  «M»tit«r 
cette  d^cision  qu^  par  ces  mots  seuls,  qu'ila  n«  sein  d'fgeiiter 
immediatementy  aprös  TaTertissement  dont  U  s'agit :  »yll  en  r^sul- 


*)  11  eit  a  pro|M)8  dQ  remarqnor  ici  qae,  d'apr6«  laparqle  da  librairf^ 
ces  caliiei:«,  qtioiqu*  ayant  des  eiiveloppes  signees  de  1847  (U  y  a  liea  de 
tupi^oser,  en  elFet,  qoe  Teditear  en  avait  fai't  imprimer  &  l*ävant  aa 
nodibre  considerable ,  pour  en  aToir  en  r^serve),  n*aaront  ete  publi^s 
que  daniT  le  coaranf  de  l*annde  paiis^e  1651.  Anssi  l*on  appretid,  pai^  les 
ceeipVes  rendns  des  seances  del'Acai.  des  sciences  de  Pa- 
«»i#,  qas  «'est  dans  la  seaace  da  S.  Sept«  18i9~qne  M.  Canehy  «  m«»^ 
tieane  fear  la  preni&re  fbls  la  mattere  qoi  fait  i^bjet  dt«  deax  arckte% 
xm^Hm  dans  lea  deux  preiniers  des  cahiers  dont  ii  s'agik,  >,  Memoire 
sar  lef  .qiaatU^s  g^ometriqn^s**  et  „Metbode  aaVTelle  pear 
la  r^s^lutian  des  oqn^tions  algebriqaes^S  et  qq'il  a  indiQ«^ 
oa  U-.y  luentiennant»  qa*alqxs  niöine  il  avaitsoBs  la  presse  une  „^otef* 
ofTrant  une  ^qrte  de  resnnie  dqs  travaaz  faits  par  loi-mdBe  et  par  d'aar 
tres  sar  cette  mati^re.  En  m^me  t.enops  il  a  communiqne  aaasi  qa  ex^ 
trait  de  cette  m(^me  Note  qai  s'accord  presqu'  exactement  avec  le«  deox 
articles  que  je  viens  de  noromer,  et  qni  en  ontre  iadiqub  en  pen  de 
mots  le  contenn  de  Tarticle  (ins^r^  dans  le  ^ihme  des  meines  cahiers} 
„Stir  la  qnantite  g^ometrique  /=:I^,    et    sar    la  ,ri6dactioii 

4^«nfi   q^aant.    geonsetrlqae    queleoaqae   &  la  focme  ^r-f-j^«^ 
J^e«  articles  da  ¥^me  cahiers  sembient  d'^tre  d*une  dato  encore  plus  tatda 

^4)  La  nonvclle  theorie^de  M.  Caacby  po(ir  les  fonctioaa  dont  II 
s'agil  1«),  n'e«t  pM  nnllenieiit  temninee  par  le^  qoatre  cahi«ra  ci*de««a« 
meH^ip^,  d^at  aa  poatratre  le  demier  se  ioit  InrnMiatemeiit  atant 
r^ooace  d'aa  interessant  th^or^me  Msant  le  re«al4at  do  rslaoaaenoMiDt 
par  leqael  «e  finit  le  cahier. 
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teva  94|e  les  lo^aritllmes  priaoi^patx  d«  4enz  qirottti- 
tte  o^ajirgv^fts  teiioat  eBaoifi  dttiix  quantit^a  eo>n]ii 
gu^ea'<  (^g.253)»  et  „U  en  r^sttllera  q«*0a  i^lävanl  d««x 
qaantiti^s  conjuguees  ä  des  puissances  indiquöes  par 
des  exposants  conjuguäs,  on  obtiendra  encore,  ponr 
paissances  principales,  des  qpant.  coojiigu^es'' (p.259). 
—  Cep^ndaDt,  il  y  a  uoe  modification  eesei^tielle  que  ToDytroave 
apport^a  par  H«  Caucby  a  äa  däterniiiiatioii  de  ^ pröc^demment 
Domnito.  En  effet,  conine  II  est  iiidiqii^  plus  baut,  AL  Caaeby 
avttt  adopt^  pfdcMeoiaiaiit  -{-n  ti  (exclusive>  —n  pour  liaitea 
d»  ^.  Mais  k  pMsenl  il  a  jogd  k  propoa  de  sopprimer  ki  le  met 
„excInsive^S adoptant ainsi^en  elfet,ponr  d^fiaftioo  del(af /^V^-^l) 
OQ  (pour  abr^ger)  de  \{x),  la  saiTante: 


(6) 


9'  i^iant,  parnii  les  arcs  satisfaisants  k  T^qua- 

tion  (4)  ci-dessus^  c  e  I  u  i  qui  oe  sarpasse  pas 

les  Kmites  db^* 


n  est  Evident  qu'en  vertu  de  cette  d^termination  de  ^^  Fex- 
pression  \{x)  n'aara  qu'üne  seule  et  d^termin^e  yalenr  pour  cha- 
que  valeur  de  x  (outre  que  x^Q),  s\  Ton  excepte  senlement  le 
cas  oü  X  est  une  quantitö  negative  :=-^J,  -auquel  cae^  r^poodent« 
en  vertu  de  cette  definitioo  (6)»  les  deux  valeurs  distinctes 

(7)  i(-^)=M)±«V:=i. 

fit  fomnie,  en  eflet,  ces  deux  yaleurs  <^iiiivalenl  pr^is^ment 
an  deux  limites  rndmes  vers  lesquelles  les  deux  expresslons 
l(— ildb^V— 1)  coiivergeot,  d*apr^  la  signification  donn^e  par  la 
definition  (6),  fandis  que  e  s*approcbe  indefininient  vers  z^ro;  il 
en  est  Evident  quen  effet,  par  cette  mani&re  d'en visager  les  cho- 
sesy  M.  Caucby  a  non-seuleraent  en  g^neral  attribue  k  l'expres^ 
sioD  l( — A)  deux  valeurs  disttnctes»  savoir  les  deux  valeurs  (7), 
mais  en  outre  pr^elsö  qne  de  ces  deux  valeurs  la  superieure  seule' 
ou  rinf(^rieare  seule  sera  cens^e  valeur  unique  de  cette  exprea- 
sion  l( — A)  dans  cbaque  caicul  particutier  oü  eile  entre  comme 
limite  d'une  fonction  imaginaire  de  la  forme  l( — A  +  /3 V  — 1)  ok 
le  coefficient  ß  converge  indefiniment  vers  z^ro,  suivant  que  cette 
convergence  de  ß  vers  z^ro  se  fera  du  c6tä  des  quantit^s  posi- 
tives ou  de  celui  des  quantit^s  negatives  *). 


*)  Jla^t  le  m^nittiro  preceduuiiaciit  doiuiu^  du  10.  F«vr.  1847,  „^ar 
U  aens  de«  noUtio^t  Arcsiox  et  Arcco»«'*»  j*avalt  m'M  trouvö, 
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MaiSy  en  d^pit,  il  s'ensait  de  cela,  en  yertu  de  lapremi^e 
de« :  formales  ^)  ci-dessas,  qa'oo  aara  pour  rezpreeaion  {^Ay» 
quelle  que  seit  la  quantitö  r^e  f»,  cette  d4^finition:     ' 


moi-mdme,  oblige  k  y  adopter  bdo  definilion  exactement  analogue  da 
•ena  de  ces  deoz  notations  dafis  le  ca«  oä  X^  etantiine  quantltA' 
reelle,  turpasae  nnm^riquemeot  Tonite.  En  eftet,  comnle,  en 
yttixk  de  la  d^finition  7  adopt^e  generale,  la  notatton  Arc«ito2  oe  «erälC 
capable  qoe  d'nne  leole  yalenr  nnique  poor  cliaque  Taleor,  reelle  oa 
ima^glnaire,  de  x»  ezcepte  le  eat  oü  x  est  nne  quaatite  reelle  ==a. 
naui^riqaement  «ap^rieure  k  1,  maU,  dan«  ce  caa,  capabia  d4 
deox  Taleur«  diatinctet:  qoe^  de  plo8^  ces  deuz  Talears-14.  equiTalaieiit 
precitement  anz  deux  llmitea  mämes  Ten  lesquelles  con?ergeraient  l^a 
denz  Aritiiin  {a-^a^T-^ l) ,  ti  Ton  faisait  e  t'approoher  indefiniment  de 
zero :  et  qae  d'ailleara ,  au  noina  dans  Tetat  pretent  de  Fanalyse ,  oa  ne 
sott  pas  Obligo  nallement  k  t'arr^ter  k  priori  k  l'ane  de  ce«  Hmite«  pln- 
tdt  qn'ä  Taatre;  je  m'en  trouTais  oblige  k  eaoncer  defiaitiTement,  k 
I'^gard  da  «enn  de  la  notation  Aresin  a>  a  ^tant  reelle  et  num^riquement 
^1,  qa*elle  ne  sera  emploj^e  dan«  Tanaljse  qae  comme  «igne  de  la 
limite  Ters  laqnelle»  dan«  cbaque  ca«  particalier,  nne  fonctioa  dqot  il 
«era  que«tion  alora,  de  la  forme  Arc«in(a4'/^'^-^0>  poorra  ^%r^  oen«ee 
converger,  tandi«  qne  «on  coefficient  ß  «'app'roche  indefiniment  de  sero, 
en  me  conformant  ain«t  en  elFet,  k  Pegard  de  cette  notation,  k  ra«age 
ordinaire  de  ne  pa«  «'aviser  d'attribaer,  &  priori  et  ane  fois  pour  tonte«, 
k  la  notation  oy  (^  etant  une  qaantite  quelle  que  soit  donnee)  la  «igni- 
fication  d'ane  certaine  et  anique  de«  limite«  tot«  le«qaelle«  il  peat 
«e  faire  qne  de«  fonctions  de  la  forme  (o+z^V — l)Sf  conrergent,  tandi« 
que  leur  «-f/^V^^l  s'approche  indöfinimeitt  de  a^o,  mal«  d'an  contraire 
Concor  ezpre««^ment,  d'aprds  nature  de  la  chose,  qae  cette  aotatjon 
09  n*e«t  employ^e  dan«  Tanalyce  qne  comme  «igne  de  la  limite  Ter«  la- 
quelle,  dnns  chaqne  ca«  particulier,  une  fonctiön  xy  dont  il  «era  qne- 
«tion  alor«,  pourra  ^tre  cen«ee  conTorger,  tandi«  que  la  Tariable  X  «*ap- 
procbe  indefiniment  de  sero.  •—  D*ailleurs,  il  s'en  «uiTait  naturellement 
d'analogue  determination  du  «en«  de  la  notatton  Arcco«  (jr). 

11  7  a  plu«.  Dan«  le  memoire  dont  il  Tient  d*6tre  parl^,  et  Imme- 
diatement  apr^«  avoir  ftxe,  comme  il  Tient  d'^tre  dit,  le  «en«  de«  denz 
fonction«  mentionnee« 

Arc«in(x),  ArcGOs(:r), 

je  m'y  avisaia  m^me  (Toir  le«  Acte«  de  rAcad^mie  pour  Tann^e 
1847,  pag.  294)'  de  mettre  la  queation  «ur  le  tapis,  «'il  n'y  aurait  k 
propos  —  attendu  que,  d'apr^s  la  determination  de  ^  propoe^e  par  moi 
(comme  il  est  dit  ci-de««n«),  rezpre«8ion  (ct-f'/^V^— ly*,  eo  «'approchänt 
a  indefiniment  de  sero,  couTorgera  elle-m^me  Ter«  deuz  limite«  distinc- 
te«  (au  mein«  dan«  le  ca«  de  ß  negatif),  «uiTant  qne  la  conTergenee  de 
a  Ter«  z^ro  «e  fera  du  cdte  positif  ou  du  cöte  aegalif,  •—  de  ne  d6aig- 
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(8)  (-il)A*=i*'«*^^^^=dbi<^V*=T, 

et,  par  «idte/  sp^cialement 

C'est;  saxks  dniite»  cette  contradiction  manifeste,  entre  autres 
choses,  qui  a  oblig^  dans  ce  m^ine  temps  M.  Cauohy  ä  casser, 
dans  la  d^finition  de  rexpre^aUn  imaginaire,  ta  notation* 
V — l  et  i  Fy  remplacer  tout  simplemeiit  par  la  lettre  i,  oa  ^— 
pour  mieux  dire  «—  k  abaadonoer  enti^rement  dans  sa  nouveUe 
th^rie  oon - aenlement  la  d^finition  aocienne  de  I'expressioD 
imaginaire^  mais  encore  cette  dönomioatioD  elle-tn^me»  eo  la 
rempla^ant  par  celle  de  qoaotit^  g^om^trique  et  ea  compre- 
aant  aona  ce  nom  tonte  expreeaion  de  la  forme 

(»)  «  +  ^i, 

avec  cette  sede  d^termination  (analytiqae)  du  aens  de  la  lettre  i, 
qne  t*  devra  ^tre  cens^  äquivalent  k  —  1 ,  oa  (en  d'antres  termea) 
qne  ±t  dMgneront  lea  deux  racines  carr^ea  de  --'1  *)•  —  Ceia 
poatf ,  et  en  adoptant  en  mdme  temps  les  d^finttions  suirantes 


ner  pas  par  preference,  comme  j'ai  M  Teno  de  proposer  alots,  Tane 
•eale  (k  «aToir ,  la  premt^re)  de  ces  deux  JimUea  par  la  notaUou  (ßiT — 1)<<, 
mait  d'aa  conCrafre  enoncer  ezpressemenl  «-  tont  comme  il  ylent  d*dtre' 
dit  actaellement  k  Tegard  du  sigae  (fl  —  qne  cetfe  notation  (fif  —iy» 
ne  tera  emplo^ee  dan«  Panalyse  qne  cotnrae  tigne  de  la  limite  Ter«  la- 
qnelle,  daaa  chaqne  cas  particnlier,  one  fonction  (a-f-/^^ — 1)^»  doni 
il  aera  qneatioo  alor«,  pourra  6tre  cent^e  converger,  tandis  que  «on  • 
s*approche  indefiniment  de  z^ro.  En  elFet,  il  n*j  anrait,  ponr  celä,  qde 
de  aopprimer  le  mot  „äxclutlve*'   dans  la  determination  de  &,    pro- 

poe^e  par  moi  ,yentre  les  limilee  ^— ir  et  (excInsiTe)  ^-|~^'* 
—  Tontefoia,  en  egard  aux  .motife  allegnes,  je  noaaia  pas  alora  prd- 
Teair  en  &Tenr  d*ane  teile  indeternilnatifMi  de  la  notation  QhT — 1)^,  mala 
cependant  je  m'en  prenais  Foccasion  de  pr^dire  qvk'k  nion  avis  Ton  se 
troarerait  Trainemblablement  tdt  on  tard,  et  apr^s  s'^tre  familiarise 
d'abord  nn  pen  avec  Fadmission»  proposee  par  moi,  de  la  notation 
(«'1-/91^—1)/'  m^me  pour  de  iralenrt  n^gatiTos  de  a,  oblig^  k  conTenir 
de  ee  donble  sens  de  la  notation  (ßiT^'l)/*,  —  Actiiellement,  comme  Ton 
a  TU  dans  le  rapport  fait  au-dessus,  M.  Canchy  a  prononce  Ini-m'eme 
precis^raent  cette  opinion  k  Tegard  du  sens'  de  la  notation  AM  pdnr  la 
Talenr  de  X  (jk  aarpir,  —  i4)  &  laqnelle,  en  vertu  de  sa  demi^re  det^r- 
ninatioa  de  d*,  la  discontinnite  de  cette  fonction  a  ete  port^e. 

*)  Ezerc  d'Anal.  et  de  Phys.  mathdm.  T.  11^.  p.  157  et  114. 


Digitized  by  VjOOQIC 


10  S.  f.  BförUnp:  De$  fwlaamu 

(1©  jl(«  +  /?0=l(rt+«, 

d  ^tant  limit^  par  -^n, 

il  s'en  troQTe  avoir  aflsujeti,  eh  effet»  la  notation  (~  1)^  on  V  — 1  **) 
h  dfSaigo^  indUtipfitenietit  l^adeux;  -^i  et,  en  g^n^tal«  la  DototioD 
{r;AY  h  d^f(igper  indistinctement  les  deux  ^''cdfc/'»',  p.  eiL.  (—-4)» 

QU  V'^^=J:iVil»  etq,  Et  de^t^Uf»  raaaiir^  U  »  effectivfm^nt 
^yit^  la  contradiQüpQ  <4-de8iiQ0  ineotioD^e. 


Apr^s  ce  räaunii^  biQtDrifie»  sMintenant  j>  Tais  pr^aer  TofaT 
jet  principal  de  cette  communication.  En  Di'aperceTant  que  M. 
Gauchy  ayant  pr»  connaissanöe  des  raiaoDS  en  vertu  desquelle» 
je  «^Ui^ :  treuve  oblig^  a  pref^rer  ma  d^termioatigo  de  d  ci-des« 
908  indiqutej  il  uV^it  paa  wmß  jng^  ä  propo^  de  s'arr^er,  en 
4<fii|itive|  ä  la  aienne  (%vec  b.  ^eole  modifieation,  qne  je  vieQip 
d'indiqqer,  420iic(?niant  l|i.oon-excl«aioii  d*aiiiCuoe  de«  limitea  db^)^ 
je  ne  put  naturellement  m'empÄcher  d*entrer  en  d^fiance  de  mon 
projet.  Je  ne  pouvaifi  pa«  non  plus  d^sayoner  TiropQrtance  de 
rargumeuf  pour  le  Systeme  de  M.  Cauchy  qui  se  trouve  indi- 
qu^  pac  les  deu:^  propositious ,  citees  plus  haut,  des  logarithmes 
prinoipauz  et  des  puissances  principales  des  quantites  conju- 
gu^es^  propositions  qui  ne  peuvent  ^tre  generalement  admises» 
dans  le  Systeme  qui  se  fonde  en  mon  projet,  pour  des  quantit<^ 
dont  la  partie  reelle  est  negative  ***),  L'iroportance  de  Targument 
dont  il  s'agit  se  fait  mieux  sentir,  si  Ton  obsefve  qu'il  se  trouve 
en  effet  intim^ment  liö  avec  cet  autre  argument  pour  le  projet 
de  H.  Cauchy  qu'en  vertu  de  ce  Systeme  la  discoutiouit^  (qu'en 
eilet'  OD  ne  peut  ^viter  nullement  ni  par  Tun  ni  par  l'autre  des 


*)  Exerc.  d'Anal.  et  de  Phys.  math^m.  T.  IV.  pag.  M8ct»a. 
♦•)  IbW.  pag,  257. 
«>•)  Atn«!  p,  ez.,  en  vertu  de  mon  projet,  l'oo  aarait 

K-i<  +  ÄV"^)  =  l(r)+'»V=T,ä8avoir,^=«-Arctg2'  * 

l(-i«-ÄV^)=:l(r)+4^'V^,    .    .    .  ^'=»-Arctg*r 
(4  et  B  posHif«,  r  etant  le  modale) 
et,.pait  cQüie^eat,  «^  aea  ä— 4>. 
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fort^  ä:U  v»Uui;  94o)e  /};r=<l  qui  foKm#  pi^qi^^iipfiit  M 
iimite  entre  les  valeurs  reelles  et  lea  yaleurs  imagi- 
Baires  de  'äif  ^tc  +  ßi),  tatodit  qo'aii  tnoyen  4e  möit' pröjei»  qal 
ixe  lenr  diacontinuit^  ä  la  yaleur  a  =  0,  elles  demeur/^^tiepiit  cqo* 
ÜDoes  dana  le  paaaage  .de  la  yariable  x  du  r^l  i  rimaginaire  *). 
Mais  il  y  a  ^eetivemeiit  un^  marii^rt  d#  proc^^r,  l^  Fav^^de 
hqaelle  on  sera  eondait^  11  ne  se  peul  paa  plag  aiMplemeqt  et 
diroctemeDt,^  k  Ja  aolatioD  ciwaive  de  fi^  qa^^tiop.  dppt  U  ^^^^ 
En  effet^  a^^Vu^h  4e  CQncfid^r^r  le^  deio;  (onctiQvi^  dpqt  U  f 'ftgit 
toat  d'abord  daQ8  leur  plua  grande  g^n^ralite,  qu'on  ^e  cei^lente 
d^op^rer  au  prenffer  abord  aur  le  cns  particulver  )e  plus .  afmple^ 
kk  foncüon  m^nie  Vo  +  ä»»  et>  en  y  ooiettapt  toutea  ^onsidiiiraAi- 
oD^  g^omätriquea  (ou  tri^Qom^triqiiea}^  qu  on  ae  prQpoae  de  cber- 
<diec  direct^m^nt  qiHßlle  qu«^  aoU  re^^pression  (^u  li|  fop^tiQH 
de  a  et  de  ^)  pqreoieDt  {tlgebriqqe  qull  cqpnfiRiie  j^  fl^pr^ 
senter  par  cette  Dotation.  Eo  cb^rcbaot  donc^  ^n  premjer  ji^ 
Fexpression  algebrique  des  racioea  de  r<$qi|atiqix 

z^=za  +  öi9  (a  et  b  qaaotit^s  röellea)« 
Tan  troovera»  au  moins  91  l'oq  omet  d'nbard  kß  ctm  de  bss^  ^ 

(r  dteignuat  la  m^dqle  V^aH**)» 


**)  AiMi  p.  ex.,  aa  moyen  de  raon  projot,  ^x  demearerait  fonctioa  , 
eontianede^,  tandi«  qne  x  toit  reelle,  m^me  pour  x=0,  oa  qu'eo  Tertii 
de  Ini,  V^  n'a  qu^ine  umque  Tdleiit,  aoo  raoiii«  i|^e  yA  elle-mdme, 
et  ^e  ploe  toutes  les  dbox  conTergent'avec  A  ind^fioimeot  Ten  s^ro;  — • 
aMie  non  pat  ainsi  nullement  d'apres  le  projet  de  M.  Canchy,  rn  qa'ea 
Terto  de  loi,  V^^^  a  denx  raleurt  disünctee  (4  taToir,  J:V^*0  ?^^^ 
chaqoe  Talear  positive  de  A, 

*^  £0  effet,  poar  trouver  les  quantites  reelles  U  et  9  propres  k  ve- 
rificr  tdqaatioo 

(ti+rO*  =  «+W,  (P  n'etant  pas  =0), 
OB  a'aara  ^▼idemiuent  qu*ft  resoudre  ce  sjstiroe  d^eqqation« 

oa^  pMdl»  le  ioiTanl 

^:^ g ,  oa  u«±Y   -^^ 

b 
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et  eomme  övidenuneift  cette  expreMloB  de»  radnes  eonvteut  ^a- 
Wment  au  cas  m4me  6=0,   sott  qoe  Ton  y  eotend  -f  1'  on  --^1 

par  la  notation  -^  *),  il  s'enauit  n^eMair^ment  qua  Von  aara» 

'<^ii  ton»  cas> 

(11)    1jf-i^-±[VT+^V^-']**'- 

€ela  po8^9  ppur  d^lder  äläqoelle  des  deuz  exjpressbns  dans 
ce  second  membre  11  convienne  d'attribuer  la  Dotation.  particuU^re 
Va  +  Äi  et,  en  m^me  temps,  la  denomination  de  la  racine  car- 
r^e  principale  de  a  ^  frt,  il  suiBra  d'observer  que  dans  cet  ^gard 
OD  li'est  obllg<$  par  les  pärttes  pr^c^deDtea  de  l'analyse  qa'ä  y 
choisir  celle  dei»  deux  expressions  doot  il  s'agit  qui»  dans  le  cäs 
od,  b  €Xxoi  ^=rO,  a  est  une  quantite  positive  A»  se  röduira  ä  VÄ. 
Ed  effet,  comme  il  n'y  a  ^videqiroeDt  que  la  supc^rieure  seule  qui 
satlsfait  ä  cette  condition ,  Tod  en  est  coDduit  däcisivement  ä  adop- 
ter,  pour  tous  les  cas,  cette  d^finitioD: 


(12)     v^T^-=yq:^+^y: 


et  il  est  clair  qu'on  eo  a  attribof^  ä la  Dotation  Va^6t  une  valtfur 
unique,  fioie  et  determio^e,  pour  chaque  syst^me  de  yaleurs  des 
a  et  6,  exceptä  le  cas  oä,  b  ii^tant  ^0,  a  est  une  quantite  n^ga- 


d'ou  Tient 


c.  k  d.  leseoond  membre  de  (11)* 

*)  Vn  qoe  le  raisonnement  dans  la  note  qu*on  Tient  de  lire,  appli- 
qaö  k  r^quation  s'==a,  doune  ^Tidemment 

»=±V«  ou  db"^— «'^t 
•nWant  qne  a  toit  positif  oa  n^galif. 

**)  A4jokndre  ici  de  mou  d'explication  de  ce  que  Ton  aur»  k  enten- 

dre  par  la  notation    -~^  dans  le  cas  particalier  ^=0,  ce  ne  serait  qae 

•  superfln,  tu  que  Ton  sait  d^a,  des  parties  prec^dentes  de  raiwijse,  qae 
cette  notation,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  n'est  capable  que  des  deox 
▼alears  ^l^  ei  qoe,  de  plus«  ob  aura  dans  ce  cas  tout^ä^-fait  le  m^me 

r^soltat,  soit  qne  i*on  j  remplace  — ^  par  l'une  ou  par  l'aiitre,  oa  mtoe 
par  les  deax  ±t  4  la  fois. 
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«re  —A,  mais  qu'^lle  avrn,  daiuice  cm,  le»  deux  yalemns  diotinc- 
tes  J^VA.l  De  plus»  comme  en  effet  ces  deiiz  yaleors-lä  öqui» 
Talent  pr^is^ment  auz  deox  nmites  th^mes  retJ^^  iesquelle^  coo- 
Tergera  le  second  loembre  de  la  fofmule  (12),  tandis  qoe,  a  '6tiLti 
nne  qoaotit^  Di^gatiTej  b  s'approcbe  indj^fiDiment  de  i^ro  da  c6t6  ^ 
des  quaotit^g  positives  oü  de  cebi  des  quantit^  negatives ,  il  en 
est  Evident  qne  par  cette  d^finition  (I^  on  a  eCectiveiiaent'  adopM 
la  conTentioo  de  ce  que  la  notation  V  —  A  sera  cena^  capable, 
en  genöraly  de  deox  Taieitrs  diatiDctea,  aavolr  JtVA.i,  maie*  de 
plus  qne  de  cea  deux  valeurs,  en  definitive,  la  sop^rieure  seule 
on  rinf(6rienre  seule  sera  censäe  valeur  unique  de  cette  expreasion 
^f —A  dans  cbaqae  caicul  oü  eile  entre  comme  limite  d*une  fonc- 
iion  imaginaire  de  la  forme  V — A'\-hi  dont  le  coefBcient  de  i 
«onverge  ind^imeot  vers  zäro,  snivant  qoe  cette  convergence 
Vera  zi^ro  ee  fera  du  cdt^  des  quant  positives  ou  de  celui  des 
qnaBt  negatives*).  Aiosi  p.  ex.,  en  Tertn  de  cette  dtfnition,  la 
notation  V  — 1  sera  capable,  en  gän^al;  des  deot  valears  ±s; 
»ais,  dans  eha«|Qe  caicul  ou  eile  entreni  comme  limite  d'onefelic^ 
tion  imaginaire  de  la  forme  V— 1  +  bi  dont  le  coefBcient  h  con- 
verge  indöfiniment  vers  zöro,  l'on  devra  censer,  en  definitive, 

suTant  que  cette  convergence  vers  z^ro  se  fera  du  cdtä  de»  quantp 
posithres  ou  de  celüi  des  quant  negatives. 

Maintenant,  passons  i  la  notation  plus  generale 


(1^  Vö+W,  ou  (a+*tr,     .       . 

£n  designant  un  nombre  entier  qnelconque  >J]. 

En  ebservant  d'abord  qu'une  quantite  qnelconque  a  -f  6t  dont  on 
aura  designd  le  modnl^  VaH**  P<^  1&  Icfttre  r,  pent  etre  reprd- 
aentee  par 

r(co8<-fisinO, 

t  (l*argument)  designant  un  arc  reel,  quelqu'on  aura  bien  vouln 
•*y  cboisir  dans  Tinfinite  de  cetix  qnl  verifient  les  deux  conditions 

(18)  '   rcost=a,  r sin  1  =  6, 

et  qne,  par  satte,  on  aura  ^onstamment 


*)  II  e«t  aiiie  de  reconntttre  l'analogie  remarqaabte  de  cette  deilni- 
liaa  et  de  cellee  de«  notaClohs  Arcsin^tt  et  Arecöa  :r,  donneet,  comme  il 
«ü  dit  plna  iMiat,  doif*  mos  memelre  dalö.  F^vrier  1847.  ' 
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il.  lie  faydra,  pour  troaver  la  d^fioition  oony^oid)le  de  la  potatioD 
49nt  il  0*agit,  que  de  ohercber  d  al»orid  les  racinps  de  V^q aation 

qt»,.^»rte  4^6  Von  en  a  trwtv^  le»  deax  Ctnnole«  connues 


(17)  <(l))i=:co«^.±i8in^. 


n' 


EVT 


*       •  i  . 


Mitoe,  poor  «briSger,  Texpression  aaalytli{Qe  qni  rcnfenne 
'  i  la  fpis  le«  raciiits  (doat.  il  s'agit)  touies  eB8^in|»|e]» 
d*4rfMief ver.  enfln  qu'en  eboiMMaiit  {Matmi  Im  diTecpes  qnantU^  cn 
nombve  de  n«  qut  se  tiouTent  qompfise»  dan»  le  secpnd  mcpiilNre 
de  la  .formulf  (16) ,  uoe  Beule  ii  laquelle  i|  cgnirienne  d^attribver, 
par  pn^föreoce»  la  Dotation  (14)  et  la  d^nominatloD  de  racloe  prin- 
cipale,  Ton  n*est  oMig4,  däne  cet  i^gärd,  par  les  pärties  p»4«^ 
deotes  de.  I'aoalyae  qa'ji  y  choisircelle  qui,  eo  ätant  aa  definitioD 
de  la  forme 

(18)  "     V^rf«==Vr.(coaJ  +  t8iii|), 

remplira,  qnant  i  Targinnefit  ^>  noh-seolemeDt  les  deuz  condtUcms 
g^n^rales  (IS) ,  Mate ,  dfer  pIns , 

I>  peur  6=±0  et  a^6,  les  cöbditldds  \ 

(8in-=0, 


2)  pour  11=29"  les  conditions 


'2' 


saivant  que  6  seit  posiÜTe  ou  negative. 

En  effeti  conme,  en  vertu  de  ce  2),  quelles  qoe  soieot  les  deuz 
quantites  reelles  a  et  i>  l'arc  O  de  ^  räcine  en  questlou  jonim 
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d#  la  proprfttif  d'ttvoir  pmir  nioili^  äo-  dtc  Soiit  le-  oiis|nQli>  «e 
«•ftt  jami^f«  n^gatlf,  «t  qii^>  de  plos,  Icnis  lesavct  I  qoLseol 
^pt^8  &  v^riG«r  hiB  ^^eiil  oonditions  g^ni^ales  (19),  ne  difi^i6rfit 
«ntn  MX  mniMirfqaehieiit  qo«  fiit  tme  o«  plo«l«im  fhfconMraBCQ^ 
«Dtl^res  (2lif)>  f  OH  en  eat  <caBdvit  lividitaiiieDt  k  adopter  poor  ^ 
ceM  d«  e«0  ar<»i  I  qui  mmp^eatement:»«  stirpaa^epaii  noui^riqiid- 
ment  2n^  mais  pas  rn^me  n*)^  par  cons^quent  celill^  en  dMal- 
tive,  qui,  ^n  remplissant'les  deox  conditions  g^^n^ra- 
ies  (15),  aera  compris  entre  n  et  — nr  (inclusiTemeDt). 

C'est  pr^ciA^ment  par  cea  derniers  mots ,  et  sang  qa*il  y  aora 
beaoin  k  präsent  de  procMer  plus  ioin  dana  le  raiaoDneinent,  que 
Tobjet  principal  de  fCf^tte  j^ommunicatioo  Bp  tronve  d^fini«.  En  elet» 
de  mtfoie  qiie  favaia  autrefoia  inunc^  pobliqueipeDt^  cqmiae  il 
est  dit  plua  baut»  l*opinion  quej'avaia  alorade  l#  pr^föreöce  de 
aia  4et#nninatioa  de  #  sur  pelle  de  M*  C%iicbyi.  ea  ipdiquant  ea 
mtae  tempa  lea  motiib  de  cette  opiDion».  j'ai  fouIu  aujourd'bui 
noD^aeulement  —  ce  qu1l  y  avait  de  mon  de?oir  -*^  avouer  sinc^r^ 
meot,  que  d^  ä  präsent  je  suis  d'accord  enti^rement  avee  M. 
Cauchy  de  ce  qu*U  fant  adopter,  en  d^finitlvo,  sa  deiniiie  d^ter- 
mination  de  ^  {k  sayoir,  celle  qai  n'exciue  pas  ni  l'une  ni  l'aotre 
des  limites  J:«),  maia  encore  indiqner  bri^yeineiit  —  comme  je 
Tai  fait  ci-deasus  —  lamani^re,  presqu'ä  I'i^toiiDeinent  simple  *^)y 
au  moyen  de  laquelle  je  me  suis  enfin  trouv^  mis  ä  Tabri  de  toute 
ambiguit^  dans  ee  point-lä,  et  de  laquelle  certainement  tout  autre 
que  wei  qui  s'int^resse  pour  la  partfe  de  Fatialyse  dont  il  b'agit^ 
se  trottvera  couduit  directemeiit  an '  m^me  but.  De  plus  il  est 
Evident  de  ce  qui  a  <^te  dit  au  dessos  que  Taveu  doot  je  vietit  de 
me  d^gager,  implique  niScessairement  cet  autre  que  j'ai  reconnu» 
rooi  anesi,  avec  M.  Cauchy  la  n<(cessit^  de  n'employer  plus  Id 
signe  V — 1  dans  ia  däfinition  d'expression  imagioaire  ou 
(pour  faire  usage  de  la  d^nomination  propos^e  par  moi)  de  quao- 
titö  analytiqne  en  g^n^ral.  Au  reste,  k  ce  que  j^espöre,  j'au- 
rai  Toccasioo  bientdt  de  presenter  k  TAcad^mie  une  exposltion 
plus  complöte,  et  fondöe  sur  Ies  principes  ihdiqu<$8  superficieUe- 


«)  II  e«t  eTident  de'cela  qa^en  elTet  od  nepoarra,  sant  rioler  la  de- 
finitioii  (12),  adopter  poor  ^-limites  ni  celles  de  M.  Lamarle  et  d'aa- 

tres  (0  et  Ibr^,  ni  celle«  propot^et  par  moi  anparavant  {^■^nj, 

^)  Que  jtt«qu'&  ce  JQur  personne  (k  ce  que  je  sais),  ni  m^me  M, 
Cancby,  n'a  Jamals  mis  &  proflt  cette  maaitee  tröt-timpie,  c'ett  qa'on 
ne  peut  a«tes  adinirer,  en  ^gard  k  ce  qa'II  j  a  d'hasardeax  de  traTallier 
•ar  redifice  d*nn  sjct^rae  tcientiflqoe  nvant  qn'on  n'ait  en  toln  d'y  jeler 
bien  let  fondeai^t. 
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ment  a«JMird*hii  9  de  la  «throne  dto  pnjggnneeg  prio^ipaleB  et  des 
legaritikmee  princlpaiix»  mbs  qvLil  y  a^ura  b^soi»  d'ebftndadner«  en< 
ti^eiiMQt,  coittjue  Ta  Tait  derniörement  M.  Ca«chy*)>  U  theorie 
jmqu'ict  adoptiSe  den  quaatiMsi  anaiytiquea  et  de  la  reinplacer  par 
Qn  Systeme»  jusqu'ä  la  dänominafieii  tindme  M^uantit^  g4om^- 
tffititte'S  eDti^remeot  nonveau  ii  baai^  sur  des  prindpea  pire- 
ment  g^mtftriqaea. 


Pofitscriptiim.  II  est  k  propos  d'anoön^r  id  de  ee  qu'en 
elFet  j'ai  en  roccaaion'  plus  tard  de  faire  Texpositioii,  mentionn^e 
«^•dessQS,  de  la  thöorie  des  puissaöces  prindpales  et  des  logarlth- 
Ines  principättx  dans  nti  memoire  ,iSnt  ies  fonctions  auf  et 
tiogßixy*  pr^sent^  a  TAcad^mie  des  Sciences  de  Stockholm  dans 
le  moi  de  Juin  1862. 

Wester&s  (en  Su^d'e)  ie  14.  MSra  18S8. 


E.    ä.    BjSrliiig. 


•)  Yoir  Ies  oahtori  recenmeot  pnbliöt  (dent  je  TieDi  de  parier  ci- 
deMUt)  def  E^eroicee  d'aoalyteet  de  ph^rtique  matli6roa|ique 
de  M.  Cauchj. 
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Methode  pour  la  resolution    alg($brique    de    certaines 
especes  d'eqaations  d'un  degr^  quelconque, 

par 

Monsieur  Dr.  E.  G.  Sjörling^ 

Lector,  Membre  de  TAcad.   des.tciences  de  Stockholm 
k  Westeri^  on  Suöde. 

(Extrait  de  TAper^n  de«  TraoiactioDs  de  l'Acad.  des  icience« 
de  Stockholm,   Söance  da  11.  F^Tr.  1852.) 


Par  hasard  il  m'arriva,  il  y  a  quelques  jours,  de  me  ressou- 
venir  d'avoir  vu  autrefois,  dans  ^Archiv  der  Mathe m.  und 
Physik  deM.  GrnDert(Th.l.p.254),ravertissementd*unemethode 
nouvelle  pour  resoudre  alg<$hriqueinent  les  equations  du  3'^*^  dägr^, 
expos^e  daDs  unarticle  Intitale  „Neue,  Auflösung  der  cubi- 
scheD  GleicbuDgen^  von  Herrn  J.  Cookie  (Aus  Cambridge 
mathem.  Joarnal  Mo.  XII.  frei  übersetzt  von  dem  Herausgeber).'* 
On  peat  comprendre  ais^ment  l'id^e  de  cette  m^thode  au  moyen 
des  lignes  suivantes: 

1)  Les  coeificiens  de  T^quation 

remplissant  la  condition  3ac=6^,  si  Ton  transpose  d'abord  le  terme 
afl  et»  puisqu  on  aura  roultiplie  les  termes  de  T^quation  nouvelle 
par  Zab^  que  Ton  y  ajoate  aux  deux  membres  le  terme  a^x^,  on 
n'aara.qu'ä  resoudre  Täquation 

a(a«— 36)ar»=(aa;  +  6)», 

OQ,  ce  qui  revient  au  mdme,  Tequation  binome 
TheU  XXI.  2 
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o(a«-36)  =  (a  +  ^8; 

et  2)  toutes  le«  fois  que  les  coefficiens  de  Täquation  proposöe  ne 
remplissent  pas  la  dite  coDdition,  alors  il  ne  faudra  que  d'y  poser 

pour  la  T^duire  k  une  ^qaatiOD  en  y,  du  3*^®  d^gr^,  dont  les 
eoefliciens  vörifieront  ia  condition  mentionnä^,  ponrva  que  Ton  y 
adopte  pour  z  Fune  ou  l'autre  des  racines  d*une  certaine  ^quation 
du  2'*'»«  d^gr^. 

Cela  ^taot,  ii  m'a  intöresse  de  chercher  quelle  soit  la  propo- 
sitioD  generale  dont  la  pr^c^dente  ))  ne  forme  qu'un  corollaire 
pour  le  cas  particulier  de  röquation  du  3*'^®  d^gr<$,  autaot  plus 
que  de  prime  abord  je  m'^tais  apergu  ^e  ce  qu'eo  effet  cette  mä- 
thode  de  rösolutiion  ne  dopend  pas  nulleinent  du  coefGcient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x^  et  que^  par  cons^quent,  eile  ferait 
connajtre  ä  la  fois  les  racines  d*une  öquatiom  du  m'^'"^  d^gr«^  dont 
les  coefficiens  sont  propres  k  v^rifier  de  certaines  conditions,  et 
Celles  d'une  ^quation  du  (m — 1)*^'»«  d^gr^  dont  les  coefßciens  rem- 
plissent  les  mdmes  conditions.    En  tojci  le  r^sultat! 

1)  Pour  trouver  les  racines  d'une  equation  quelconque  de  la 
forme  suivante: 

(1)  Q—a-i-bx^cx^^-dx^ 

dont  les  coefficiens  a,  b,  c,  n'^tant  pas  =0  aucnn^vv^rifient  la 
condition 

il  ne  ÜEiudra  que  de  resoudre  T^quation 


3      

j       —  c  +  M|^c»— 3c6d  ' 


X  ö 

Et  comme,  en  effet,  cette  propositton  subsiste  encore  dans 
le  cas  oü  d  soit  =0^  Ton  en  peut  conclure  imm^diatement  que 
les  racines  de  tonte  Equation  complöte  du  2*'^"**  d^gr<$ 

0=^a  +  bx  +  cx% 

dont  toos  les  coefficiens  v^rifient  la  condition  (a),   pourront  ötre 
puiBÖes  dfe  la  formule 
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poarru  que  l'on  y  fait  Cg  repr^senter  l'une  apr^s  l'autre  des  dem 
racines  cubiques  imaginaires  de  Tanitö. 

2)  Pour  trouver  les  racines  d'une  <$qiiation  quelconque  de  la 
fonne  suiFante: 

doDt  les  coefficiens  a,  6,  Cy  d,  n'^tant  pas  =:0  aucan,    värifient 
les  deox  conditions 

U=(|c)', 

(d»a=J(?c)', 
il  ne  fandra  qae  de  r^sondre  rtSquatlon 


CT) 


3'' 


Et  comtne,  en  effet,  cette  proposition  snbsiste  encore  dans 
le  cas  oü  e  soit  =0,  Ton  en  peut  conclure  immödiatement  qae 
les  racioes  de  toute  equatioD  compUte  du  3^"*«  dägrö«  de  la 
forme  (1)»  dont  tous  les  co^fficiens  T^rifient,  oon  plus  la  condi- 
tioD  (a),  mais  les  deux  conditiobs  (/$)  ^,  pourront  4tre  pnis^es  de 
la  formule^ 

poHrva  qae  Tod  y  fait  €4  reprösenter  saccesstyeineDt  tootes  les 
racines  4«**""  de  raoiti^,  k  l'exception  de  la  seale  +1. 

3)  Poar  troaver  les  racioes  d'une  ^qaation  quelconqae  de  la 
forme  saivante: 

(3)  Os=a+6a;  +  ca?«+«2a;»  +  ear*+^a:«, 

doot  les coefficiens  a,  6,....«,  n'ätant  pas  =0  aucan,  v^rifieotles 
trois  conditidns 


*)  En  effet,  de  cei  deax  coDditioD«  (fi)  on  tire,   ponr  la  relatioa  de« 
coefficiens  a,  ö,  c,   non  plue  la  formulo  (et),   mais  au  Itea  cette  aatre: 


ac=löK 


2* 
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II  ne  faudra  que  de  r^soudre  l'^qaation 
(30 


1      -ei-^  e^-le'df 


Et  comme,  en  effet,  cette  proposition  subsiste  eocore  dans 
le  cas  oü  f  soit  =0,  Tod  en  peut  conclure  imm^diatement  que 
ies  racines  de  toate  öquation  complete  du  4>^^  d^gre,  de  la 
forme  (2)»  doDt  tous  ies  coeHiciens  vefiüeni,  non  plus  Ies  condi- 
tioDS  (ß),  mais  Ies  trois  coDditions  (y)*)^  pourront  ötre  pnis^s 
de  la  formule 

pouT\ru  que  Ton  y  fait  £5  repr^senter  successivement  toutes  Ies 
racines  5***»«»  de  Fanit^,  ä  Texception  de  la  seule  +1. 
MaiDtenant,  voici  la  proposition  generale: 

Thäordmel. 

Pour  trouver  Ies  racines  d'une  äquation  qaeicon- 
que  de  la  forme  suivante  (m  däsignant  un  nombre 
entier): 

(I)  0=00  +  Oix+a^^  + ....  +  amo^  +  «w+i  «"^^ 

dont  Ies  coefficiens  Oq,  aiy....am  (quel  que  soit  le  coef- 
flcieot  OnH-i)»  n'ätant  pas  ^0  aucun»  värifient  Ies  (m  — I) 
conditions 


*)  En  effet,  de  ces  trois  conditions  (y)  on  tire ,  poor  la  relation  des 
coefficiens  ä,  öy  C,  et  pour  celle  des  coefficiens  d,  a,  C,  non  plos  Ies 
formales  (/?),  mais  an  lieu  Ies  denz  saivantes: 
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(A) 


il  ne  faadra  que  de,  räsoudre  Täquation 


La  d^monstratioD  sera  donnäe  k  TinstaDt  Mais  cependant  il 
est  essentid  de  remarquer  ici,  en  paasant,  que  cette  proposition 
aabsistanty  en  effet»  encore  pour  ie  cas  de  Om^i^zO,  od  en  tirera 
imm^diatemeDt  cette  autre: 

Theoreme    2. 

1}  Les  racines  de  tonte  ^quation  compUte  du  m'<*^ 
degre 

(II)  0=ao+Äi^  +  flaar*+....+a«,a:«, 

dont  tous  les  coefficiens  v^rifient  les  (m— 1)  conditi- 
ons  (A),  pourront  ötre  puisöes  de  la  formule 

1 


m 


fnom 


X     2am~i 


(^«+1-1), 


panryu  que  Ton  y  fait  Bm-^i  repr<$senter  snccessivement 
toutes  les  racines  (m+iy^**  de  Tunitä,  k  Texception 
de  la  senie.-f  L    De  plus 

2)  pour  trouver  les  racines  ä'une  i^quation  quel- 
conque,  de  la  forme  (II),  doot  les  coefficiens  a^,  Oi,  .... 
.^.  Qm-i  (quel  que  soit  ie  coeff.  am),  n'($tant  pas  =0  au- 
cun,  verifient  les  (m—2)  conditions 


*)  A  M¥oir,  Ie  coefficient  binomiiil,  conitne  k  TordiiiBire* 
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a  (»I  — 1),/    2  V 

8  (w-l)>  /    2  Y 

"«-1  *»"-»=       5       V^^ll  «"»-a^  ' 

,     „_a  (m  — !),„„,  /    2  \"^» 

\  «m-i«o= — ^ — Vür=ri««-a;    .' 

il  ne  faudra  que  de  r^soudre  l'öquation 


(B) 


an    j= 


m 

1    -«-i+W  ''«^i-;;r=i«w-i 


Om— a0in 


f» 


ITi^«-« 


La  dämonstration  du  th<k>r^me  1.  pent  <$tre  forimil^  aiosi 
qu'il  sait: 

An  lieu  de  l'^quation  (I)  ou,  ce  qai  reyient  au  mtoe»  de  la 
suivaute 

»    * 


OD  obtiendra,  en  multipiiant  par  {jm^  ^m-i  ^^^^  ^^^^  coef6ciens 
o'ätant  pas  =0,  ni  l'uii  ni  l'autre)  et  ea  ajoutant  aux  deux  mein- 
bres  cT^  x^^,  la  Douvelle  äquation 
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OB 
CD 


I 


-g 


a 


•'i 


I 

b9 


i  3 

I 


I 


\ 


? 

+ 


3 

+ 


§ 


31        S 
+P     2 


m 

3 


? 


+ 
81- 


+     + 
1      t 

3 

f 
#     4L 


a 
i 


3 

+ 


? 

+ 


+ 
+ 


f 

9 
I 


3 

+ 


9 

3 

I 

19 


+ 


'S  O- 


3  i  ^ 

ip 


+ 

Ol 


3 

+ 


3 

+ 


■*     I- 


8« 

r 

f 

f 

i 

A 

Q 

a   • 

3 

a 

1 

d 

K9 

I 
l 


9 


3 

I      ^ 


3 

-  1 


Digitized  by  VjOOQIC 


24       £•  6.  Björling:   Miihode  paur  ia  rüoluttm  aig^Mque 
on  bien  ä 


c.  äd.  ä  r^quation  (!')  elle-mtoe,    toutes   les  fois  que  les  coeffi- 
ciens  Oq,  a|,....am  satisfassent  aux  conditions  suivantes:  % 


c;  k  d.  aux  conditions  (A)  elles-mömesy  meDtionn^es  dans  le  th^o- 
r^me  1^  et  que»  par  cons<$quent,  aucun  de  ces  coefficiens  ne  seit 
pas  =0  (vu  qa'en  vertu  de  ce  qui  a  <$tä  dit  au  dessus,  les  deux 
coefficiens  Om  et  On^^  n'y  sont  =0,  ni  Tun  ni  Fautre).' 

C.  Q.  F.  D. 

Nota  I.  Que  les  coefficiens  a^,  Oi^ » •*••  ^Im-i  ^^  IVquation  (II) 
ne  peuveot  pas  satisfaire  k  la  fois  aux  conditions  (B) 
et  aux  conditions  (A),  c'est  qui  est  evident  de  ce  qu*en 
^liminant  Om  entre  les  deux  premi^res  des  conditions 
(A),  on  en  tirera  la  relation 

qüi  s'oppose  i^videmment  k  lapremi<$re  des  conditions  (B). 

Nota  2.  J)  Bans  le  cas  oü  les  coefficiens  Oo>  Oi»—* <Zm  d'une 
äquation  propos<$e  comp  löte  (II)  du  m'^*^  d^e  ne 
sont  propres  k  satisfaire  aux  (m—1)  conditions  (A), 
mais  qu'au  lieu  ses  coefficiens  €hn$  ain-.i^....ao  rem- 
plissent  les  conditions  analogues  qu'on  obtient  en  rem- 
plagant^  daus  les  formules  (A), 

«0»  fli>'—««-i»  am 
respectivement  par 
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öw*  fl«»— 1»  -•..öl,  ffo, 

les  racines  de  cette  äquation  proposde  seront  donnees 
<$videmmeDt  par  la  formule 

Et  2)  pareillement»  dans  le  cas  oü  les  coefficiens 
Oo»  öl  >  ••••  ÖM-i  d'ane  ^quation  proposäe  de  la  forme  (II) 
nesont  pas  tellement  composes  qu'ib»  ii'<$tant  pas  =0 
aucttDy  satisfasseot  aax  (m-^2)  conditions  (B)^  mala 
qu*au  Heu  ses  coefficieDS  am»  öm-i»  *..•  öi,  n'^tant 
pas  =:0  aucun«  rempliaseot  les  conditions  analogaes 
qu%n  obtient  en  rempla^ant,  dans  les  formules  (B), 

Öo,    öl*  •..•  0«i--i 

respecti?ement  par 

öm,  Mm^x  »  .  • . .  öl, 

les  racines  de  cette  equation  proposäe  seront  donnöes 
ävidemment  par  la  formule 

öl  +  y^  öj«^  ^^  öi«-a ö, flo 


XI 


m'^ 
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-{•b^hX\c%vax'' 


m. 


/•  dx 

par 

Monsieur  Dr.  E.  G.  Björling, 

Lector,   membre  de  TAcad.  des  sdences  de  Stockholm 

k   Wester&s  on  Saöde. 


•  1:  Pas  comme  quelque  chose  de  nouveau,  sealement  poor 
contribuer,  tant  soit  peu,  ä  apporter  plu^  de  riguenr  aux  raison- 
nements  et  aux  r^sultats  dans  la  thäorie  des  integrales ,  soit  de- 
finies  soit  ind^finies,  qa  il  me  soit  permis  de  publier  les  consid^.. 
rations  suivantes  sor  l'intögrale  en  question,  ä  propos  d'un  ar^ 
ticie  ins^r^,  ii  n'y  aiongtemps%  dans  cet  ^rchiF  Th.  XII.  (p.  409 
et  suivs.) 

L'autear  de  i'artiele  mentionni^,   en  se  rapportant  k  la  göne- 
ralite  pr^tendne  de  la  formule 

(  \    I 3. — 3=  arc  (cos  =  — i — iz^+G  (r  positiH, 

fat  arnen^»  en  vertu  d'elle^  au  r^sultat  suivant: 

/ÄOT»  da: 2mgr 

a  +  b  cosÄ  +  csina?  ^  Vö^au-^« — c** 

(m  designant  un  nombre  entier  quelconque),  et  particuliörement, 
dans  les  termes  de  cet  auteur,  k  ,,Ia  formule  connue'' 

Jl   /*^^  dx 1     

^y^  *  27cJ        a+b cosx  +  csinar"^  y^ö*— 6*— c* 
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dx 


tout  cn  y  supposuit  a*  >  6*+c*.    Pour  le  cas  contraire ,  .a*<6*+c*, 
il  y  en  a  trouvö,  .sans  r^Sserve, 


w  /■ 


a  +  6  cos;»  +  csin  x 


Cependant  on  a'apergoit  ais^ment,  non-senleäient  1)  qae  les 
denx  formales  (ß)  et  {y)  sont  ioexactes  poar  le  cas  de  a  'negatif, 
si  tontefois  on  eütend  par  le  signe  Y  >  comme  k  TordiDaire,  la 
racine  carr^e  positive,  inais  encore  2)  que  la  formale  de  pr^- 
misse  (o)  ne  subsiste  en  eflfet  que  dans  le  cas  oü  la  variable  y 
seit  comprise  entre  des  limites  telles  qae  les  deux  a-f  rcos^  et 
siny  soientd.es  quantitös  de  m^me  signe,  si  toutefois  on  se  tient 
ä  Tusage  ordinaire  dentendre,  par  la  Dotation  arc(cos=a:),  un  arc 
compris  entre  les  limites  0  et  ^r"^)^  et  que,  de  plus,  3)  dans  le 
cas  de  a  numöriquement  <  V^+c®,  4a  valeur  g^n^rale  de 
imtögrale  dans  la  formale  {S)  ne  t)eut  pas  dtre  zäro. 

Pour  savoirce  qu'il  y  a  de  vrai  dans  ce  sujet,  il  soffira,  ce 
me  semble,  de  ces'  quelques  lignes  suivantes. 

2.    Afin  de  trouver  la  valeur  de  l'int^grale 

en   supposant  qu'il  ne  s'agit  jpoint  de  valeuns  de  x  telles  que 
a-|-rco8:r  seit  =0,  nous  posons  d'abord 

cos:r=^,  ou  plutdt  a;=arccosy, 

d'oü  il  est  clair  que,    poor  commencer,.  nous  ne  consid^rons  igi 
que  des  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  tt,  d'oü  vient 

(2)  ify=-VT=:p.rf^, 

ou  m^me 


(3)  dx^^ 


Vr=p' 


*)  Qo'en  effet  l'autear  de  Tartiole  qu'on  vient  de  nommer,  ne  se 
lient  pai  &  cette  döfinition  da  «ens  de  la  Dotation  arc(cos=:r),  et  qn'au 
contMre  il  se  contente  d'y  fixer,  k  l'exemple  des  ancien«,  la  notation 
pla«  vagae  d'nn  qaelcunque  des  arcs  dont  le  cosinus  est  =:r, 
c'est  ce  qae  l'on  peut  voir  assez  clairenaent  dans  l'article  mentionn^ 
(pag.  4lO).  Or  il  est  Jbiea  eonna  actaellement  k  quelles  soites  Stranges 
on  pect  s'ezposer  par  de  teile  indi^^rence.  II  en  est  d'analogae  ä  dire 
da  sens  de  la  notation  V  dans  le  meme  article. 
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au  moins  tandis  que  y  oa  cosa;  sera  Dum^riquement  <  1,  et  par 
cons^quBnt  on  aura 

^^  a  +  rcosx  (a+nf)VT^' 

ou  bieD,  61  Ton  pose,   pour  röduire  TexpressioD  dana  ce  second 
membre  k  lonae  ratioDDelle» 

on  en  aura  ' 

(6)  *r  2rf« 


a+rcosx      a  +  r-i-(a — r)u^' 
Cela  posä,  Ton  eo  obtiendra  i^videmment: 

1)    o«  ^tant  >r«, 

suivant  que  a  soit  positif  ou  n^gatif; 

2)  a»  stallt  <f«, 

et  enfin 

3)  a«  ötant  =r«, 

suivaot  que  a  soit  =:r  ou  = — r. 
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a-^-b  CO«  x-^-c  «lux' 


Qae,  tontefois,  en  effet  ee«  formoles  Q%  (8')  et  (9)  subsis- 
tent  encore  dans  le  cas  m^me 

(sappos^,  comme  il  vfent  d'^tre  dit>  qa1l  ne  s'agit  point  de  va- 
lenrs  de  x  telles  que  a-frcoso;  seit  =0)»  c'est  dont  U  est  aisä 
de  s'aBanrer  en  observant  1)  que,  dans  ce  cas,  les  seeonds  mem- 
bres  des  fonnnles  (2),  (S),  (4),  (6)  seront  affect^s  de  signe  cori- 
traire  ä  celui  daos  le  cas  pr^c^dent^  ainsi  qu'en  verta  de  cela 
aassi  les  seeonds  membres  des  formules  (7)  et  (8),  mais  qa'au 
coDtraire  ceox  des  formales  (7'}  et  (8')  y  auroot  encore  le  rn^me 
signe  que  dans  le  cas  pri^cMeot^  va  que  dans  le  noa?eau  cäs 
doDt  il  s'agit 

VI — cosa:      ,  .       a? 

i-i est  = — tangTTj 
1  +  coso?  ®  2 

2)  qne,  du  reste»  il  est  aisö  de  värifier  immddiatement  la  formule  (9) 
ponr  le  cas  m^me  dost  il  s'agit. 

Maintenant,  ponr  ce  qui  concerne  Tint^grale  (1)  prise  ^ntre 
des  limites  dono^es,  on  peat  tirer  de  ce  qui  vient  d'^tre  dit  les 
coDS^qnences  saivantes : 

1)    o«  <$tant  >r«, 
et,  par  snite,  a-frcoso;  n'^tant  pas  Jamals  =0,  on  aura 


/■ 


saifantque  a  sera  positifou  nögatif> 

**»        dx 


=/' 


a+rcosa:' 

et,  par  cons^qaent, 

/*»        dx 2ff 
a  +r cos o: *~ -*-  ^ ^^^ 

0 

snivaot  qne  a  sera  positif  on  n^gatif. 


*)  Faitant,  en  effet, 

dx 


»"»  ^  ---cogar* 


tandit  qae  le«  (po«itif8)  «  et  «i  convergent  iDd^finiineiit  Ter«  zero. 
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^  a -f  ^  COft^r -f  C  81D  X 

2)    o»  ^tant  <j«, 

et,  par  suite,  a^rcosx  n'^tant  pas  =0  tant  qael),  a  ^tant  po- 
sitif,  X  sera  conipris  entre  les  iimites  0  et  ^,    ou    m^me    entre 

Y  et  27r,  et  que  2),  a  ^taot  n^gatif,  x  sera  limit^  par  |  et  ^, 
OD  aura: 

A>'a  ötant  poßitif, 

r^    dx    ^     l_i.J™^H— L_i    r+V?c:^ 


cLr 


rcosx 

2 


et  de  plus,  en  faisant,  pour  abr^ger,  la  Dotation  pr,  /    designer 
„la  valeur  piincipale  de  Tintägrale'S 


—II  \« 


f"     dx      **U  j j  ^""-V  rp^ 


log'- 


a+rcosj;' 


*)  i:t«nt,   en  eifet, 


**)  Coinine  faisant,  en  effet, 

^  arccos( f' 

2  •  ^    r 
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'  a^öco%x+C9inx' 


tandili  qa*au  contraire»  la  valear  g^n^raie  de  l'une  comme  de 
Tantre  de  ces  mdmes  iot^grales  deroi^res  sera  =00 — od  et,  par 
coDS^quent,  iDd^termiD^ ;  d*oü  il  r^sulte  qne,  dan»  le  cas  dont 
il  s  agit, 

/^        dx  ^  /**^        da: 

a  +  rcosa:  ®**  ^0=pr.J        —fy^Z^^ 

mais  qae  la  valeuf  g^n^rale  de  Tnne  et  de  l'aatre  estand^Sterminöe ; 
B)    a  ätaDt  Dögatif^ 


pr 


^  V      \  r+al 


a+rcoax' 


Z7t 

9 


mais  laFaleur  generale  de  Faneet  d^Tautre  indetermin^e^  et,  de  plas, 

/'^       dx  1  p  \  r+a( 

o+rcoso;  2V"r»— ö?  "*)l_i/ »[ZlSi 

log 


Vr«— a» 


35 

da? , 

rcoso;' 


d'oü  il  rösulte  qu'ausai  dans  ce  cas 

/""        dx  ,      ^  C^        dx 

M=7^^  est  =0=pr  J        jqrT^SJ^. 

mais  qoe  la  valear  gönörale  est  iodeterminäe ; 
3)    fl»  etant  =r». 


OD  anra: 
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A)    a  ^tant  =r, 

a+rcosa:    r  ^/        a+rcoBx*^      a+rcosx        J 


fl+rcoiBo:' 
2  ä 


B)    a  ätant  :=— r. 


O  ^n 

a+rcosa;  r     ^        a-f-rcosjr' 


n 
2 


3.    Haintenant>  pour  troaver  la  valear  de  l'intägrale 

dx 


f 


a-\-bcoBX-{-CBmx* 


dans  la  supposition  qu'il  ne  s*agit^  poiot  de  valeurs  de  x  telles 
que  le  d^nominateur  soit  ^0>  on  peut  faire  usa^e  de  la  transfor- 
mation  employ^e  par  Tauteur  de  Farticle  präcädemment  Domm<^, 
en  posant  d'abord 


6  =  rco8a,   c=:r8ioay   r^V6*+c*; 
d'oü  vient 

dx dx 

a-\-b  cosa:  +  csin  a? ""  «  +  r  cos  (x — a) ' 

ou  bien»  en  y  substitaant  y  au  Heu  de  x  —  a, 

d^ 


a  +  rcosy 

Cela  pose,  en  vertu  de  Tarticle  pr^c^ent  2.,  on  en  obtiendra, 
dans  la  supposition  (qu'on  vient  d'indiquer)  qu'il  ne  8*agH  point 
de  valeurs  de  x  telles  que  le  d^nominateur 

a+bcQBX+cs\nx,   ou  a  +  rcos(a: — a),  soit  =0, 

et  tandis  que»  du  reste,  y  ou  x — a  sera  compris  entre  les  limi- 
mites  0  et  ;r,  ou  niöme  entre  n  et  27c,  les  formules  snivantes: 
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/*  dx 

1)  a«  «taut  >«>+c3,     . 

soivant  qae  a  soit  positif  oa  nt^gatif. 

2)  a«  «taot  <6«  +  c* 

'      \  r+a  ^    2  / 

3)  a*  etant  =*»+€«, 

sioTant  qae  a  soit  =V6*  +  c*  ou  =  — VA«+c«. . 
De  plus,  qnaot  ä  i'intägrale  defioie 

/«*  Ar 

oomme  ob  a  «videmmetit 

dx 


P^  dx p^n^a 


TCOSX 


OD  en  obtiendra  la  valear,  en  vertu  de  Tarticle  2,  ainsi  qu'il  sait: 

A)  Lorsqu'll  y  auta  Heu  d'adopter  poar  ä  une  quant.  posi- 
tive <  ff«  c.  ä  d.  que  c  soit  positif  sjb  «taut  quel  qu'il  8oit«  posi- 
tif  ou  n^atif  ou  m^me  =0)»  od  aura 

^J     a  +  rcosx'\/      a-\Tiiof^x'^J  a  +  r  cos  a:* 

— a  ©  TT 

c  a  d.  (vu  que  la  premiere  de  ces  trois  iotögraies  est  =  /      ^  -i-rcos:^^ 

/^        dx 
a  +  r  cosx* 

B)  Lorsqu'il  y  aura  lieu  d*adopter  pour  a  uoe  quantit«  o^ga- 
five  (=—*!?)  num^riquemeDt  <9k,  c. ä  d.  que«  soit  nägatif  (6  etant 
positif  ou  nägatif  ou  =0)«    ou  aura 

TheU  \V-  ^  3 
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a+öco»x+CBinx' 


Ar 
rcos^r* 


C)  c  ätant  =0,  (6=r  oa  =— r),  on  aura,  daos  lepremier  cas» 


^J       a  +  rcosa;' 

0 

et,  dans  Tantre, 


<£r 


_  rcos^ 


Par  consöqaent  on  aura»  en  vertu  de  ce  qui  a  ^t^  dit 
dana  l'articie  2, 

1)  a*äUut  >6*  +  c« 

saivapt  que  a  seit  positif  oq  D^gatif; 

2)  o«  ötant  <6«  +  c*, 

la  valeur  principale  de  /=0, 

la  valeur  g^n^rale  iDdötermin^e; 

•3)    a«  ÖUnt  =6«  +  r«, 

/=±<», 

suivant  que  a  seit  posUif  oa  nögatif; 

qtielleB  qnantit^a   reelles   (0  Inclusive)  que  seteot  les 
deux  b  et  c. 

RemarquoDs,  en  fiolssanty  qQ'^videmtnent^  apr^  ce  qai  a  ^i^ 
dit  d^jä,  il  n'y  a  plus  besoin  ici  d'aucune  explicatioo  aupplömen- 
taire  a  l'^gard  de  Tlnt^graie  plus  g^närale 


/' 


dx 


a  4- 6  cos«  -f^^sinx' 
m  dösignant  un  nombre  entier  quelconque. 
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IV. 

Ueber  krumme  Flächen,  welche'  der  Gleichung 
•»"+3f"+«"  =  l  entsprechen* 

Von 
Herrn  Dr.  H,  Burhenne, 

Lehver  der  Mathematik  an  der  höhern  Gewerbschnle  in  CaMel. 


Zar  Betrachtung  der  hier  aufgestellten  Grnppe  krummer  Flä* 
eben»  weiche  schon  an  sich  interessant  sind,  wnrde  ich  auch  durch 
RQcksieht  auf  die  Krystallogfaphie  veranlasst.  WShrend  die  Kry- 
^atle  in  der  Regel  Ton  Ebenen  begrenzt  sind,  zeigen  sie  dennoch 
nicht  selten  krummflächige  Formen.'  Häufig  ist  die  Krümmung  der 
Krystallflächen  nur  scheinbarj  indem  sie  aus  einer  treppenartigeo 
Combination  schmaler  ebener  Flächenelemente  besteht.  Aber  es 
kommt  an  .den  Krystallen  auch  Krümmung  der  Flächen  vor^  z.  B. 
beim  Diamant,  welche  so  stetig  und  gesetzmässig  erscheint,  dass 
man»  wie  auch  Naumann  in  seinem  Lehrbuche  der  Krystallo* 
graphie  urtheiit,  zu  ihrer  Erklärung  einen  auf  krumme  Flächen- 
bilduog  gerichteten  Plasticismus  anzunehmen  berechtigt  ist. 

Da  mir  keine  grossere  Sammlung  zu  Gebote  steht »  um  die 
im  F<«lgenden  erwähnten  Formen  mit  den  der  Kugelform  sich 
nähernden  Krystallen  des  Diamantes  zu  vergleichen,  so  beschränke 
ich  mich  fiir  jetzt  darauf,  die  geometrischen  Eigenschaften  eines 
merkwürdigen  Systems  krummer  Flächen  anzudeuten. 

Zur  Vorb^reitiiog  diene  Folgendes:  Man  lege  durdi  den 
Mittelpunkt  einer  Kugel  3  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  und 
noch  6  Ebenen,  welche  die  Neigungswinkel  jener  drei  Grundebe- 
nen halbiren.    Dadurch  wird  die  Kugelfläche  in  48  gleiche  Theile 

3* 
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getheilt,  tvelcke  sphärische  Dreiecke  mit  Winkeln  von  45,  90  und 
60  Graden  bilden,  und  auf  der  Kugel  gymmetrisch  vertheilt  sind. 
Die  26  Eckpunkte  dieser  sphärischen  Dreiecke  sind  dreierlei  Art, 
nämlich:  6  Punkte,  in  (denen  je  8  Dreiecke  zusammenkommen, 
12  Punkte,  wo  4  Dreiecke  sich  vereinigen»  und  8  Punkte  wo  6 
Dreijecke  zusammentreffen.  Verbindet  man  diese  Punkte  mit  dem 
Centrum  der  Kugel,  und  betrachtet  diese  Radien  als  Normalen 
von  Ebenen,  so  entsprechen  jeoö  6  Punkte  den  Flächen  eines 
Würfels,  jene  12  Punkte  den  Flächen  eines  von  *12  congruent^n 
Rhomben  (wo  die  Diagonalen  wie  1 :  V2^  sich  verhalten)  begrenz- 
ten Körpers ,  und  die  8 '  Punkte  entsprechen  den  Flächen  eines 
regulären  Octaeders.  Diese  3  Gestalten  sind  bekanntlich  die 
Hauptkurper  des  regulären  Krystallsystemes. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  krummen  Flächen,  welche 
der  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  Gleichung 

a^  +y '+  2"=:1 

entsprechen.  Es  soll  hier  n  immer  einen  positiven  in 
den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückten  Bruch  bedeuten, 
dessen  Zähler  eine  gerade  Zahl,  also  dessen  Nenner  unge- 
rade ist.  Dieser  positive  Bruch  kann  kleiner  oder  grosser  als  l 
sein;  der  Nenner  kann  auch  gleich  1  sein,  so  dass  n  eine  ganze 
gerade  Zahl  wird.  Diese  Gleichung  umfasst,  indem  für  n  be- 
stimmte Werthe  eintreten,   eine  Gruppe  unzähliger  Flächenarten: 

Von  allen  diesen  Flächen  gilt  Folgendes: 

Die  krumme  Fläche  ist  eine  geschlossene.  Wegen  des  geraden 
Factors  2  im  Exponenten  hat  die  Fläche  in  allen  8  Coordinaten- 
räumen  dieselbe  Gestalt.  Da  die  Gleichung  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten,  also  x  .und  y ,  x  und  2,  ,iy  und  z  sich 
vertauschen  lassen,  ohne  die  Gleichung  zu  ändern,  so  zerfällt  in 
jedem  Raumoctanten  die  Fläche  in  6  gleiche  Theile.  Demnach 
lässt  sich  die  ganze  krumme  Fläche  in  6.8  =  48  gleiche  Theile 
zerlegen,  hat  also  dieselbe  Symmetrie  d.  h.  dieselbe  Zahl  und 
Lage  gleicher  Theile,  wie  der  Würfel  oder  das,  reguläre,  Octaeder. 

Als  Durchschnitte  zeichnen  sich  aus  die  3  Uauptschnitte, 
welche  in  die  Coordinaten  -  Ebenen  fällen,  und  die  mitten  zwischen 
]e  zwei  derselben  liegenden  6  mittleren  Schnitte.  Die  Durch- 
schnittscurven  der  3  Hauptschnitte  mit  der  krummen  Fläche  ent* 
sprechen  einer  Gleichung  von  der  Form 

tJ«  +  fr»=l,' 
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and  die  Durchschnittscurveo  der  6  mittliSren  Scbpitte  haben  eine 
Gleichung  von  der  Form 


'•+<Ä)"='' 


V2> 

iro  V  nnd  w  rechfvnnklige  €oordinaten  bedenten. 

Der  Kadiusvector  der-  Fläche,  d.  h.  die  Entfernung  eines 
Punktes  der  krummen  Fläche  vom  Anfangspunkte  der  Coordina- 
ten  werde  mit  R  bezeichnet»  so  dass 

und  wir  suchen  nun  ausgezeichnete  Werthe  von  R,  Anstatt  zu 
diesem  Zwecke  die  Differentiale  von  R  zu  bilden,  braucht  man 
nur  die  Syrometrieverbältnisse  der  krummen  Fläi^be  zu  beachten. 
Die  Fläche  lässt  sich  durch  die  3  Coordinatenebenen  und  durch 
die  mitten  zwischen  denselben  liegenden  6  Ebenen  in  48  gleiche 
Theile  )heilen.  Die  Durchscbnittslinien  dieser  Ebenen  sind  aus- 
gezeichnete Radiivectoren ,  welche  in  ausgezeiciinete  Punkte  der 
krummen  Fläche  treffen.  Betrachtet  man  zunächst  die  Fläche 
i&r  in  Einem  der  8  Coordinatenräume,  so  zeichnen  sich  darin  aus: 

3  Punkte,  welche  in  den  Axen  liegen.  FCir  einen  solchen 
Punkt  sind  zwei  Coordinaten  gleich  Null,  also  die  dritte  gleich  1^ 
folglich  JB=:1; 

3  Punkte,  welche  mitten  zwischen  je  zwei  Punkten  der  ersten 
Art  liegen.    Fjur  einen  solchen  Punkt  Ist  eine  Coordinate  gleich 

*  1 

Null,  und  jede  der  beiden  andern  ist  gleich  (o)  '  folglich 

1  Punkt,  welcher  mitten  zwischen  den  drei  Punkten  der  ersten 
und  den  .drei  Punkten  der  zweiten  Art  liegt.     Für  diesen  Punkt 

i 

ist  jede  der  Coordinaten  gleich  (  ^  )  »  also  Ä  =  3^*^    *^' 

Uebersieht  man  nun  alle  8  Coordinatenräume,  also  die  ganze 
geschlossene  Fläche,  so  zeigen  sich  auf  derselben  26  ausgezeichr 
nete  Punkte  und  Radiivectoren  dreierlei  Art.  Nämlich:  6  Punkte, 
die  io  den  Goofdinatenaxen  liegen,  und  für  welche  R^=^\  ist;  12 
Punkte,  die  mitten  zwischen  je  zweien  der  ersten  Art  liegen,  und 
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für  welche  Ä=2va    nJ  |gt;  8  Punkte,  die  mitten  zwischeD  je 

dreien  der  ersten  und  zweiteniArt  liegen,  und  für  welche  i2=3^^  "^ 
ist.  Die  Radiivectoren  R  dieser  Punkte  sind  die  Flächen -Nor- 
malen der  3  Hauptkurper  des  regulären  Krystallsystemes.  Näm- 
lich: Jene  6  Radien  sind  die  Flächen  -  Normalen  eines  Wfirfels, 
die  12  Radien  sind  die  Normalen  des  Rhombendodecaeders ,  und 
die  8  Radien  sind  die  Flächen-Normalen  des  regulären  Octaeders. 
Wir  wollen  diese  dreierlei  ausgezeichneten  Radien  durch  J?,,  R„y 
Rf„  unterscheiden; 


Jetzt  bezeichnen  wir  n  durch  ^,  wo  g  eine  gerade  und  tc  eine 

ungerade  positive  Zahl  bedeutet,  während  der  Bruch  ^    auf   die 

kleinsten  Zahlen  gebracht  Ist,  so  dass  die  Gleichung  der  krumnfeo 
Fläche:  * 

«       €       €     , 

also 

Ä,  =1,' 


Es  sind  nun  drei  Uauptfölle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n 
grosser  als  2,  oder  zwischen  2  und  1  liegt,  oder  kleiner  als  1  ist. 

Erster  Fall,  wo  -  grosser  als  2, 

also  -  <  2  Ist    Die  Gestalt^  der  krummen  Fläche  steht  gleich- 

sam  zwischen  Kugel  und  WGrfel,  indem  sie  als  ein  Wdrfei  mit 
abgerundeten  Konten  und.  Ecken  erscheint.  Von  den  ausgezeich- 
neten Radiivectoren  ist  R^  ein  Minimum ;  R^  ein  Maximum  in  der 
Richtung  nach  R,  und  ein  Minimum  io  der  Richtung  nach  /^^^; 
und    R„f   ein   Maximum   nach   allen   Richtungen.      Nähert    sich 

n  =^   "  immer  mehr  der  2,  also  r-  dem  »*  so  nähern  sich  die  Ra- 
u  g  £ 

dlivectoren  immer  mehr  der  Gleichheit,  and  die  Fläche  wird  zur 

Kugel.    Wächst  n  Immer  mehr,  so  wird  das  Verhalten  der  Radit* 
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▼ecforen  R,:Ry.R„,  imtnet  nfilwt  ä1  s  V^:  V3,  d.  1k  die  kramnie 
FIftche  wird  dem  Würfel  immer  fihnlicher. 

EinEsiche  Jipecidle  Werth^e  för  n  sind  aum  Beispiel: 
g=^i,  «=l,  80  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 

also 

Oder:  g=6,  ttssl,  so  dsM  die  Gteichung  der  FIftefce 

^•+y^ +  *•=!, 

also 

Ä,:ß,,:Ä^,=l:V^:V^3. 
Oder:  ^=8,  tf=3,  so  dass  die  Gleicbiiog  der  Flficbe 

also 

Ä,:Ä,,:Ä^=1:V2:V3. 
Oder:  ^=10,  «=3,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

also 

12,:12^:fi^=l:V2:V3. 

ü.  s.  w. 

Unzählige   Uebergänge  zwischen    den  Gestalten   von  Kugel 
und  Wfirfel  treten  hier  ae£ 


Zweiter  Fall,  wo  —  zwischen  2  und  1, 

also  —   zwischen  -5  und  1  liegt.    Die  Gestalt  steht  zwischen  Ku* 
ff 

gel  und  regulärem  Octaeder,  indem  sie  als  ein  reguläres  Octaeder 
mit  abgerundeten  Kanten  und  Ecken  erscheint.  Von  den  ausge- 
zeichneten Radiivectoren  ist  R,  ein  Maximum ;  R„  ein  Minimum 
in  der  Richtung  nach  R,  und  ein  Maximum  in  der  Richtung  nach 
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12^;  und  R^  ist  ein  Minimmii  nach  allen  Richtungen*     NShert 

sich  n  immer  mehr  der  %  also  —  dem  -5,  so  n&hern  sich  die  Ra- 

9  ^ 

diivectoren  immer  mehr  der  Gleichheit  und  die  Fläche  wird  zur 

o  u  *        ' 

Kugel.    Nähert  sich  —  also  auch  —  immer  mehr  der  Einheit,  in- 

dem  u  und  g  immerfort  wachsen,  so  wird  das  Verhalten  der  R,: 

R^iRut  immer  näher  =  1:y   o'V  3*   ^*  ^'  ^'®  krumme  Fläche 
wird  dem  regulären  Octaeder  immer  ähnlicher. 

Specielle  Werthe  fflr  n  sind  zum  Betspiel: 
g=A,  »=3,  60  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 

also 

ä,:ä^:ä«,=I:^:V  1. 
Oder:  ^=6,  »=5,  so  dass  die  Gleichong  der  Fläche 


also 


Oder:  ^=8,  u=6,  so  dass  die  Gleichung  der  Flache 

H  8  0 


also 


Oder:  .7= 10,  u=7,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 


also. 


3- 
ü.  s.  w. 


R,:R,.R„=l'.\l'^ 
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Unzlhlige  Uc^bergänge  zwischen  deif  Gestalten  der  Kugel  und 
des  regulären  Octaedeis  treten  hier  auf. 

Dritter  Fall,  wo  ^  kleiner  als  1, 
u 

also  —  >  1   i^t      Die    Gestalt    steht  zwischen    einem  regulären 

Octaeder  und  einem  dreifach 'rechtwinkligen  aus  den  drei  Axen 
gebildeten  Sterne^  indem  sie  als  ein  Octaeder  mit  einwärts  ge- 
krommteo  Kanten  und.  Elächen  erscheint. 

Specielle  Werthe  fCir  n  sind  hier  zum  Beispiel: 
^=:2,  u^=3,  so  dass  die  Gleichung  der  krummen' Fläche 

ako 

R, :  JByy ;  *^ui^^     2*3' 
Oder:  ^=2,  «=5^  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 


V  Oder:  i/=2,  t(=s7,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

also 

11 
Rf :  R^ :  Ä^  =:  1  •  "g  •  97  • 


Oder:  ^=4»  ttzzS,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 


also 


4^ —    4^ — 


ü.   8.   W. 
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Wir  vrolIeD  Bochmals  die  in  der  Gletcbtmg 
€       f      «T 

enthaltene  Gruppe  von  krummen  Flächen  übersehen,  wo  ~  einen 
in  den  kleinstien  Zahlen  dargestellten  positiven  Bruch ,  g  eioe  ge* 
rade  und  u  eine  ungerade  Zahl  bedeutet  W&hrend  -  vom  Un- 
endlichkleinen wachsenid  dem  1  stell  nähert,  über  1  wacbimid 
dem  2  sich  nähert,  und  über  2  ins  Unendliche  wächst;  so  geht 
die  Gestalt  vom  rechtwinkligen  Kreuze  der  Azen  aus,  erscheintv 
als  ein  Octaeder,  dessen  Flächen  und  Kanten  stärker,  dann  wen!» 
ger  eingefaifen  sind,  nähert  sich  immer  mehr  dem  ebenflächigen 
Octaeder,  dann  schwellen  die  Flächen  dieses  Octaeders  immer 
mehr  an  und  die  Gestalt  geht  in  die  Kugel  über,  dann  sinkt  di^ 
Kugelfläche  nach  den  Richtpngen  der  Axen  immer  mehr  ein  und 
die  Gestalt  nähert  sich  dem  Würfel  ins  Unendliche. 

Die  Mineralogen  mögen  aus  dieser  Mannich faltigkeit  von  For- 
men solche  wählen,  die  mit  einem  beobachteten  Diamanten  oder 
andern  Krystallen  am  besten  übereinstimmen. 

Die  im  Vorhergehenden  betrachteten  Kurper  zeigen  sämmt- 
lieh  drei  gleiche  zu  einander  senkrechte  Hauptaxen,  entsprechen 
also  dem  sogenannten  regulären  KrystaUsysteme.  Man  konnte 
nun  diese  Betrachtungen  erweitern,  so  dass  ein  System  von  Flä- 
chen mit  nur  zwei  gi  ei  eben  Hauptaxen,  und  ein  System  mit 
drei  ungleichen  Hauptaxen  zum  Vorscheine  kommt.  Zu  die- 
sem Zwecke  braucht  man  nur  die  Glieder  der  Gleichung  mit  ver- 
schiedenen CoefBcienten  zu  versehen.  Dann  wird  durch  die 
Gleichung 


©"+(i)"<t)=> 


ein  System  krummer  Flächen  mit  zwei  gleichen  und  einer  davon 
verschiedenen  Hauptaxe,  und  durch  die  Gleichbag 


©■+(l)"+(0=' 


ein  System  krummer  Flächen  mit  drei  ungleichen  Hauptaxen  dar- 
gestellt, wobei  n  die  Bedeutung  wie  oben  hat.       ' 

Im  Systeme,   welches  von  drei   zu  einander  rechtwinkligen 
Hauptaxen  ausgeht,  wird  fortgeschritten  zu  dem  regulären  Octaeder 
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(mit  drei  quadratischen'  Hauptscboittes),  Kngei  uiid  Würfel.  Im 
Systeme,  welches  von  zwei  gleiclieii  Axeu  uDd  einer  davon  ver* 
schiedenen  ausgebt »  \fird  for^eschritten  zum  Octaeder  mit  einem 
quadratischen  und  zwei  rhombischen  Haaptschnitten,  zum  Rota- 
tionseiüpsoid  und  xuro  rechtwinkligett  ParaUeiepiped  mit  zweierlei 
Kanten.  Im  Systeme,  welches, von  diei  ungleichen  Axen  aus- 
gebt, wird  fortgeschritten  zum  Octaeder  mit  drei  rhombischeo 
Hauptschnitten,  zum  Eiiipsoid  mit  dreierlei  Axen  und  zum  recht- 
winkligen Parallelepipede  mit  dreierlei  Kanten.         ^ 


V. 

Betrachtang  derjenigen  Reihen,  welche  durch  lieber- 

springung  einer  Anzahl  von  Gliedern  aus  den  bekann* 

ten  Reihen  für  log(l  ±^),  (1  +  ^)^  und  e^'  gebildet 

werden  können. 

Von 

Herrn    Conr^ctor    C.  Hellwig 

in   Furstonwaide. 


Bestimmung   der    Summen. 

Wen»  man  ans  einer  Reibe 

Oq  +  OiX  +  «a^*  +  .••• +«riia:"  +  a»+ia?*+*  +  etc. 

dadurch  eine  neue  Reihe  bildet,  dass .  man  das  erste  Glied  der 
Grundreihe  zum  ersten  der  abgeleiteten,  das  (n4'l)te  der  Grund- 
reihe zum  zweiten  der  abgeleiteten,  allgemein  das  (m — l)(7i-f  l)te 
Glied  der  Grundreihe  zum  mten  der  abgeleiteten  macht,  so  las- 
sen sieb  noch  n  andere  Reihen  aufstellen,  welche  sieh  aus  der 
Grundreihe  durch  dasselbe  Gesetz  der  Ueberspringung  von  je  f» 
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Gliedern ,  das  der  erwähnten  ersten  abgeleiteten  Reihe  zu  Grunde 
liegt,  leicht  ergeben ^  indem  man  dieselben  nach  einander  mit  dem 
zweiten,  dritten,  u.  s.  w.  nten  Gliede  der  Grundreibe  anfangen 
lässt.  Wir  wollen  im  Folgenden  die  Summen  derjenigen  Reihen, 
welche  sich  auf  die  angegebene  Weise  aus  den  bekannten  Reihen 
för  logCl+ar),  (Idb^)''  und  rt*  als  Grundreihen  herleiten  lassen, 
zu  bestimmen  suchen. 

Bezeichnet  man  die  Summen  der  auf  diesem  Wege  aus  der 
logarithmischen  Reihe  entspringenden  Reihen  ducch  Uq,  tCi> 
u^y*>''Un,  so  wird  man^wegen 


a;» 


(1)        log(l—jr)=—a?-  2"—3 —..... 
haben  mfissen: 


•etc. 


x'^^^ 


th=' 


x*^ 


a:n+8 


2n+3 


etc. 


(2) 


2 


%=- 


n  +  3 


2n+4 


-etc. 


3      n+4     2»  +  5 


—  etc. 


Mii=- 


arn+i       a:*n+2       j;8«+3 


«  +  1      2w  +  2      3« +3 


■etc. 


Es  föUt  nicht  schwer,  Beziehungen  zwischen  den  Grossen 
«0'  *<i>  %»•..«>'»  zu  ermitteln;  in  der  That  liegt  die  Bemerkung 
nahe,  dass,  wenn  man  die  Differentialquotienten  irgend  zweier 
^on  ihnen  nach  x  bildet,  diese  in  einem  einfachen  Zusammenbange 
stehen.  Man  darf  nämlich  nur  den  einen  mit  derjenigen  Potenz 
von  X  multipliciren,  deren  Exponent  dem  Unterschiede  der  den  u 
angehängten  Indices  gleich  ist,  um  sofort  den  andern  zu  erhalten. 
Vergleicht  man  die  Differentialquotienten  von  u^  und  Um»  wo  m 
einen  beliebigen  Index  von  1  bis  n  ausdrucken  kann,  so  hat  man 
die  Relation: 


(3) 


dx*^  dx 


Substituirt  mau  hierin  für  m  nach  und  nach  1,  2,  3,....n,  so 
resultiren  dadurch  aus  (3)  n  Beziehungen  zwischen  den  Differen- 
tialquotienten unserer  Summen,  so  dass  jeder  durch  den  von  «<> 
ausgedrückt  ist.    Man  hat  aber: 
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(4)  log(l-.a?)=t<o  +  t/i+Wa  +  ....+ttH, 

und  dies  giebt  differentiirt: 

Setzt  man  die  ads  (3)  hervorgehenden  n  Relationen  in  (5)  ein,  so 
ergiebt  sich: 

(6)  j^=^.(l  +  j;+a:«+....  +  a:»). 

Der  Werth    des    in    der   Parenthese   stehenclen    Aasdrucks    ist 
nun  nichts  Anderes ,    als 

1 — X      *  0 

und  deshalb  ivird: 

^'^  dx'-^x^^—V 

wodurch  (3)  übergeht  in :  ■ 

^,  ^ ^'^_ 

^^^  dx  -  ar'^+i-l' 

Cm  daher  Um  kennen  zu  lernen ,  hat  man 

x^dx 


A 


zu  bestimmen.    Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(9)  a?«+i— 1  =  0 

durch  €o»  H>  ^29**-^n  und  setzt: 

+  :;zi7  +••••+  :rzT  +--+r^ — 


80  hat  man: 

(n+l).«r"  n  +  1 

da€,^+*  =  J  ist    Folglich  wird: 

Kimmt  man   nun^    abgesehen  von  der  Constanten,   —  log(€r^a:) 

/*  dx 
als  Werth  des  Integrals   /     ,   so  erhält  man: 
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....+e»«+Mog(e«--:r) +C 

Die  hierin  vorkommeode  Constanle  C  kann  man  leicht  ermitteln 
durch  die  BemerkuDg,  dass  jede  der  Functionen  u  filr  a;=0  ver- 
«chinudet;  «etzt  man  also  in  der  letzten  Gleichung  or^O^  ao  er- 
giebt  sich: 

Die  Substitution  dieses  Wertbes  in  die  vorige  Gleichung  und 
Vereinigung  der  mit  dem  nSmIichen  b  muitiplicirten  Glieder  liefert 
hierauf: 

(1(^  («  +  l).tt«  =  6o"'+*.log(l-r^)+ei«+Mog(l-^a:)+.... 

....+f,"»fi.log(l-r-.r). 

Wir  wollen  diesen  Ausdruck  noch  einer  leichten  Transforma- 
tion unterwerfen,  Welche  sich  auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzein 
-nl^r  Gleichung  (9)  gründet«  Ist  nSmltch  n  +  1  ungerade»  so  ist 
eine  Wurzel  =1,  die  andern  sind  imaginär;  ist  abern-|-l  gerade, 
so  ist  eine  Wurzel  =4'1>  ^ine  zweite  = — 1,  die  übrigen  sind 
imagin&r.    Für  die  reellen  Wurzeln  hat  man  also  oiTenbsir: 

was  aber  die  imaginSren  anlangt,  so  geboren  dieselben  paarweise 
so  zusammen,  dass,  wenn  eine  ^nrch  a-fjSV^—f  bezeichnet  wird, 
immer  eine  zweite  vorhanden  ist,  welche  den  Werth  a^ßST — 1 
hat ,  so  dass  zugleich : 

■   /w— r  =  «-PV^  ist-     . 
«  +  p  V  —  1 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  (fO)  aoeh  schreiben: 

(11)  (n+1).«»  =  ^fi- log(l-toa:)  +  ;^i;+i.log(l-e,.r)  + .... 

oder: 
(12)  («+1).«»,=T  ^^-1-  logd  -w:).- 
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Die  Gleichung  (11)  oder  (12)  enti^Slt  die  AnflGsttiig  unserer  ge* 
genwärtigen  Aufgabe;  denn  sie  giebt  die  Werthe  der  n -|- 1  gesuch- 
ten Fnnetioiien  m,  wenn  ttian  nach  und  nach  0*  1,  2»  3,....n 
ftr  m  setzt 


Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  der  Binoinialreibe  fiber. 
Bezeichnet  man  für  sie  die  Summen  der  n-f  1  durch  sie  bestimm* 
ten  Reiben  mit  Jq»  'i»  i2»«***^>   ^^  ^'^^^  ^^^  ^^^' 

(13)  a  +  ^)^=l  +  f«.a:  +  fH-^+f4.^*+.... 

.... +l»«-i  .0*+ f*«.  j:"+i  +  etc., 
wo  ^ 

11.^— 1  fi.f*  — l»fi— 2 

ft,  =  *=fX"'     ^=1.2.3         ^'^'  ^' 

folgende  Reihen  erhalten: 

/jo  =  1  +  fi«.  a:M-«  +  fi^,+j ,  a:«»+«+  etc. 

Iii  =f*.a:+f*«+ia:»+*  +  iU2«+ft.ar*«+'+etc. 

^*^^        k  =  f*i.^*+f*«+«a?"+'+f»««+3«*^*+etc. 

\ ja=:  ^_, .  ar»  +  jü^ .  «•*+-^+ fisn^-i .  a:*«+*  +  etc. 

Um  Relationen  zwischen  den  gesuchten  Grössen  zu  finden, 
multipliciren  wir  den  Differentialquotienten  von  s^  nach  x  mit  x, 
wodurch  sich  ergiebt: 

ar.  2^  =  (n+1).  fi„.;r«+» +(2n+2)- fi«»4-i  .a-a^+a  +  etc. 
Ferner  ist: 

^=n:f*  +  (n+2;.a:H^i  +  C2»+3)-fH,^f».aAH-«+eta 

Addirt  man  diese  Werthe,  so  bekommt  man  als  erstes  Glied 
derjenigen  Reihe,  welche  die  Summe  darstellt,  fi,  als  zweites 
Glied  derselben  af^^^  mit  dem  Coefficienten  (n-f-l).fAa'f(n-|*2).f*ii^.|, 
der  sich  vermöge 

f^-(n+l) 

reducirt  auf  fi«.fi,  als  drittes  Glied  or^-l-*  mit  dem  Coefficienten 
(2«+2).fia»+i  +  (2«  +  3).fi«„+j,  d.  h.  ^»+i.f*  wegen 

tt*^(^-^2) 
f^»+2  =  f*«i^f  1  • — 2n+3 — '  "*  *'  '^^ 
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Hierdojch  findet  man: 

=  1^ .  { 1  +  f*„ .  a:»+i  +  j[i2«+i  .a;*«+«  +  etc.  J 

In   der  mit    ft  multiplicirten   Reihe  erkennt  man    bald  die   erste 
in  (14)  und  gelangt  somit  zu  der  Beziehung: 

Unterwirft  man  nun  je  zwei  auf  einander  folgende  der  Reihen 
(14),  schliesslich  die  letzte  und  erste,  denselben  Operationen,  wie 
eben  die  erste  und  zweite,  so  führt  dies  zu  weiteren,  der, vor- 
stehenden ganz  analogen  n  Relationen  zwischen  unseren  Summen. 
Wir  formiren  und  ordnen  dieselben  wie  folgt: 

dsn  dsn 

dst  dso 

(f<2  dsi 

(15)  {  di^  =***'! "**di' 

:  :  i 

dsn-\  dsn-^ 

dtn  d$n-\ 

Zur  Bestimmung  der  n-f  I  i»  diesen  Gleichungen  enthaltenen 
Unbekannten  ist  es  erforderlich,  n  derselben  zu  eliminiren,  um 
für  die  {n  -f  l)te  eine  ßestimmungsgleichung  zu  gewinnen. 

Die  Differentiation  der  ersten  Gleichung  in  (15)  giebt: 


und  die  der  letzten: 

dx^^^^^^^'    dx  ""'^-    dx^  ' 

Jetzt  ist  es  möglich  geworden,   «n  zu  eliminiren;    die  davon  be- 
freite Gleichung  heisst: 
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oder 

Die  DifferentiatioD  dieser  Gleichang  liefert: 

^=rM-l)-(M-2).-^-(f*-2).5lr.-2^+a:«,-2^, 

nbd  die   zweimalige  Dilereotiation   der  vorletzteo   Gleidmog'  io 
(15)  nach  und  nach: 

Durch  die  Elimination  von  Sh-i  vermOge  der  Wertbe  für  ~~^'» 
iiji*  und     ^^   erhält  man  also: 


oder 


+(M»).3«»-^-*».%' 


dx^ 


Die  Form  des  letzten  Ausdruckes  lässt  schon  unschwer  erken- 
nen, welchem  Gesetze  diejenigen  Werthe  gehorchen  mCssen,  die 
man  bei  den  weiteren  Eliminationen  erhalten  wird;  wir  gehen  da- 
her sofort  zu  derjenigen  Gleichung  über,  zu  welcher  man  nach 
Beseitigung  sämmtlicher  Unbekannteta  ausser  15  gelangt;  sie  lautet: 

g^= n!p».i«„-(»-l) !  (^- IVn  .(«+1)«.^ 

+(«-2)!{,*-2)«_,.  («+l)i*«.  0-.... 

+(-l)M^».2f  0»-  (n-l)),  .(«+l)i;r-i .  ^^ 

_r_l)H-i.(^_«),(«+l)a:-.^+(-l)-+i.a;H-i.^| 

TkeU  XXI.  4 
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oder: 

<16)    (H-(-l)-a:«+i) . ^o_(_,).  (^,^)  („^jj^. ,^^_ 

....  -(n  -  2)!  (p  -2)»-a.  (n  + 1),  a» .  3^ 

I 

+  (n-l)f(^-.l)n~i-(n  +  l);r.^-n!,t..io  =  0. 

Gelingt  es»  diese  Gleichung  zu  integriren,  so  hat  man  Sq  gefun- 
den und  kann  daraus  alsdann  auch  die  übrigen  in  Frage  stehen- 
den Functionen  bestimmen.  Dieselbe  aufzulösen  erscheint  folgen- 
der Ausdruck  geeignet: 

,  (17)  ,  $^=C.(X^mxy. 

worin  C  und  a  noch  näher  zu  bestimmende  constante  Grossen  be- 
zeichnen. Diese  Annahme  bringt  folgende«  Difierentialquotienten 
hervor:  '' 

g  =  C.,*.«.(l+«.T)/'-». 

0  =  C.2!^.««.(l  +  «c)M-« 

^^*>  \  ^T  =  C.(n-l)I^H-,.«^».(H-«r)^-(-i). 

^  =  C.M!<«,,-i.rf'.(l +oa;V^, 

^^  =  C.(n  +  l)fft,.«"+i.(l  +  «a:y-n»). 

8iri>siltuirt  man  diese  nebst  dem  Weithe  tob  «q  in  <17)  in  die 
Gleichung  (16)  unter  Berücluichtij(Bog  der  Relationen:  • 

2!ft=ft.(p^l)  =  («-l).n.^^^^, 

80  entfallt  die  resaltirende  Gleichang  in  jedem  ihrer  Glieder  den 
Factor  Cnl^h,.  1 
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DMdirt  map  dtrcb  <lta^en  ■Dd  steht  dbnn  {\+mxy*  ans  allen, 
Gliedero  berai»,  so  geht  (J6)  Aber  io :. 

SeUt  man  bierin  a:=:0,  so  fbhrt  dies  za: 

«»+»  — 1=0, 

einer  Gleichung,  deren  Wurceln  wir  schon  frdher  durch  Bq,  Si, 
es,....fii  bezeichnet  haben.  Diesen  V^urzeln  entsprecbepd  erhält 
man  n  +  1  singulare  Auflösungen  unserer  Differentialgleichung» 
deren  Summe  als  das  ToHstiindige  Integral  derselben  anzusehen 
ist;  also: 

(20)     So=Q,{l  +  ii^y+Ci(l  +  BiX^+C^(l'{e^y'+.... 

Die  Gleichungen  (18)  hssen  erwarten,  dass  alle  übrigen  Unbe- 
kannten ganz  ähnlich  constituirte  Werthe«  wie  Sq,  darbiete^n  wer- 
den, und  von  diesem  jedenfalls  nur  in  d^r  Constanten  C  sich  un- 
terscheiden können;  s^tzt  man  demnach i 

80  ergiebt  dies  in  Verbindung  mit  (15)  i  (17)  qp4  (18): 

C.fi.a.(l  +  aa:)M-i  =  ^.C.(l  +  aa:)^  — a:.C.ft.a.(l+aa?)/*-* 
^C.fl.(l  +  tfa:)^-^ 

d.  h.  a.az;;:C  oder  C=C.-- 

Bezeichnet  mau  ferner  die  Copstante  von  9^  mit  C,  so  mnss  pian 
dem  entsprechend  haben: 

C  =<?.-,  d.  h.  €"=0.^,  u.  8.  w. 

et  Ä* 

Hiernach  würden  sich  die  Werthe  von  s^  und  s^  schreiben  lassen : 


und 

%=Q-^.(l+fo^)'*+Ci.^(l+fi^)^+...+Ci.^<l+^^ 
ond  ihnen  analog  s^,  14»  ••••in- 
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Zur  BeBtimmupg  der  Constflnten  C^*  Ci,  C^^ ....  Cn  filhrt  die 
Bemerkung,  dass  Bämmtliche  Functionen,  t  fBr  j;=:0  Terschwio- 
den 5  mit  Ausnahme  von  «q»  weiches  =1  wird;  setit  man  also 
d;=0»  ao  erhält  ma|i  die  Gleichungen: 

<i+t^  +  Ci  +  ....  +  G.=  l, 
Co-+Ci.-+q|.-+....+Gi.-=0, 

S  5  i  i 

Für  die  Wurzelwerthe  e  gelten,   mit  Ausnahme  Ton  ^=l>   die 
Gleichungen: 


und 


i4+^.+-+^=o 


wie  sich  durch  einfache  Betrachtungen  nachweisen  Usst;  folglich 
giebt  die  Addition  der  Gleichungen  (21)  zuerst 

(n+l).q,=:l  oder  Co^^j. 

Verändert  man  aber  jene  Gleichungen  in  der  Welse,  dass  man 
die  zweite  mit  €2»  die  dritte  mit  e^  u«  s.  f.  die  (n-f  l)te  mit  c^* 
multiplicirt  und  addirt  sie  dann,  so  bekommt  man: 

(it+l).Ci  =  loder  Ci^^' 
In  gleiche  Weise  wird  weiter  folgen: 

Bezeichnet  man  daher  durch  9m  eine  beliebige  unserer  Summen, 
so  muss  man  haben:  ^ 

(22)  («+1)..«=  ^ (t+«6«)^+^(l+«,a?)M+.„.+^  (l+«^y. 
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oder 
(23)  («+l).i»='^^(l+-w:>-. 


Wir  scbreiten  eDdlich  zar  Betrachtang  derjenigen  Reihen, 
welche  aus  der  Exponentialreihe  sich  bilden  lassen,  durch  lieber- 
springung  Ton  je  n  Gliedern,  fieselchnet  man  hier  die  Summen 
der  jt-fl  Reihen  durch  X^^  3ii»  JT^»««*'^«»  ^^  entstehen  aus: 

(24)         e.:=l+«+^  +  ^+.„.+5  +  (-^  +  etc. 

die  folgenden  Reihen: 

/  a^i         :fi^%         g»»^t 


(25) 


\ 


a:»4«         ««»F»         ar*»+* 

-*•  -  2T  +  01+3)]  +(2»+4)!  +  (3n+5)!+***' 

II  I  I  l 

«"       a:*H-»         a:*»+*         a:«M-» 

-*• = irr + ^+1)1 + (3S+^ + ^«+3}i +***• 


Difercntiirt  man  eine  beliebige  dieser  Reihen  nach  x,  so  erhUt 
man  Glied  f&r  Glied  die  ihr  vorhergehende,  so  dass: 

■rfi"— *"->' ~~3S~— *■-«»••••  "^—*«'  'di'^'*"' 
d.h. 


2r.^= 


rf*jr. 


(26) 


J^ 


2.= 


1 
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Berücksichtigt  man  nun  die  Bedingung: 
(27)  2ro+Jri+Aa+,...+Xi^+-¥«-i+X«c=u*, 

60  ergiebt  sich  folgende  Differentialgleichung: 

Dm  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  zu  gelangen,  wollen  ivir 
zuvorderst  die  rechts  stehende  Function  von  x  ausser  Acht  lassen« 
und  zu  integriren  suchen  die  folge|ide  Gleichung: 

Nun  liegt  hier  die  Verniuthung  nahe,  dass  Xu  einen  Ausdruck 
darstellen  wird,  welcher  irgendwie  e*  als  Factor  enthält,  in  wel- 
chem Falle  wir  die  Differentialquotienten  der  Function  ihr  selbst 
proportional  setzen  diirfen;  es  sei  demnach: 

Hieraus  folgt: 

(PXn  •         dXn       a    v 

d^Xn  d^Xn      ^   dXn  « 


d*Xn_      d^-^Xn       ^  d^-^Xn_       ^.^^n  dXn_       .. 


und  es  wird  also: 


dXn 

dx ß y  _^       £_!! 
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d.  fc. 

(31)  /J=tt*,  )'=:c^,....i=tt^*,    ft=«»-*,   v=?a". 
Aus  (89)  ergiebt  sich  ferner: 

^J^-     rd^^^n  ,  d^^Xn  ,      ,|PA«  ,  dir,  \ 

d.  k.  wegen  (30): 

v.Jf„=:-X«(M+>t  +  ...-+ /»  +  «  +  !). 

Dividirt  man  bier  durch  Xm,  schafft  Alles  auf  eine  Seite  und  er- 
•etit  y,  ffy  Jl..../?  dnrcb  ihre  Werthe  ans  (31)»  so  ist; 

(32)  a"+a^»  +  «*-*  +  -..  +  «*  +  a  +  l=0, 

eine  Gleichung,  welche  dieselben  Wura^lwerthe  hat  wie  (9),  eine 
Wurzel  der  letzteren  ausgenommen,  diejenige  nfimüch,  welche 
=  1  ist;  sieht  man  als  diese  Cq  an,  so  sind  die  Wurzeln  von'(32> 

Es  war: 

dXn 


mithin 


dx  ,      dXn        j 

-?Er-=a  oder  -^^-^icidXy 


logAn  =  a^-|'<? 


oder 

(33)  jr„=C.e«. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  den  n  Wurzeln  von  '  (32)  ent- 
sprechend eben  so  viele  singulare  Auflösungen  der  Differential- 
gleichung (2tf);  ihre  Summe  miiss  als  das  vollständige  Integral 
derselben  angesehen  werden,  also: 

(34)  Jr«=Ci.e*i'+qB.c't*  +  ....+  C;i.eV. 

Die  übrigen  Functionen  ergeben  sich  hieraus  vermöge  (26)  durch 
Differentiation: 

J    i  i*  i  1 
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Betrachtet  man  in  den  Gleichungen  (34)  und  (35)  die  C  ale 
reine  Constanten  ^  so  werden  dadurch  die  Integrale  von  (29)  dar- 
gestellt ;  denkt  man  sich  aber  die  C  als  gewisse ',  noch  zu  be- 
stimmende Functionen  von  «v»  so  können.  (34)  und  (36)  die  Inte* 
grale  zu  (28)  liefern.  Unsere  nächste  Aufgabe  wird  also  darin 
bestehen,  die  C  unter  dem  letzten  Gesichtspunkt  zu  bestimmen* 
Wir  dlfferentiiren  zu  dem  Ende  (34)  und  (36)  so»  dass  wir  uns 
die  C  mit  x  zugleich  variabel  vorstellen ;   dies  giebt: 

dXn     «.      ,  dCi     .  ^ ,  rfCa     _  ,  ,       ,  dCn    ,  , 


(36) 


dXn^i       ^  dCi  ,  ^ ,  rfC>  ^  ^  _         -  dCm         _  ^ 


Hierzu  ist  aus  (27)  binzuzufcigen : 

(37)  ^=e'-(jr.  +  -Ki-i+....  +  -x;+Jri) 

oder  wegen  (26): 

^^^       Ar  -  *  ^^+  dx  +  •• +lS=5r  +  -55^> 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen: 

dXm      y        rf-Xii— 1      *r  <^^« Y       ^  d*Xn      y  . 

-j^  =  A«-i ,     ^^^— A«-4.  ....  ^^  —  ^1  und  -j^  =  ^, 

so  erhielt  man  durch  (36)  und  (38): 

^  ee.xA.^  ei,xA.      4.^  fiV-O 

(39)   {  ^•*«-^'"+S-^«-*'"'+-  '+^-'*'^'«'=®' 
:  :  ! 
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Diese  Gleichongen  mfiMen  zur  Beetimmong  von  C^,  Q»'....  d 
nbren*  Wir  nraltiplicireii  die  sweite  dieser  Gleichungen  mit  ^i, 
die  dritte  mit  ^  u.  s.  f.,  die  letzte  mit  ^-i^  indem  wir  unter 
9i»  9%9  ••••  ^—1 , unbestimmte  Factoren  verstellen,  deren  weitere 
Bestimmang  wir  uns  vorbehalten;  ist  dies  geschehen,  so'addirmi 
wir  und  bekommen: 

Will  man  hieraus  z.  B.  -^  finden,  so  darf  man  nur  die  q  so 
iMstimmen.,  dass  sie  folgenden  Bedingungen  genfigen: 

1  +  ei«s+ef  «a' +  — •  +  ^iH-i  «z""^=0. 

(41)        \  ^+ei«s+ei«»*+  — +  e«-i«a"-^==o, 

I         •  •  • 

Dies  geschieht  aber,  wenn  die  Gleichung: 

(42)  l+ei«  +  l?««*+-+ei-i«^'=0  , 

zQ  Wurzeln  e«,  €$, ....  H  hat.  Mithin  sind  die  q  Coefficieiiten  einer 
Gleichung,  deren  Wurzeln  bekannt  sind,  und  als  solche  ebenfalls 
bekannt    Mittelst  (41)  geht  nun  (40)  über  in : 

2^.«'t'-(l  +  ^i«i  +  ^ei«  +  .-..+^iH-iti»-^)=^i,-.i.€«  V^ 

oder 


Setzt 

P=(«-fJ. (£-«,).,..(£-.«.), 

•0  ist 
(44)  V.  (e-«i)=«"+€"-H«*-H.-.+«*+«+I»       vergl.  (32) 
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Weil  aber  (42)  za  Wurseln  €^  %».^.<ii  but,  fio  ist  auch: 

f' 

(45)    p=se«-H'?^^£«•-«+«2z3.e•-«+....+JL..e«+-^.H-— . 
also  «  . 


•fi.C*  — .€i.£'* ••Ci.t— ' -Ci     I 


^«-l  ^n-l  ^ii-l 

Vergleicht  mao  das  letzte  Polynom  mit  dem  in  (44),  so  ergiebt 
sich: 

—-.»=1  oder  —=!  +  .,, 

I      :  s  '     :  ; 

I      •  •  •  • 

(».-1   ?.-^*  •-'  "  ^-'+*i+^l'+ -•+*l"  ' 

Um  nun  den  Werth  des  Factors  von  -^  in  (43)  keoneo  zu 

lernen,  mflssen  wir  in  (45)  e==:ei  setzen  and  dann  für  die  Coeffi- 
cienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  b^  ihre  Werthe  aus  (46) 
einfuhren;  multipiicirt  man  also  den  ersten  Werth  in  (46)  mit 
«1«-*,  den  ziveiten  mit  fi»-'  u.  s.  f.,  den  drittletzten  mit  Cj*,  den 
vorletzten  mit  Cj  und  den  letzten  mit  1^  so  enthält  jedes  Glied 
des  Polynoms,  welches  den  Werth  von  P  fiQr  b=^Bi  darstellt, 
«1»-*,  jedes  Glied  ausser  dem  ersten  £i"-*,  jedes  Glied  ausser 
den  beiden  ersten  «i«-'  u.  s,  f,,  ej*  ist  nur  in  den  drei  letzten, 
€i  in  den  beiden  letzten  Gliedern  und  1  nur  im  letzten  Gliede  vor- 
handen.   Mithin    wird : 

P^,,=nf,«^^ +  (n  -  l)fi«-«  + ....  +  3gia  +  2fi  + 1. 
Multipiicirt  man  dies  mit  1  —  c^,  so  kommt: 
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=1 + «1  +  «i» + ••"  f  «1»-" + n"-'-«  «i" 

=  _  ej«  _  „ .  e,«,  da  1  +  f,  +  fi*  +*....  +  «»"-» + ti«=0. 
Folglich  erbalten  wir  als  den  Werth  ansares  Factor» : 


(5+1)  ji]^ 


und  (43)  giebt  in  Folge  dessen : 

ako  « 

^  (n+l).fi«  ^/  *      (n+l).a," 

1V0  JTi  eine  reine  Constante  bezeichnet.  Ea  ist  klar,  dass  die 
Werthe  von  C%t  C^j ....  Cn  aus  dem  ealetzt  gewonoeoen  Ausdrucke 
dadurch  hervorgehen ,  dass  man  den  Index  1  nach  und  nach  in 
2, 3,  ....n  verwandelt  Wir  können  daher,  weil  Si^-f-^zzl  ist,  schreiben: 

(47)    C|=iri-— j.e*(i-0.fj,  Ci=Ära-5^.c'(*-'.).eji,.... 

Hierdurch  geht  (34)  über  in : 

d.  h.  weil  die  Summe  der  Wurzeln  {tiy_i^..^tn)==^-'l  sein  muss:' 

(48)        X«  =  ^^  +  i^i,.e^.^  +  irac'*'+.  •  +  ^«.eV, 
QDd  deshalb: 

:  :  !  :  : 
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Die  QestimmiiDg  der  Gonstanten  K  betreffend»  so  sehen  «rir 
ans  den  Reihen»  durch  weiche  unsere  Functionen  X  reprSsentirt 
werden»  dass  jedes  JT  ausser  Xq  fiir  :i:=0  verschwindet  Dera- 
gemSss  erhalten  wj^  aus  (48)»  :rs=0  setzend: 

und,  aus  (49)  gehen  noch  n  —  1  andere  dieser  ähnliche  Beziehun- 
gen durch  dieselbe  Annahme  hervor»  wenn  wir  die  letzte  Gleichung 
fiir  A^  in  (49)  als  entbehrlich  auslassen»  also  dass  wir  haben: 

(80)      <  _i 


Die  Elimination  bei  diesem  System  von  Gleichungen  bewerk* 
stelligen  wir  wieder  ebenso,  wie  bei  (39) ;  nennen  wir  also  die  hier 
einzufahrenden  unbestimmten  Factoren  <yi,<ya>«...<rii-i»  so  fährt 
die  Addition  zu: 

(51)  <+  v-.  +  ifii.O  +  <ri«i.  +  <'a««*  +.••  +  <Jii-i. «!.—*) 

Um  hieraus  Ki  zu  finden»  haben  wir  Rir  die  c  ganz  dieselben 
Bedingungen  zu  stellen»  wie  f^r  die  q  in  (41)»  und  müssen  also 
auch  fSr  die  <r  die  in  (46)  berechneten  Werthe  gelten.  Dann  wird: 

Den  Werth  des  Factors  von  Ki  haben  vrir  schon  frflher  be- 
rechnet m 
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\ 

und  am  den  Werth  des  Factors  von  — rr    su   erniittelo.    dürfen 

wir  nor  1  zu  der  Summe  der  in  (46)  enthaltenen  Werthe  hinzu- 
lügen;  dies  giebt: 

also 

=n  +  l, 
mittin 

1— «1 
Hierdurch  resultirt: 


4.b. 


Dem  analog  wird  sein: 


n+r 


Ä,=  ^jq^j,  *•  -;^. .  -  Ä.- 


Dnrch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  (48)  and  (49)  erhält 
jet£t: 
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Dies  lässt  sich  Jiregen  £0=  1  iind.€»+  ^c=l  ii^  folgende  Form  bfiDgen: 
/(n  +  l).Xo  =  e'ox  +  c^x*  +  e'*'  + ....  +  cV- 

\(n  +  l)Xj  =i   «*♦'  +  7 .  c'>+  -  .  e'a* +....+ - .  ^V, 

\  «0  *i  *»  *" 

(53)   {  :  :  ?  i  : 

j  :  :  :  i  : 

Bezeichnet  man  daher  durch  m  einen  Index,  der  die  Werthe 
0jl,2,:...»  nach  und  nach  annimmt^  sot  vrerden  die  Gleichangen 
(53)  repräsentirt  durch: 

oder  auch: 

(55)  (n  +  l).Jr«  =  V  — .eV. 


Wir  können  den  Ausdruck  in  (12)  noch  dadurch  etwas  umge- 
stalten, dass  wir 

setzen;  dann  wird  der  Factor  von  log  (1  — Cr^)  in  Un  nichts  An- 
deres, als  -^^ri  d.  h.  1,  welches  libereinkommt  mit  j^-  t)es- 
halb  kann  man  schreiben:  / 

(56)  («+  l).t)«=^£^^.log.(l-frar). 

Durch  die  Vergleichung  der  Formeln  (23),  (55)  und  (56)  ge- 
langt man  daher  zu  dem  Satze: 

Stellt  F(j:)  eine  der  Functionen  log  (t— fr),  (l+a:)^ 
und  c*  dar,  und  man  bildet  aus  der  für  F(a:)  geltenden 
Reihe  durch  Ueberepringung  von  je  n  Gliedern  neue 
Reihen,  so  Sind  die  Summen  dieser  Reihen,  wenn  «o» 
«1,  e2,.*'.€«  die  Wurzeln  der  Gleichung  j?"+*  — 1=0  be- 
zeichnen,bestimmt  durch 

(57),        ■■■     f'(^)=;[Ti'2l^-^^'^^' 

80  dass  für  m  nach  und  nach  0,1,2,.«..n  zu  setten  ist. 
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Deber9prfH§un§  einer  AnMU  wm  Giiedem  etc.  63 

Hfttten  ^ir  die  Reiben  \of^i\  +a?)>  (l-*^ir}A«  od«r  e-!"«  m  Grande 
gelegt,  so  w&re  die  Sommenbestiminirog  fKr  die  abgeleiteten  Rei« 
hen  abhängig  gevrorden  von  der  Gleichung: 

l  +  (— l)».ar«+i=0 

und  man  hätte  also  bei  ungeradem  n  wieder  die  Gleichung: 

für  ein  gerades  n  dagegen  die. Gleichung . 
(58)  a:»+i  +  l=0 

auflosen  mfiMien. 


Elimination  von  x  aus  den  für  unsere  Summen 
gefundenen  Gteichungeti, 

Wir  haben  in  den  bisherigen  Entwickeln ngen  n  -f  1  Summen 
als  Functionen  Ton  w  bestimmt ;  die  Elimination  ton  x  zwischer^ 
je  zweien  von  den  Gleichungen,  welche  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  Suromen  und  x  ansdrückcfn,  muss  zu  einer  von  x  unab- 
hängigen Gleichung  zwischen  den  betreffenden  beiden  Summen 
fQhren,  so  dass  im  Ganzen  auf  diese  Weise  n  von  einander  unab- 
hängige Relationen  zwischen  den  jedesmaligen  n-f  1  Summen 
entstehen  werden.  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  diese  Relationen 
festzustellen. 

Durch. die  Gleichung  (57)  wird  folgendes  System  von  Gleichtta*- 
gen  repräsentirt: 

(n  + 1) .  ^a:= F(fo^)  +>(6ia:)  +  F{b^x)  + ....  +  F{Bnx\ 

(n  +  l).f^x^h\z^)  +  ~  F(B^X)  +  ^F(B^x)  f  ....  +h'(€nx). 

(59)  Kn+l) .A»^rä^(^«)  +  ;V(h^)  +  A''(«2«>+....+ A'X*«»*)* 

^  *0  *1  *2  **» 


[(«+!). /«a;=-^F(«o^)  +  A''(^i^)  +  A^(*««)+-+A''(««*)- 

k  *0  *1  ,  *Ä  *ii 

Da  ^=:1  ist,  «0  folgt  hieraus  zuttächst  dunoh  Addition: 
(60)  F(foa:)  =  Fj?=/öa:+/iJt+^aj  +  ....4Aar. 
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64     C.  Heliwig\  Betrachiung  derjenigm  Reihen^  weicke  durch 

i 
Um  auch  ein«  beliebige  der  anderen  Functionen  F  durch  die 

Functionen  /^.darzustellen,  multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung 

in  (59)  mit  »i,  die  dritte  mit  lOs,  u.  s.  f.,  die  letzte  mit  m«,  wo 

<0i9  coa,....  (Os  unbestimmte  Factoren.  bezeichnen.     Durch  Addition 

erhält  man  dann: 

f  F(€oa?) .  tl + r  •  «i  +tri  *  ®«+  —  +r5  *  "«^ 
-|-F(fiar).ll+-.(»i  +r-a -«Ol +  -.+—.(»«)  ' 

+  F(e.a:).{l  +  -.ai  +^- Wa+...-+^- «»> 
\=  (n  +  1) .  l/o^  +  «1,.  Aa?  +  »2  •  /i«^  +  ••••  +  «« •  /""J«^!- 

Will  man  hieraus  z.  B.  F(fiar)  finden,  so  geschieht  dies  durch 
die  Annahme:  ^ 

I        1  1  1  ' 

(62)  )l+^«i+^».+...4^».=0' 

:  :  ! 

•  a  • 

5  :  : 

Hierdurch    zeigen   sich    oO],  on^,....!»»   als   CoefBcienten    der 
Gleichung:    ' 

(63)  £"+©i.€»-i  +  iöa.««-"*+-+»«-i-«  +  ««=0 
an,  wenn  diese  zu  Wurzeln  £o*  %»  es*-"^»  ^^^*    ^'^  setzen: 

(64)  Q=(5-«o).(«-%).(«-f3)....(«-««.), 

woraus  in  Verbindung  mit  früheren  Bestimmungen  hervorgeht: 

:ö:^p.(«^«o)=p(«-i). 

Nach  (45)  aber  ist: 

dies  multiplicirt  mit  e— 1  giebt:- 
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woraus  man  in  Berflcksichtigang  von  (46)  scUiesst:  ,..1,0 

(65)  Q=e»+e,,c«-i+5ia;V»t-«4.....+jj«-«.i«+jj«-i.«+iiK 
Die  V«rgl«ichnng  dieses  Aasdrocks  mit  (63)  lehrt,  dass  man  bat : 

r 

und  nan  ergiebt  sich  ans' (61):  "    ' 

=(«  +  l)..{/o^  f  ^i|*A^+«;a^-/«a?+...v+fl?«./wrl- 

Um  hierin  den  Factor  von  F(£.a;)»— -  zu  berechnen«  darfma« 
aar  In  (66)  s=^Si  s^en^  er | ergiebt, siph,  als: 

(n  +  l).€4«,  .        ^j    I, 

und  es  wird  folglieh: 

»  ■  ■- .  \i 

Im;  I 

Hieraas  lässt  sicji  schon  schliessen,  dass  pnan»  wenn  durch 
i  ein  beliebiger  index  zwischen  1  woA  toiiezeichnet  wird,  haben^ÜBS : 

oder  ',...■-../,•_, 

(66)  F{m)^'y,f,frx. 

f.  ,  .  .      r,f=  0  ... 

während  (60)  sich  schreiben  iSsst: 

(67)  F{a>)i=^y  frx.  !•■  T; 

r=  0 

Für  die  Loearitninenrunetion  ist 

F(firi?)  =p  logjf  1  —  ci\r)  und  F{x)  ^s  log  (1  —  x). 

Statt  der  in  (66)  stehenden  Summe  wollen,  wir  d^s  Zeichen 
S(/<)  und  Rlr  die  in  (67)  enthaltene  S(l)  gebräuclien;  hierdurch 
▼erwandeln  sieh  (66)<und  (67),(iir  ditfsen  Fall  in:  . 

Theil  Wl.  '  5 
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Ijß     C,  HeHvi§^i .SttußVkHtmUrJmOtm  JieiMm pfifft  dureä 

loga - ff)=^S(lii  uttd^log;(l -ad= 5.(0..  \  ^  ,       „ 

d.  h.   weoD  man  von'  dem  Eio^iinifthmen  xir  Expon'MnialgrSsaen 
.übergeht:  /     .-  !    N   j  ,     /    •  •     N, 

1  _«»!  =  ««(»•■) 

oder  •     ■■'■''■■'      ■■    ■  ■    ■•■  "    •■  '■•■■•••■ 

"••  i      1  ,.  'i.!  •;      •'    ,11.1  -  .  .  ■   ■         !.    ••.,'....;  I  ^  '-.'iU 

.  1— «=6»« 

oder  :...'•  ,  }  ,'. 

(«9)  ar  =  l— ««O.  •. 

Dem  analog  ist  bei  derBinoÄiiaifunction:   .^ 

1  1 

l  +  eirzsiStödl?^  und  l4:x:={S(!k)V,  ' 

d.h. 

(70)  e«a;  =  {iS(6rf)|/«-l 

and 

;<(71):    ".'    :.'    i-     ••  OT x&<  S(*) }Ä*-r- 1.      •    .  .   . 

Bei  dct  £zponential{i^ni&tii>«  endHdiihatMiiaai  i 

e'iF=S(ei)  und  e*=S(e), 

(72)  Bix^\ogS(ei) 
und 

(73)  .^=^JogÄ(«). 

Nun  findet,  wenn  t  Wertbe.  zwjscben  1  und  n  annimmt,  die 
Gleicbang  Statt: 

und, aus, den  beiden  Reihen:  :         %    . 
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V^ö^sprtkff^gHner  JÜMM^^^miMttUfttt ^A\  -^      >i^ 


• 


und  ^ 

lässt  sich  durch  Mult(plication{,^f)r  |aft«r.  einander  stehenden  Glie- 
der nnd  nachherige  Addition  hilden: 

Ahmt  man  die  Bildun^sweise  dieses  Ausdrucks  mit  den  in 
(68),  (69),  (70),  (71),  (72),  (73)  «Gehenden  Summen  nach,  so  erhSit 
man  Gleichungen, 'wMche, nur  ^inmeh  Tm^krer  Reihen  enthalten 
und  ven  x  frei  sind.  Diese  von  as  freien  Gleichungen  werden 
repräseDtirfr--''    ^        '•  »  ^•"  •  »  ^'''''    '   "  "'       '^ '- 

bei  der  Ml^garithmenfunction  , durch :    ,        ,         ^ 

(74)  V  *(l-«r«('))«+(l-e5(i))«-i.(l-««W)' 

bei  der  Binomialfunction  durch: 

(75)  (S(6i)^- 1)«+  (Ä(A)^- 1)«- ' .  (5(6/)  - 1) 

+  (5(6)/^-l)— «.(Ä(60-lf+....  +  (S(6)/^-l).('5(6.)'^-l)— *. 
+  (S(6.)^-l)«=0; 


nlid''bci**iifev  BlIii^InötoflalfonfciiöÄ  du^^^         '    "'^     ..i    I 
(TB)    log«Ä(6)  +  log"-iÄ(e).logÄ(^f)  +  log«-aS(€;.iog4S(e.)-f  .... 


''^4t^'iiW'1n''dfiWiel^•d^ei  Gle^^^  för   t 'nach'^uncf  na 

r,''2i'3;\...''^,' *ää  efHalt  man  in  jedem  Falle  n  vpn  einarid'er'ün^ 


nath 
unaD- 
häogige,  mit  x  nicht  behaftete  KelatioheW  zwisctiiäri  den  Summen 
der  durch  Ueberspringung  von  je  n  Gliedern  aus  unseren  drei 
iBrandreihen  ^bgeleitken  'Reihen.  ' 


Zas'amHLensteJIimg  der  durch  di?  vo^ri^en  Bestii^imun- 
gen  bedingten  Formeln  für  die  Fälle  n  =  l  und  n=z2. 

Nimmt  man  die  Anzahl  der  zu  überspringenden  Glieder,  d.  h. 
«=;I  an,  so  hat*  man 'die  Gleichung:  i».-^. /.( •  ■...-vi,  w^uly^,  »,..ii 

6* 
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08     C.  Eeiiwiffi  B9trachtBm§  derjenigen  Reikemt  weUhe  durch 

aufzalOsen  und  etblllt  daher  die  Wurzelvrerttie 
tfo^-f  1  und  fi  =  — 1. 

FOr  die  lagafitbmteche  Reiiie  ist  «bo: 

«'o— — 2        4        6  —      *' 

2ro=log(l-a:)  +  log(l+a:)=log  (!-««), 

2ri  =log  (1  — ar)  -  log  (1  +  ^)  =  'ofiTf:!:^- 

Als  Gleichung,  fcodnrch  Tq  nnd  V]  verbanden  sind,  ^rgtebt 
sich,  da  iSCO^Oq+Vi  und  5(^)s=vo— vi  gemSss  (67)  and  (66) 
ist,  aus  (74): 

(l-e».4-»i)+(l--«»o-«'0=0 

oder 


(77)  e»o.|«».  +  i-j=S 


Führt  man  in  diese  Gleichung  die  hyperbolischen  Cosioas 
und  Sinus  ein,  so  ISsst  sie  sich  schreiben: 

(78)    (Co8rü+Sinro).Cost?4=l  oder  Cosr|=Co89o*Sineo. 

Die  obigen  Reihen  fOr  Vq  und  Vi  besitzen  in  allen  Gliedern 
einerlei  Zeichen ;  bezeichnet  man  die  ihnen  entsprechenden  Reihen 
mit  abvrecbseihden  Zeichen  durch: 

-_       af*     s^     x^ 

^*  .  ^*       . 
Fi=ar  — -2-+-g — etc.; 

so  hat  man  offenbar : 

Fo=ro[«=Ä.y^]  und  ri  =  V^=T.t^,[a:=a:  V^  ^ 

und  umgekehrt, 

und  erhilt  demgemSss: 
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2  Fo =lolK  (1  —X  V^iJ)+hga+.a!V^}=^  loga + a^» 
2  ri=V^.log(l-irV^~  V^=T.log(l.+«  V^T) 

« 
«o  wie:  ™  .  ,  , 

(79)  •    €^o.{.r..^i  +  — LJ=2, 

eine  Gfeichung»  die  sich  darcb  Einfiabrong   der  byperbolLscheD 
und  trigonoinetriscIieD  Fanetioneli  veiswandejt :  i|k: 

(80)  cos  Fl. (Cos  Fo  +  Sin  Fo)==l  oder  cos  F|  =  Cos  Fq-Sid  F^. 

Die  obensteheiide  Reihe  <äV  Fü  Ist  dick  bekannte  Rei^e  ßr 
arctg  X  und  es  ist  also: 

(81)  log(l+al^==log(l+^V'^+log(l-^V^) 
und 

(88)  2. V"^=T.arctga:==log(l  +  arV^;^)--log(l-a?V"^^). 

Hieraus  folgt  durch  Addition  und  Subtracfioo: 

log(l+«V^^=n:)=log(l+a?«)i+V^=T.arctga?      .  * 

und 

log(l— ar  V'irT)==log(l  +  Ä*)4--Virr.arctga? 
oder;  wenn  man  zi^  Exponeotialfunctionen  fibergebt: 
(83)  (l^^ÄV^=T?sVT+i«.61^^••^^)8' 

und 

(84).        i-«v"— r=vT+i?.«-i^i«"«8X 

Bezeichnet  mati  dem  Obigen  analog 

loS(l+^)— log(l— ar)  durch  2*Arctga:, 
so  eriiält  man  den  letzten  Formeln  entsprechepd : 

und 
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80  wie  wegen  (76):         \ 

iog(>fo + *i)+iog(-x;,- jri)=o 

oder 

(91)         (2i+j:,MJc,.^jr,)==io«-j:t«^^^^    '  "'"' 

eine  Gleicliungy  welche  die  bekannte  ÖezienuDg'  Cos^j;— Sin^jr 
=  1 


Die  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  sind  .hier: 


'•\  t    -  ;  V  -    • . ,  •    f 


I  - 


Reihen,  deren  Summen  respective   durch  den  trigonomeCri«olM» 
Cosinus  und  Sinus  beseichnet  werben.    Man  hat  daliel  weiter: 


und    .  •  '"  • '      ,•'• 

and  '■  V- 

(92)  ^*o  +  y^.,*i), (*o - ^ftj  .«i)= V  +  »1«=?^, 

eine  Gleichnng,  welche  die  bekannte  Relation  Gos*d;-f  sin'x^I 
enthält.  •!...,' 


r 

Setzt  man  die  Anzahl  der'  in'  der  Grundreihe  zu  übersprin- 
genden .Glieder  oder  J^=%  so  hat  man  die  Wurzeln  der  Gleichnng 

zu  bestimmen;  sie  sind: 


Digitized  by  VjiOOQIC 


U$9€npfHtfM§  Mimt  ätititM'B0t^  ^Hcdltfft  €iti\'  i9 

■'•-"      •  ■    '••■  '  '  ■  '       ■-'•"■'l  •■ 
aiant  —n  '«!<•   flir.t,  dte  fom  .«+^..V-rl    an,  so  wird  ^ 
ss-^.VZ^nDd  es  ist:    >  ' 


'    '  -  I 

Dito  Mi  de^l^g/ritbmidciien  ^eihe  fiir  fk±=2'Kle1i'eir|febeDdeD 
Reiben  laaten;     / 

»a — ■  '3""*"B §■""  ^^c*»   ^1=— iP—^ -*■»-— etc.,  / 

j.  \\\ 

•T*       ^*       ^         *     , 

nd  man  hat  i)lr  aie: 

=log(l-a:)  +  l9g(l  +  a:+a:«) 
oder 

3raÄlog(l^Ä«X   : 

3t^=loga -«) +^-log(l-e|a:) +^.Iog(l^iW?) 

=log(t--a:)+ii.Iög(l  — fiaO  +  ii.log(l-«^J, 

I 

J  3eics1og(l-^jp)4-  ;^-iefr (l^»i4;)  -|-r2*'log(i^C|te) 
=Iog(l -.a?)+ei.lüg(l-^  ^jr) +«a.Iog(l— «,^),/ 

Wegen  der  kirt«  verher  flir  «j  und  t ,  'ih^tgMtelMen  Wertbe 
ut  aber:  ,' 

^.log(l-»ja;)  +  ej.log(I— ^ 
=:o.log(l +«+««)— 2/J.  arctgj^^. 
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^  M     C.  Heltii^0efygeiNtckiUk^^4$9iiifa9^  MMot^  mM»  \durck 
«ilog(l  — ei^)+€a.log(l  — «»a:) 

wodurch  man  mittelst  Einsetzung  denWerthe  von  o  nnd  jS  findet: 

und 

3«,=loga-^)  -gfegO  +  a:  +  ««)  +  Vl.arctg-^q:^ 

Die  von  a:  freien  6leichungen  heissen : 

(1  — e^o+^i+p*)«  +  (1  —  6«'«+«'<+«'0 .  (1  —  e«'o+«i*i+«»».) 

und       ^,^^-   i.v.i.      I  ...,'.. -l...  >(.   ^-1-  .•!.-- l-^ol      ,•  * 

SiAitfttlH#indn  un4  dt^idirt  «Mapn  ^urch  ie«  üwj^denen 
gemeinschaftlichen  Factor,  was  angehV,  sofern  nicht  Vi:=zv^  ist, 
so  fährt  diei^'zu:*'        -'  '     ^  «^      '    '• '^   •    '     '       '   *^  ' 

Die  Addition  und  Berücksichtigung  der  letzten  Gl^'fcVuh'^ 
giebt  hierauf:       i  ;.  -    i       i. ,    !       ,^     i       J     • 

Quadrirt  man  ferner  die  vorige  Gleichung,  nachdem  man  ihr 
erstes  pf rentJiQtisches  .|S|ied  auf  die  andere  Seite  geschafft,  und 
subtrahirt  die  letzte  davon,  so'etfo^t:    i,  :      j  h   .  |.  , 


i-ung 


Fahrt  man  hierin  dlie   angezeigte  ]\fuitiplicalion  und  Quadrl- 
'  aus  und  berficksicbttgt  die  'vorhergehenden^ Kelaiionen,  so  ist: 
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deneoy  Relatioa  die  Form: 

Durch  Einföhrang  der  Werthe  f8r  Cj  und  i%  und  einlache  fil)^ 
diictionen  gewinnt  man  hieraus: 

aod  man  erhält  folglich:  ^-     ^^  /      v    •    .     j 

Di«  Reihen  mit  abwecbseli^en  Zeichen  lauten:, 

Fo?=-3 --g  +  ^— etc.,  Fi  =  a;— -j +y— etc., 

■'-■••:'•>      a:"'     «»     a« 

ra=s^  2^+-ß-g^+etc., 

so  dasir      1   t  .    •"    I  •    ■      ■•'!.•  i  I  ••  i         -     ■.•  I  i-  I  .  ' 

und  umgekehrt. 
Daher  wird:  , 

3n=log^^_^^^-V3.arctg-_-^>  ^^ 

Was  die  voq  ^  fff^ien.,  Relationen  '  zwischen  Vq,  Vi  und  F^ 
betrifft,  so 'stimmen  dieselben  mit  (93)  iiiM!(94)^vtfllEommen  fiber- 
eia  und  mafi  bsit  tnÜT  V^^  fRt  ivj^  V^t  tut  vi  und  F«  för  Oi  zu  setzen. 
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76 '    C.  Bellwi§i  B$it(tcMm§  äirjeni§€m  JtMat,  W€Uke  durek 

Ana  den  ▼oratebeiMi  beiiaDdeileo  FftUea  kaos  man  schon  das 
Verfahren  abnehmen,  welches  in  den  übrigen  angewendet  werden 
mvLSS,  und  läsa^en  i^ir  deshalb  not  noch  die  Formehi'flir  die  atis 
der  Binöinial--  und  Exponentiairclihe  im  Fall  n=i  entstehenden 
Reihen  ohne  weitere  specielle  Berechnong  hierunter  folgen.' 

FCr  die  ersteren.  hat  man :        ,  '     . 

3jo=(l+a:)A*+(l  +  fi*y.  +  (l  +  i,a:y, 

3fi  =  (l+a:)/'+ij.(l+eia:y*+fi.(l+^y. 

odfr    ■••••••'   ^ 

3jo==^(l+aOA»+2(l-*+ar»)^cosO*.arctg|^'    ^ 
3i|==(l+«)^-(l-«+a:«)«{co8(fi.arct^^-.V'3.sln(p.arct^^ 


ai^==(l+:r)M-^l^^+a^«.|cos(fi.arctgJ~J+V^terfkarctg2^^ 

t(i6+*i  +  iiJ^^  l)* +.((%  + *i +«»)^- II  .Kfo.+ «^ 

1  1  1         » 

Ki6+*i+««)^-»l*+K*Q+*i+%)^--l|-Ki6  +  «a.*i+«i-H)'^--Il 

1 

oder: 

(«6)    3.(i6  +  *i  +  «»)S  +  l(i6*+*i*  +  *»*)-('6-'it«o:.%+*i-^J'^ 

a 

und 
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Für  Ae  Ezponentialreibe  endlich  wird : 

_*        arV~5 
3 A;=e» +  €•'•*+«**•«  =  «»+ 58. e  «.cm— ^' 

3i;=e«  +  f,.«»-»+i6».e'«-*  =  «*— e  «^co«— j— +V3.«ii— g- 1. 

u^(ji+jft+jiy  +iog(i;,+ar4+^.iog(^o+«i.^i+%-^ 

leg>(i;-|- JT,  + 1;)+  log(Jf„+^i  +1»)  .log  (A;+^.  Ji  +»| .  Jtil) 

+iog«(ji;+«*.Ji+»,..x,)=o 

oder: 

(97)  Ji»  +  V+Ji»-3^J,li=l 

md 

(98)  l<>g(-X;r  +  J^i+^=y=^arctg2^^j.^^ 

Die  im  Vorigen  niitgeCh eilten  Etihdckeimigett  teigea,  dass  im 
Fall  II  ==1  die  betreffenden  Fnoctionen,  weichte  dieiSominen  der 
aas  einer  G^nifreiiie  abgeleiteten  beiden  Reihen  eusdt Orlien»  dereb 
eine  eiiuBige  Gleicbung  mit  einander  verbunden  sind;,  diene  Glei- 
cbang,  welcbe  wir  uneer^ndrei  Reiben  eetepMcbend  Sn  (78)  an4 
^,  (88)  nnd  (90),  (91)  und  (92)  vorfinden,  läast  eidi,  die  jedeä- 
Bali^M  in  ibr  entbnlteneii  Functionen  ale  Coordinaten  betratbtet, 
als  Gleicbong  einer  ebenen  Citrve  ansehen,  die  aleo  denZusam- 
neobang  dieser  Functionen  geometrisch  darstellt  lo  dersetbeft 
Weise  hesen  sieb  die  Gieichnngen  (93)  nnd  (94),  (9S)  und  (96), 
(97)  nnd  (98)  als  Gleichungen  von  OberMcfaen  auffassen,  von  denen 
je  zwei  zusammengehören  und  eine  Curve  im  Räume  liefern»  welche 
dann  ^^n  Zusammenbang  der  jedesmaligen  drei  zusammengehöri- 
gen Fonctionen  in  geometrischem  Bilde  darlegt 
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9b  J^-  Arndirireder  i»e^edn»ergin»  detunmMekmFr^däl^ 

miiikin  weh  ilerdurefc  tbräi'  RdMt^^beiyeilzteii  Mtfel^tiirifi'^schen 

.   '     *     ■  ti*  "   ■      '  *'     '    ■* '  •  ■'   '  ^.1  ..I'     •. 

Reihe  log (1  +  ")^ |  ^^Su'' ^^  ^  *^*^  ®'"®  unbekÄünte  Punktion 

TOD  IC  i«t,  aber  zwischen  0  und  1.  liegt.   In.dieeerljlieichtiiigkum 

man  ffkr  u  ancc.  ffn/ffn^-i.  tin+a  etc.    setzen.,    da  die  Funktion 

,    »..•  '  .^    -it  •    '    ••    -         n     ....   -,.1 

log(l 4^kt)  mit  ihrer..  AbieiäiB».  ^4"^   •ieüg  tat  too«  tisQ  bta 

«^tf«  ö^er  bts  ti==:tiQ^i  etd/  Hk^ac^  '   -   '  ■'" 

(aj        löga+«-)+.log(l+*«li+i)  +  ...:+I«g<l  +w«+«^i)   '  ■ 

vro  9« 9  ^»fi,  •••.  9ii-ff»--i  slmmtlich  »wischen  0  nnd  1  liegen. 
Wird  niin  ««  unendlich  klein»    indem  n  nnendlieh.  gross  wM/so 

nfihert  sich  r-r^ —  ^^^  Einheit,  also  kantt  man  sich  m  so  gross 

genommen  .denken,  dass  dieser  ^n^;|i»  indem  i^  ferner  ^wächst, 
immerwährend  kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte^  endliche  6r5sse, 
nd^r  auch  ifnmenv&hn^nd  ,eine  positiye^  Ton  Null  verseif deoe 
Gr{is«e  fib(}rsteigt»    Mach  I^emuMt  1«  uqd  II.  wird,  folglich  die  Reihe 

glefebaettig' mit  der  Reihe  ti«^  Un^U'^um^^  eii.  convergebt  odcv*  di« 
vergeÄt  sein.  ^  Wird  Un  dagegen  nicht  unendlich  klein,  sotann 

auch   der,  Brnch   *^^  •  = p  nicht  unendlich  klein  werden» 

•• .  .-^     •       •"  •  ®'^+s;  •         '  •  •. 

also  Ueibt  das  Torhergehende  Resoltat  auch  /Kr  diesen  PaH  richtig. 

Die  Gleichung  (a)  (lihrt  daher  zu  folgenden  Sätzen: 

Saix.h  Wenn  die  Reihe  Ui  «t%»  tTgetc^  Uujteü.Qlieder 
mit  gleichen  Vorzeichen  enthält  und  contefget^t  Ist» 
so  convergirt  das  Produkt  P ^ (l  +  Ui) (1  +  u%) {l  +  u^)  etc. 
g^egen'eine  endliche,  von  Null  verschiedene  GVehz4. 

Satz  2.  Wenn  die  Reihe  u^,  u^^  u^,  et^.  lauter  Glie- 
der mit  gleichen  Vorzeichen  enthält  und  divef^gcti^t 
ist,  80  wird  das  unendliche  Produkt  PzsJiCD  oder  Null» 
jenachdem  die  Glieder  positiv  oder  negativ  sind. 

Dteae  beiden:  Sätze  geUea-^.  wie  leidit  zu  «eben,,  audi  dann 
itoehy.iiMi  iiä  Cilieder.  der  Reihe  i^,  «s»H|».e(c:  is^mri  iich|t;V3on 
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Anfang  an  einerlei  Zeichen  haben,' sieb  aber  doch  ein  Endlicher 
Werth  V  von  n  angeben  läset,  so  dass  le»  von  n=:v  bis  n=Go 
sein  Zeichen  nicht  ändert. 

Wenn  aber  die  Reihe  nicht  so  beschafifen  ist,  dass  ihre  Glieder 
zuletzt  dasselbe  Vorzeichen  bekommen,  so.  flnden  die  Lemmata  I. 
und  II.  auf  die  Gleichung  (a)  nicht  mehr  Anwendung,  und  man 
muss  ein  Glied  der  Maclaurin'scheD  Reihe  hinzunehmen.  Es 
kann  nämlich  auch  gesetzt  werden: 

(b)  log  P«  =  tt«  +  ttji+l  + ....  +  Un^m^X 

wo  {l+tt«)(l  +  tti,-fl)....(l  +  f««!fTO-l)==/*m. 

Bezeichnen  wir  die  Stimmen 

/  «n+Wn+1+....  +  ttn+m-l  durch    Sm, 

«»^  +  Wn+1*+.... +  «n+m-l*  durch  tm. 


durch 'T« 


Da  alle  S  zwischen  0  und  1  liegen,  die  Gliedtir  von  tm  sämmt- 
lieh  positiv  sind,  so  folgt,  wie  vorher,  nach  Lemma  I.  und  IL, 
dass,  indem  m  in's  Unendliche  wächst,  die  Summen  tmy  Tm  ent- 
weder zugleich  gegen  endliche  Grenzen  conyergiren  oder  zugleich 
unendlich  gross  werden.  Die  Summe  «mHcann  aber  convergiren 
(d.  h.  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähern),  oder  diver- 
giren  (d.  h.  an  din  Werth  +oo  oder  — oo  streben),  oder  oscilli- 
ren  *)  (d.  h.  sich  gar  keiner  endlichen  oder  unendlichen  Grenze 
nähern). 

Aus  dem  blossen  Anblick  der  Gleichung  zieht  man  nun  fol- 
gende Schlüsse: 

Satz  3.  Wenn  die  Summen  Smy  im  gegen  endliche 
Werthe  convergiren,  so  nähert  sich  das  Produkt  Pm 
einer  endlichen,  von  ^ull   verschiedenen  Grenze. 

.  Satz  4.  Wqnu  Sm  gegen  einen  endlichen  Werth  con- 
vergirt,  tm  unendlich  gross  wird,  so  nähert  sich  Pm 
der  Grenze  Mull.    . 


•)  Biesen  Begriff  hat  Stern  eingeführt  (Crellc's  Journal  Bd.  37), 
wo  dieser  verdiente  Mathemaliker  die  Theorie  der  Convergenz  der  Ket- 
tei^bröche  mit  positiven  Gliedern  erledigt. 
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Satz  6.  Wenn' sm  gegen  die  Grjßnze  — od  geht,  so 
pähert  sich  Pm  der  Null. 

Satz  6.  WenD  Sm  gegen  die  Grenze  +(»  geht»  aber 
tm  gegen  eine  endliche  Grenze,  so  geht  Pm  an  die 
GroDze  +oo. 

Satz  7.  Wenn  Sm  osciilirt,  tm  gegen  eine  endliche 
Grenze  geht,  so  wird  Pm  oscilliren. 

Satz  8.  WcDD  Sm  oscillirty  ohne  eine  bestimmte  end- 
liche Grosse  za  übersteigen,  tm  an  die  Grenze  +cx> 
geht,  so  nähert  sich  Pm  der  Null. 

Beispiel  zu  Satz  ?•    Die  Reihe 

1.1.1.11      1_1_1_1_1     1     1_1  .  1  ,    , 
i^i^A^i     9     9     9     9     9     9     Ö^'Ö     9"'"16+®**^- 

wo  die  Glieder  von  der  Form  ±  ( —  j  ,  und  wo  jedes  Glied  so  oUt 
mit  demselben  Zeichen  vorkommt,  als  sein  Nenner  anzeigt,  oscil- 
lirt  zwischen  0  und  1,    die  Reilie    der   Quadrate   4(2)  +^(9) 

<1\*  111 

jgl  +  etc.  =  2+ö  +  fg  +  ®*<^'  ist  convergent,  folglich 

''=('^l)'0-ö'('4)'"04)"04)"- 

.  ein  oscillirendea  Produkt.    Dm  sieh  von  dem  Gaag  dieser  Funk- 
tion ein  Bild  zu  entwerfen,   dient  folgende   Betrachtung.     Setzen 
wir  P^^^PiPoPiP^b  ete.  und  schielten  folgende  Bemerkung  voraus. 
Nach  der  Mac  lau  rin 'sehen  Reihe  findet  sich 


m4: — 

'-K-;^)"=-Kds)'-K-^)-«'- 

^     *m  +  l  -^m  ^    ■  m+l 

daher 

wo  die  Vorzeichen  sich  auf  einander  beziehen.    Ferner  ist 

Digitizedby  Google 


eMte»rMeM-tmemit€riUeC«merfgn%geieii»tr«neiullieäer Beiken.  S3 
wie  ieiclit  ta  eraehen ,  daher 

••••('*<-^.r'>-'; 

Die  Blaxima  des  Produkts  P,  nfimlich  pi^  PiPtPs»  PiP^P^P^^^^- 
werden  bieruacb  foitwähresd  kleiner,  da  p^p^  <  1^  p^p^  <  1»  u.  s.  w., 
ebenso  iverd^n  die  Miairaa  pip^s  PiPtPBP4,*  PiP^P^P^P^P^  «tc. 
(•rlwährefiid  Ueiner,  d»  p^p^<^l,  psP6<,i>  u.  s.  ir.;  da  eodlich 
Fs  P4P5  -'  •  •  F9r+i  ^  \»  ^'^0  Pi  Pf  Ps  ••••  psr^  1  >  fiPs  •  SO  fibertr UTt 
jedes  Maximum  4«s  ^usste  Minimam.  Hieraus  isl  ersichfiicb^  dass 
Pm  sich  keiner  bestimmteo  Grenze  nabert 

Beispiel  zu  Satz  8.    Die  Reihe 

I.l     1     1     1,111.1       ^ 

wo  die  Glieder  von  der  Form  Jr—,  und  wo  jedes  Glied  so  oß  mit 
deroselbeD  Zeichen  vorkonnt,  als  sein  Nenrier  anzeigt,  oscillirt 
zwischen  Oundl^  während  die  Reibe  der  Quadrate  ^(ö)  "l'^V^) 


©«  111 

+  etc.=:ö  +  ß+ T  +  etc.  divergent   ist,    folglich  hat   das 

Produkt 

=©'a)'(D'ö'a)*©'- 


nniodliche  Produkt 

P 
den  Weith  Null. 


*)  Alle  in  dieser  Abhandlung  angewandten  Logarithmen  «ind  hjper- 
boliaohe. 

6* 
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In  der  That,  hier  ist  P^  ^11  rt'-  =  (1  r- J)(l-g)(l-5)(l-g).•.. 
....(l-^2-^^)=:0  für  TOi=oo  (Satz  2),  ferner 

wo  e  die  Basid  des  hyperbolischen  Logarithmensystems  bedeutet. 

Betrachten  wir  in  der  unendlichen  Reihe  Ui,  U29  u^,  u^,  «tc. 
die  Summen  der  positiven  und  negativen  Glieder  jede  für  sich, 
so  lässt  sich  noch  ein  Schritt  weiter  gehen.  Bezeichnen  wir  in 
Ui-\-U2+  '»"  +  un=9n  die  Summe  der  positiven  Glieder  mit  g,  die 
der  negativen  mit  c,  so  dass  Sn=Q — fS,  <  so  folgt  nach  Satz  1.  und  2., 
dass  das  Produkt  Pm  ^gegen  eine  endliche,  von  Null  verschiedene 
Grosse  convergirt,  wenn  q  und  6  sich  bestimmten  endlichen  Gren- 
zen nähern,  gegen  Null,  wenn  q  an  einen  endlichen  Werth  geht, 
und  G-=:  +  (x>  wird.  Diese  Resultate  folgen  indessen  schon  aus 
den  Sätzen  3.  und  5.  Wenn  aber  die  Reihe  der  positiven  Glieder 
divergent,  die  der  negativen  convergent,  die  Reihe  der  Quadrate 
der  Glieder  divergent  ist,  so  sieht  man,  dass  Pm  an  die  Grenze 
-f  00  ruckt,  und  dies  Resultat  lässt  sich  aus  den  obigen  Sätzen 
noch  nicht  ableiten,  da  hier  die  im  Vorhergehenden  mit  Sm»  tm  be« 
zeichneten  Grössen  zugleich  +00  werden.    Also 

Satz  9.  Das  unendliche  Produkt  (l+Ui)(l+U2)(l+u^) 
etc.  rückt  an  die  Grenze  +00,  wenn  ^ie  Reihe  der  po- 
sitiven u  divergent,  die  der  negativen  u  convergent  ist. 

Von  allen  möglichen  Fällen,  bleibt  demnach  unsern  bisherigen 
Betrachtungen  zufolge  nur  derjenige  zweifelhaft,  wo  die  Reihe  der 
positiven  u  sowohl,  als  die  Reihe  der  negativen  u  divergent  ist, 
die  Reihe  der  Quadrate  der  Glieder  ebenfalls  divergirt,  und  da- 
bei die  Summe  Mi+M2  +  tt3  +  -—  entweder  +00  wird  oder  so  os- 
cillirt,  dass  sie  nicht  fortwährend  kleiner  bleibt  als  eine  end- 
liche Grosse. 

Beispiel  1.    Die  Summe  Vcj  — 2"'"'^3  "'3  +  '*^4""4  +  '^ö 

—  =  etc.  wird  unendlich  gross,  denn  V >—  für  n>4,    wie 

o  n      n      n 

leicht  erhellt,  also  die  obige  Summe  von  Vi  an  >•  J+5+6+  c*c. 

Die  Reihe  der  Quadrate    2'**4"^ä^9  "^  ®*^*   *^^^   ebenfalls    diver- 
gent   Das  Produkt 
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(l+V^)(l-^(l+v|)a-3)a+vJ)(l-i)  etc. 

hon  also  Bach  den  .  obigen  Kennzeichen  nicht  geprüft  werden. 
Dass  es  unendlich  gross  wird/  lässt  sich  auf  folgende  Art  nach- 
Tf  eisen. 

Setzen  wir  (1  +  V  j)  (1  +  V  g)-.  0  +  V^)=/^,  so  findet  sich 

idcbt  P2.=(i+ v|)(i+ Vg;/^. j:J:i.    Nun  ist  V ^  - ^  >  ^» 

durch  Multiplication  und  Heben  P'  >  ^(n  +  2)(n  +  S)^  also 

/^*.>(1+V2)(1  +  V3).-2ÖM^2Ö'^ 

der  Brach 

..  .6 

wird  unendlich  gross  mit  n,  folglich  auch  P^n* 
Beispiel  2.    Von  den  drei  Produkten 

(l  +  l)a-4)(l  +  l)(l-i)(l  +  l)(l-i)  etc., 

(i+i)a-i)(i+2)(i-i)a+3)a-i)  etc., 

-  (l  +  l)(l--i)(J+l)(l-})(l  +  l)(l-{)etc. 
oseUlirt  das  erste,   das  zweite  wird  +(X>,   das  dritte  Null. 

Beispiel  3.    Die  Reihe  t 

1     1.1.1     1_1.  1.1.1     1     1_1    , 
2-2^2^3    2    3+2'*'3'*'4     2     3     4  ®'^* 

deren  Bildungsgesetz  leicht  erhellt,  oscillirt*  zwischen  0  und  +(X>, 
während  die  Reibe  der  Quadrate  divergirt;  das  Produkt 

3   134123451233456 
^  —  2'2*2'3'2'3'2*.3'4'2*3  4*23*4'5  ®^^* 

conyergirt  gegen  Null,  was  sich  auf  folgende  Art  zeigen  lässt: 
DieMaxima  sindl+J,  1+|^,  (1+^)  (I-^^),  (l+^)(l-J)(l-|),etc., 
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12      3 

sie  converglren  gegen  die  Roll»  ^&  g^  o  '  Yq»-"  ^'"^ ^^^^'''^^^^ 

Reihe  ist  (Satz  2.),   foigiich  nähert  sich  P  ebeofalls  der  Mull. 

Setzen  wir  jetzt  die  Maclaurin'scbe  Reihe  noch  weiter  fort, 
60  ist 

folglich,  wenn  wir  die  Glosse 


•g**«  TS*»"  "~""  +  2r^r 


««-  ör««»+ö«h»-....  +  grri  «-^-* 


mit    Un^  r  bezeichnen, 

(c)         log  Pm=  ün.  r  +  I7i,+i.  r  +  ün+«,  r  +  ...^+  ün-fw-1,  r 

wo  alle  Q  zwischen  0  und  1   liegen.    Bezeichnen  wir   nun   hier 
die  Summen  * 

t7n,r+   Dii+l, r +....+ D«+m-^,r    mit  «m» 
W»^  +  M«i44^  +  ....  +  Mn+m-l^  mit    fc», 

•  80  hat  man  wiederum  sechs  Sätze,  welche  ebens-o  laa- 
ten  werden  wie  die  Sätze  3,  bis  8.,  und  der  zweifelhafte 
Fall  wird  der  sein,  wo  ^  =  -f  od  wird,  fm  entweder  ebenfalls 
-f  OD  wird  oder  oscillirt,  ohne  kleiner  zu  bleiben  als  eine  end- 
liche Grosse. 

Dies  Resultat  hat  insofern  eine  sehr  ausgedehnte  Anwen- 
dung, als  die  unendliche  Reihe  Ui?^,  Mn^-i^'',  Un\^  etc.  (ur  hin- 
länglich grosse  Werthe  von  r  häufig  convergent  sein  wird,  wenn 
auch  die  Reihe  Un^,  Un-f  i^,  Un\^  etc.  eine  divergente  ist,  wo  dann 
die  ßeschafifenheit  des  unendlichen  Produktes  nach  den  obigen 
Kennzeichen  nicht  zweifelhaft  bleiben  kann.  Ist  z.  B.  die  Reihe 
der  u,  wie  in  Beispiel  1,  folgende: 

^2-2+^3-3+^4-4+^5-5  ^*^' 

so  cqnvergirt  die  Reihe  der  Biquadrate 

G)*H-(0'+©"+(0'+-      . 

die  Reihe   ün^ry   I7n-fi,r  etc.  ist  hier 
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«^=Q'-ia)4a)'.''.=i-4a)"4a)" 


Setzt  mao  nan  zur  Abkürzung: 


n      II 

»1^^     »Ih-     a|p- 


? 


+-    +     + 


►-  +h  "tr 


II 

r 

+ 


r 


*• 

t 


+       +       +        I 

M|^       kS|^       M|M       »s|M 


r 

8 

"     » 

» 

"    'a 

+ 

+ 

+ 

+ 

3 

HM       8 

*-     3 

M      3 

1 

1 

1 

1 

80  findet  sich  t 

t7»  —  Fn  +   t7,+i  -  F«+l  +  ....  +  l/n+m-l—  F«+m^l 

Nach  einem  bekannten  Satze  convergiren  o'«,  ö''«,  c("'iii,    in- 
dem iB  unendlich  wird,   g^gen  bestimmte  endliche  Grenzen;    fer- 
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ner  ist  för  w>  4,    (-)*  '^^\j'^^\\  ^^^  ^*'*^  ^'»  unendlich 

gross,  folgiieh  nähert  sich  17«— Fn+t7»+x—  Fn+i +....+ l7»^-»-i 
—  F«+m— 1  der  Grenze  +  oo,  folglich 

(l  +  Vi)(l-4)(l+Vi)(l-J)(l+Vi)(l-i)  etc.  =+00 

(nach  dem  analogen  Satze  6.)> 

Um  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit  dieser  Theorie  zu  be- 
stimmen, kommt  es  auf  die  Beantwortung  der  Frage  an,  ob  es^ 
Reihen  fj,  v^^  «3,^4,  etc.  mit  positiven  Gliedern  und  von 
der  ßeschaffenheit  giebt,  dass  die  R^ihe  ViPfV^fV^ß^etc» 
immer  divergent  ist,  wie  gross /3  genommen  werden 
möge? 

Diese  Frage  muss  in  der  That  mit  „ja*'  beantviwrtet  werden. 

Wird  nämlich  zuerst  Vn  nicht  unendlich  klein ,  so  ist  die  Sache 
vop  selbst  klar.  Wird  Vn  dagegen  unendlich  klein,  so  stelle  ich 
folgendes  Theorem  auf: 

loSTt 

„Wenn  das  Verhältniss  — ^  unendlich , gross  wird, 
indem  n  ins  Unendliche  wächst,  so  ist 

immer  eine,  divergente  Reihe  für  einen  beliebig  gros-' 
sen  Werth  von  ß.  -  Wenn  aber  das  obige  Verbältniss 
kleiner  bleibt  als  eine  endliche  Grosse,  so  kann  man 
ß  so  gross  nehmen,  dass  die  in  Rede  stehende  Reihe 
immer  convergent  ist. 

I.  Unter  der  ersten  Voraussetzung  wird  man  n  so  gross  neh- 
men können,  dass  das  Verhhltniss,  wenn  n  ferner  wächst,  einen 
beliebig  grossen  Werth  h  fortwährend  übersteigt,  daraus  folgt: 

11  1         -  ^ 

log- ~<;^^og»^  —  <«*»    i^nß>n  Ä' 

ß  ß  ß  B  = 

die  Reihe  n-J,  (n  +  l)-Ä,  («  +  2)-*  divergirt  nun  für  7  ^1>   ma» 

kann  aber  n  so  gross  nehmen,    dass   A>j}  ist,    folglich  ist  Vnß, 
Vfi^ii',  etc.  ebenfalls  divergent. 

II.  Unter  der  anderen  Voraussetzung   bleibt  das  Verhältniss 

ß 
kleiner  als  eine  endliche  Grösse  g,    daraus   folgt   VnP  <  we;  di^ 
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ß     '        '  ß  ß        ' 

Reihe  n-^,  («  +  1)""^  etc.  convergirt  nun  für  —  >  1,    nimmt  ,man 

also  ß^g,   so  wird  die  Reihe  Vjtß,   Vn^iß,  etc.  cpn?ergent  sein. 
So  ist  z.  B.  die  Reihe 

(cr-V"Ä«iy,    (o-V73p)^,   (^,-V'/;jT)/J,  (a-V"to5T)i3, 

divergent  fiir  einen  noch  so  grossen  Werth  von  ß.    Denn  hier  ist 

f»  I       JL     Vlogw.Ioga        log« 

welcher  Werth  mit  n  unendlich  gross  wird. 


Auf  Principien^  denen  ähnlich,  welche  im  Vorhergehenden 
angewandt  werden,  beruhen  folgende  Sätze: 

1.  Die  beliebige  Funktion  f(u)  sei  mit  ihren  Ableitungen 
f(u),  f'(n)y....p^''^{u)  stetig  in  der  Nähe  von  tt  =  0  und  ver- 
schwinde mit  denselben  für  u=0,  abch  sei  noch  die  folgende 
Ableitung  f^^(u)  stetig  in  der  Nähe  von  0.  Wenu  alsdann  die 
Reihe 

convergirt,  so  wird 

ebenfalls  eine  coiivergente  Reihe  sein. 

Nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  ist  unter  ilen  getroffenen 
Voraussetzungen,  indem  S  zwischen  ü  und  1  liegt, 

f«2fn 

für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  u,  fpiglich 

nun  nähert  sich  f^ißnUn)  der  Grenze  f^(0),  welche  nicht  oo 
sein  kann,  also  bleibt  diese  Ableitung  zuletzt  immer  kleiner  als 
eine  endliche  Grösse,  also  convergirt  die  Reihe  f(un)»  f{un+i), etc. 
(Lemma  I.) 
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2.  Die  Funktion  f{u)  sei  mit  ihiren  Ableitungen  f  («),  f'{u),.... 
..../•*"»-i(ti)  stetig  in  der  Nähe  von  «  =  0  und  verschwinde  mit 
denselben  für  tt=0,  auch  sei  die  folgende  Ableitung  f^(u)  noch 
stetig  in  der  Nähe  von  Null,  verschwinde  aber  nicht  für 
M=0;  wenn  alsdann  die  Reihe  «i*«,  «a^,  etc.  divergirt,  so  je- 
doch,   dass  un  mit  —  unendlich  klein  wird,  sowird^Ui), 

n 

f(u^3  etc.  ebenfalls  eine  divergente  Reihe  sein. 

Hier  wird  pämlich  die  Ableitung  /^^(SnUm),  indem  n  upend- 
lich  gross,  also  Un  unendlich  klein  wird,  gegen  eine  TonNuU  ver- 
schiedene Grösse  convergiren,  also  zuletzt  immer  das  Vorzeichen 
von  f^^(0)  haben,  woraus  die  Behauptung  nach  Lemma  II.  folgt. 

3.  Die  Funktion  f(ü)  sei  mit  ihren  Ableitungen  f(ü),  /^(t«),... 
.... /^'"(u)  stetig  in  der  Nähe  von  tt=:0  und  verschwinde  mit  den- 
selben für  M  =  0,  auch  sei  noch  die  folgende  Ableitung  f^'^^^ü) 
stetig  in  der  Nähe  von  Null;  wenn  alsdann  Un  von  einem  ge- 
wissen Werth  von  n  an  immer  dasselbe  Zeichen  be- 
hält, und  Äi*™+i,  «la*»^^,  ti3«w+i,....  eine  convergirende  Reibe 
ist,  so  wird  die  folgende  /(u)i,  fiu)^,  etc.  ebenfalls  convergent  sein. 

4.  Die  Funktion  f{n)  sei  mit  Ihren  Ableitungen  f(u),  /^(u),... 
.... /**"•(«)  stetig  in  der  Nähe  von  i«=0  und  verschwinde  mit  den- 
selben ftir  ti=0,  auch  sei  noch  die  folgende  Ableitung  /'*~+Vk) 
stetig  in  der  Nähe  von  Null,  verschwinde  aber  nicht  fflf 
w=:0;  wenn  alsdann  die  Reihe  «i *"»+*,  «2**»+^  etc.  divergent  Ist, 
so  jedoch,   dass  Un  von  einem  gewissen  Werth  von  n  an 

*  1 

immer  dasselbe  Zeichen  behält  und  mit  —      verschwin- 

n 

det,  so  wird, die  Reihe  /(ui),  fXjfh),  etc.  ebenfalls  divergent  sein. 

5.  Nehmen  wir  an,  dass  fiß)  verschwindet  und  setzen  nach 
der  Maclaurln'schen  Reihe: 

nu)=um+^r(0)+.... » i.2...(it>»-i)/^-H0)+i-x:2^/^e«), 

wo  die  Funktion  mit  allen  Ableitungen  in  der  Nähe  von  Null  ste- 
tig sein  muss,   so  kommt 

fM  +  f(Un^i)  +  ....  +  /t««+m-l)  =  Un+  Uf^l  +....+  D^fm-l 

WO  allgemein 

Aus  dieser  Gleichung  wird  man  Resultate  ableiten  können, 
die  den  in  den  Sätzen  3.  bis  8.  ausgesprochenen  analog  sind. 
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VII. 

Directe  Auflösung  des  Rodseisprungs« 

Herrn  Hofrath  Dr.  T.  C lausen 
xa*Dorp8t. 


Den<  Anfang  za  einer  systematischen  Auflösung  der  Aufgabe: 
mit  dem  Springer  auf  dem  Schacbbrette  in  64  Zügen  alle  Felder 
zu  berubren,  und  auf  das  erste  Feld  zurückzukommen,  machte 
bekanntlich  Eul  er  in  den  Berliner  Memoiren  für  1759,  wo  er  eine 
indirecte  Methode  angiebt,  eine  Menge  verschiedener  Auflösungen 
der  Aufgabe  zu  finden.  Ich  bin  auf  eine  besondere  Auflösung  der 
Aufgabe  gekommen,  die,  wie  es  scheint,  so  direct  als  möglich 
zum  Ziele  fuhrt,  und  bei  einer  grossen  Gleichförmigkeit  den  gan- 
zen Gang  auf  einmal  übersehen  lässt. 

Ich  tfaeile  zu  dem  Ende  die  Felder  in  4  kleine  Quadrate  von 
je  16  Feldern;  jedes  dieser  Quadrate  wieder  in  4  Abtheilungen 
von  je  4  Zügen,  die  in  sich  zurückkehrend  sind,  oder  so  gelegen, 
dass  man,  von  einem  beliebigen  Felde  derselben  anfangend,  in  4 
Zügen  über  die  drei  übrigen  Felder  gehen,  und  auf  das  erslere 
Feld  zurückkehren  könne.  Diese  Abtheilungen  zeigen  das  folgende 
Schema,  worin  die  erwähnten  Felder  mit  0  bezeichnet  sind: 


Ol    1     1 

1  > 

1    «1 

|0|      1 

1    «i 

«i 

«1     1 

1     1» 

|0|      1 

|0 

1        |o 

«1     1 

1  1  1« 

0      1 

_1-L 

1     Ol 
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Man  kann  nun  ^ebenfalls  in  16  aufeinanderfolgenden  Zdgen 
über  alle  fibnlichüegenden  Abtheilungen  der  4  Viertel  des  Schach- 
bretts gehen,  und  auf  ein  beliebiges  Ausgangsfeld  zurückkommen, 
wie  man  aus  den  folgenden  Darstellungen  siebt. 


a    1 

«MI 

M 

1  ■ 

1     1 

ä| 

|4 

1 

rt 

16 

1 

121       1 

113 

1» 

I5| 

»'1      , 

1      14 

1      1 

10 

|3| 

|5 

1     1 

4 

1 

6 

2| 

8| 

1 

1       ■'' 

Ift 

l»l 

1     1 

16 

1    1    |to 

141      1 

I2|     h    1 

1     113     1 

_|       lll 

,|, ,,.„., 

TS 

1 

l'l 

|lö| 

|12 

1 

1     |1* 

1 

10,  , 

16      1 

»1 

1     1 

,3 

7 

|2 

8 

1        * 

6 

1 

1 

5 

. 

|10| 

6 

n 

1  1 

T 

• 

1 

9 

5 

lai 

8 

16 

1 

4 

13 

1     1 

1| 

1     l>5 

1. 

3 

1*1     1 

|2 

Es  kommt  jetzt  also  nur  darauf  an»   diese  4  Züge  zu  einem 
einzigen  zu  verbinden,  welches  leicht  auf  folgende  Art  geschieht: 


2|19|58|41|6|2I|54|39 


59|42|  3  |20|55|40|  7  |22 


18{  1  |44{57,24{  5  |38|53 


43|60|17|4|37|56|23|8 


16|31|64|45|l2|25|52i3ö 


61  |46|13|32|49|36|9|2C» 


30|15|48|63|28|il|34|51 


47|62129|14|33|50|27|10 


Es  lassen,  sich  noch  mehr  wiederkehrende  Losungen  durch 
andere  Corobinationen  der  4  Gruppeü  finden;  noch  mehr  aber 
wenn  man  mit  den  Gruppen  zu  je  4  Zügen  wechselt. 
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Tm. 

t 

Ueber  eine  combinatorische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Hofrath  Dr«  T.  Claus en 
ZQ  Dorpat. 


Id  den  englischen  mathematischen  Journalen  findet  sich  eine 
in  neuerer  Zeit  vielfaltig  bearbeitete  Aufgabe :  „  D  i  e  A  n  z  a  h  1  d  e  r 
Verbindungen  zu  je  p  Grössen  zu  finden,  die  man  aus 
n  Grossen  bilden  kann;  so  dass  jede  Verbindung  zu  q 
Grossen,  und  nur  einmal  vorkommt/'  Man  ist  jedoch  von 
der  allgemeinen  Auflösung  der  Aufgabe  sehr  weit  entfernt,  und 
hat  nur  einige  specielle  Fälle  gefunden.  Selbst  von  dem  einfach- 
sten Falle,  wenn  />=3,  g=2  und  n  eine  beliebige  Zahl  ist^  hat 
man  nur  ffir  besondere  Werthe  von  n  die  Auflösung.  Es  ist  schon 
TOD  Dr.  Kirkman  und  Prof.  Steiner  gezeigt  worden,  dass  im 
letzteren  Falle  eine  Auflösung  nur  dann  möglich  sei,  wenn  n  von 
der  Form  6X-f  1  oder  6k -i- 3  ist.  Nun  behauptet  Kirkman  im 
,,PhilosophicaI  Magazine^'  Juli  1862  p.  527,  und  findet  seine 
Meinung  bei  späteren  Untersuchungen  nicht  entkräftet:  dass  eine 
AaOösung  für  n=21  und  33  auch  nicht  möglich  sei.  Es  ist  mir 
aber  gelungen«  durch  ein  indirectes  Verfahren  für  diese  Fälle  Auf- 
lusungen  zu  finden.  Es  sind  nämlich  die  Combinationen,  wenn 
mao  die  Grossen  durqji  Zahlen  bezeichnet,  folgende: 
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n=21. 


1.  4.  5. 
1.  10.  11. 
1.  8.  18. 
1.  6.  13. 
1.  15.  20. 
1.  14.  21. 
1.  3.  T. 
1.  16.  19. 
1.     9.  12. 

1.  2.  IT. 
a    5.    r. 

2.  13.  15. 


1.  14.  15. 
1.  16.  IT. 
1.  24.  25. 
1.  2.  29. 
1.  12.  22. 
1.  13.  19. 
1.  11.  ,18. 
1.  3.  10. 
I.  9.  83. 
1.  8.  30. 
1.  5.  31. 
li  4.  82. 
l.  6.  2T. 
1.  26.  28. 
4.     T.  20. 

1.  21.  23. 
%  '26.  2T. 

2.  21.  32. 
2.  4.  22. 
2.  14.  23. 
2.  6.  30. 
2.  9.  25. 
2.  10.  15. 
2.     T.  16. 


2.  16.  18. 
2.  3.  8. 
2.  9.  19. 
2.  11.  21. 
2.  12.  14. 
2.    4.  20. 

2.  6.  10. 

3.  6.  19. 
3.  5.  9. 
3.  10.  16*. 
3.  12.  15. 
3.  13.  14. 


2.  11.  12. 
2.  19.  20. 
2.  IT.  24. 
2.  13.  33. 
2.  3.  31. 
2.     8.  28. 

2.  5.  18. 

3.  9.  11. 
3.  12.  14. 
3.  16.  18. 
3.  IT.  19. 
3.  20.  22. 
3.  29.  32. 
3.  5,  2T. 
3.  4.  30. 
3.  8.  25. 
3.  15.  33. 
3.  6.  13. 
3.  24.  26. 
3.     T.  23. 

3.  21. '28. 

4.  T.  9. 
4.  10,  12. 
4.  19.  16. 


3.  IT.  18. 
3.     4.  11. 

3.  20.  21. 

4.  8.  12. 
4.  IT.  19. 
4.  13.  21. 
4.  10.  18. 
4.  9.  15. 
4.    T.  14. 

4.  6.  16. 

5.  19.  21. 
5.  13.  16. 


5.  10.  12. 
5.  15.  IT. 
5.  8.  11. 
5.    6.  la 

5.  14.  20. 

6.  8.  20. 
6.  11.  15. 
6.  14.  IT. 
6.  T.  12. 
6.  9.  21. 
T.  f5.  16. 
T.  11.  19. 


n=33. 


4.  15.  18. 
4.  19.  21. 
4.  20.  23. 
4.  11.  2T. 
4.  25.  28. 
4.  8.  IT. 
4.  24.  31. 
4.  5.  6. 
4.  26.  29. 

4.  14.  33. 

5.  8.  12. 
5.  9.  13. 
5.  10.  14. 

5.  11.  16. 

6.  19.  23. 
5.  26.  30. 
5.  24.  32. 
5,  22.  26. 
5.  T.  IT. 
5.  21.  29. 
5.  16.  33. 

5.  20.  28. 

6.  18.  20. 
6.  !»•  17. 


6.  14.  16. 
6.  8.  19. 
6.  9.  12. 
6.  31.  32. 
6.  10.  11. 
6.  24.  29. 
6.  22.  25: 
6.'  T.  28. 
6.  21.  26. 
6.  23.  33. 
T.  2T.  30. 
T.  21.  24. 
T.  12.  15. 
T.  11.  14. 
T.  18.  31. 
T.  8.  23. 
T.  29.  33. 
T.  13.  32. 
T.  25.  26. 
T.  10.  19. 
8.  11.  16. 
8.  14.  18. 
8.  15.  21. 
6.  2T.  33. 


T.  10.  13. 
T.  IT.  21. 
T.  8.  9. 
T.  18.  20. 
8.  13.  19. 
8.  14.  15. 
8.  10.  IT. 

8.  16.  21. 

9.  13.  18. 
9.  U.  IT. 
9.  14.  16. 
9.  10.  20. 


8.  20.  24. 
8.  10.  32. 
8.  13.  31. 
8.     9.  29. 

8.  23.  26. 

9.  28.  3|. 
d.  24.  2T. 
9.  19.  22. 
9.  18.  21. 
9.  14.  20. 
9.  15.  23. 
9.  IT.  32. 
9.  16.  30. 
9.  10.  26. 

10.  27.  29. 
10.  25.  33. 
lO^T.  23. 
10.  18.  24. 
10.  20.  31. 
10.  13.  21. 
10.  16.  28. 

10.  22.  30. 

11.  IT.  221 
11.  25.  %U 


10.  14.  19. 

10.  15.  21. 

11.  13.  20. 
11    12.  16. 

11.  14.  18. 

12.  18.  21. 
12.  13.  IT. 
12.  19.  20. 

15.  18.  19. 

16.  IT.  20. 


11.  24.  33. 
11.  23.  32. 
11.  21.  30. 
11.  19.  28. 
11.  20.  29. 

11.  13.  26, 

12.  16.  21. 
12.  19.  25. 
12.  23.  24. 
12.  IT.  31. 
12.  18.  2T. 
12.  29.  30* 
12.  28.  32. 
12.  26.  83. 

12.  13.  20. 

13.  18.  25. 
13.  30.  98. 
13.  14.  28. 
13.  IT.  2T. 
13.  15.  29. 

13.  22.  24. 

14.  22.  32. 
14.  2t.  31. 
14.  19.  99. 
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14.  25.  ar,  1 

14. 

ir. 

26. 

14. 

d4. 

30. 

15. 

31. 

21. 

15. 

20. 

25. 

15. 

26. 

32. 

15.  24.  28. 
15.  16.  22. 

15.  19.  30. 

16.  19.  24. 

I 

23.  25.  29. 
28.  30.  33. 


16. 

20. 

26.1 

20. 

32.  83.  I 

18. 

30. 

32. 

18. 

23. 

28. 

22.  23. 

31. 

17. 

20. 

30. 

IT.  21.  25. 

20.  21.  2T. 

21.  22.  33. 
16.  23.  2T. 
19.  31.  33. 
16.  29.  31. 


16.  25.  82. 
19.  2T.  32. 
IT.  18.  33. 
IT.  28.  29. 
18.  22.  29. 
18.  19.  26. 


26.  30.  81. 
22.  2T.  28. 


Um  leichter  zu  übersehen,    dass   alle  Verbindungen  zu  je  2 
vorkommen,  habe  ich  folgendes  Verfahren  angewandt.    Jede  Ver*- 
bindung   zu  je   2    ist   von   ^iner    dritten  Grösse  begleitet.     Ich 
schreibe  nun  alle  vorkommenden  Zahlen,  wie  im  nachstehenden 
Quadrate  für  n=21  geschehen: 


»4  nj2a;Ki|t!l|  *>|l7|IBi  ^\h\  2|1H|  X    \\W\  m|   :\\>    Caj2i 
l&j  4:21 1  2|I4|  S|l^.  ti^löj  9|l3|U*jll|   ij    }|l7|Hi|   :  I2t20[  3 


16j  9|  6|17|'ii|  3]U|u1i  2|14[  7|20j  S|Hlfr8|   l]  ^|15Hi»(12|  & 


H]161I7|M>|  ti|  5|20|    1|I3|  4II4|2I|  ^Jltfi;*!  I\  .'^llHiaj  Tlia 


2|    ljlHjM4l5{UiilHH|ll     H    ^i|K^ll2;    üj    t:i<'|l7     ;5|  4|M»i   ? 


|i>!iH|u>;  \\\\:\l  i[t:>;2i[t4|  ^\vl\\{   h\  ^\  ;|ui|2n 


-itljl3j|J|  tl|17|||,'l<i|U|   4J2I1  6|  11[  2;  H*^|   7f  Ti 


2|    \\U\  W 


IJ*MHj    l|l<> 


2l|l2|iar  7j-iO|i;[  4!L,fiiH>^l^|iHj  2?  :ii4|  Wj  i*J  6  "!'<JJ  'H  j 


6;i.i]Uj-il|tä|   l|lt>|^!^^l8|  7j20|t7|l3|  :4|2|  5112 


y|  8|!ii|  4 


9]14jl5[  8H0|  71  6|  4|    1|  5[ltilt2!n|  2|  ;4|l  iji:-)  21jia#|iÖ!lfl 


10|21|   4|  3|  8|t&|l9|   :b|17|  1;  11 116120h Bl  (i|12|  9 


!i|  e|i6|irt|ri|  2-ia|iTl24^jiü|  i[  :i|  i\vji^2 1 j jq  h 

12|I9[  t^jir>|  3,211  ftf   71   9j2ü|n[  l|tH;1*v|  4[r4   " 


I4|  7|13|  2 

"4jH|  y|i5 


ia|  2  io|  6 


18|   3|  2|12|H|2<>|   tl|  8|  7jl7|   öj  4|l9jl.>)l4['il] i t» 


3|  5|   1|U|  ^^I2i   7[  9[  8|I.^|I9|   iillü|   4|U|I5|2I 


t]13|   6|I6 


2f>|ll|lM|l7 


I3|l0|19|l(i|m|  t;jl^[glJi2l|  2!lf>|  7]    linnij  4fl4 


öl  :ii  Hl  fl 


4|    7|   Hj    11  5118)   2|ni   3il2    BH0[ltil2o|l7il:^llo    lij-itjUilt* 


5|20ilM  4|    i [H>H4!I2,I5[1W|  aj   B|2t|    J\  ^  i^\i^\^\l\  2|I3 


7|  S|  3|ll|  ^|1^(   1|  2|  b\m\  4ii5|t4Jia|l2|lO|ltt|  17 1  6j2l[2CI 
n\  %\npe\  niQ\  5|  Sfl&l  6[2l|14|i5|l2|i:^lH|  ijlti)  »I  4| 1 1 


i{iTf  T|  ^4\\^  3|i8|iajii|u>r¥l  ^ruraoimi  2f  H|  Uli  15114 


io  einer  Diagonale  der  natürlichen  Folge  nach.  Bei  jeder  Verbin- 
dung zu  zweien  gehe  ich  von  der  einen  Zahl  in  der  Vertical-  und 
von  der  andern  in  der  Horizontalcolumne  fort^  bis  wo  die  Colum- 
nen  sich  schneiden,  und  schreibe  in  dem  Durchschnittsfelde  die 
begleitende  Zahl«    Alan  sieht,  dass  auf  diese  Weise  nach  vollen- 
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deter  Auflösung  die  eine  Hälfte  des  Quadrats  ausgefüllt  sein  muss, 
und  dass  jedes  Feld  nur.  eine  Zahl  enthalten  könne.  Schreibt 
man  nun  dieselben  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  in  die  andere  Hälfte, 
so  ergiebt  sich  ein  magisches  Quadrat,  in  dessen  Horizontal-  und 
Verticalreihen  alle  Zahlen  in  jeder  Reihe  vorkommen,  und  das  in 
der  Weise  symmetrisch  ist,  dass  wenn  man  es  über  die  obengenannte 
Diagonale  zusammenbiegt,  es  in  den  aufeinai(iderfallenden  Feldern 
gleiche  Zahlen  enthält.  Dasselbe  Quadrat  bat  noch  die  Eigen- 
schaft, dass  wenn  man  durch  zwei  beliebige  Felder  z.  B.  5  und 
15  in  der  besagten  Diagonale  Linien  in  horizontaler  und  verticaler 
Richtung  zieht,  die  Zahl,  die  in  den  beiden  übrigen  Durchschnit- 
ten der '4  Linien  vorkommt,  hier  17,  in  der  Diagonale  sucht,  und 
ebenfalls  durch  dieselbe  in  beiden  Richtungen  Linien  zieht:  dass 
dann  die  in  den  9  Durchschnitten  dieser  6  Linien  stehenden  fah- 
len ebenfalls  ein  magisches  Quadrat  bilden.  Das  obige  Qua- 
drat enthält  also  solchergestalt  70  andere  magische  Quadrate  von 
9  Feldern. 

Für  die  Fälle  91=7,  13,  19  habe  ich  ebenfalls  Auflosungen 
gefunden,  so  dass  ich  glauben  mSgte,  es  gebe  in  allen  Fällen, 
wo  n  von  der  .Form  OA-f  I  oder  6il'-f3  ist,  Auflösungen. 
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IX. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen    und  Auf- 
*  gaben;  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber 

von 

Herrn  Hofrath  Dr.  7.  C/au««n 
lu  llorpat. 


1.  Die  von  Ihnen  im  ]6teh  Bande  des  Archivs  S.  204.  an* 
geführte  Methode  von  Servois  mittelst  des  schiefen  Winkel kreii- 
zes  unzugängliche  Entfernungen  zu  messen,  läsdt  sich,  wie  mir 
scheint,  noch  vereinfachen,  Hat  man  den  Punct  C(Taf.  I.  Fig.  1.) 
gefunden,  in  dem  der  Winkel  ACB  dem  des  Winkelmaasses 
gleich  ist,  so  drehe  man  es  an  derselben  Stetle  bis  es  etwa  nach 
E  und  D  über  zugfingliches  Feld  zeigt.  Mao  stecke  die  Linien 
CE  und  CD  ab,  und  gehe  auf  jeder  bis  zu  den  Puncten  E  und 
D,  wo  die  Winkel  AEB  und  ADB  dem  des  Winkelkreuzes  gleich 
sind;  dann  ist^  wie  leicht  zu  fibersehen,  DE^AB.  Ausser  dem 
Vortheile,  dass  man  nur  eine  Linie  zu  messen  braucht,  hat  man 
nech  den  Vortheil,  die  Operation  ausfuhren  zu  können,  auch  wenn 
zwischen  C,  D  und  £  Hindernisse  liegen,  die  eine  Messung  der 
Linien  CE  und  CD  nicht  gestatten. 

2.  Auf  dem  beiliegenden  Zettelchen*)  habe  ich  vier  ver- 
schiedene magische  Quadrate  geschrieben,  in  denen  in  jeder  hori- 
zontalen und  verticajen  Reihe  die  Zahlen  von  1  bis  6  alle  vor- 
kommen. Es  wird  nun  gestattet  in  jedem  Quadrate  besonders 
die  senkrechten  Columnen  beliebig  zu  verwechseln,  wodurch 
also  die  Zahlen  in  jeder  Horizontalreihe  in  andere  Reihenfolge 
kommen,  jedoch  so,  dass  alle  Horizontalreihen  auf  dieselbe  Art 
umgestellt  werden.  Das  so  erhaltene  Quadrat  wird  jetzt  eben  so 
in  Beziehung  auf  die  Horizontalreihen  beliebig  umgestellt.  Es 
frSgt  sich  nun,  welche  von  den  vier  Quadraten  lassen  sich  durch 
diese  beiden  Umsetzungen  in  eine  solche  Stellung  bringen,  dass. 


*)  M.  «.  unten. 
Theil  X\I. 
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wenn  man  sie  über  eine  Diagonale  zusammenbiegt,  die  aufeinan- 
derliegenden  Felder  gleiche  Zahlen  enthalten?  Welche  sind  auf 
dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf  beide  Diagonalen  symmetrisch? 
Und  wie  beweist  man  es,  dass  es  unmöglich  ist,  wenn  solches 
stattfindet? 
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3.  Ein  Tischler  hat  eine  Tischplatte  von  der  Form  eines 
rechtwinkligen  Parallelogramms  CDEF  (Taf.  I.  Fig.  2.)«  wovon 
die  Hälfte  ABEF  sich  fiber  AB  auf  die  andere  Hälfte  umklappen 
ISsst.  Das  Fussgestell  ist  von  der  Form  GHJK^  und  die  Hälfte  der 
Platte  ABCD  Ist  mit  demselben  in  einem  Punkte  so  verbunden, 
dass  sie  sich  in  der  Horizontalebene  frei  herumdrehen  lässt.  Es 
soll  nun  dieser  Verbindungspunkt  bestimmt  werden,  der  eine  solche 
Lage  haben  muss,  dass  der  Tisch  zusammengeklappt  symmetrisch 
auf  dem  Fuss  ruht,  und  wenn  man  ihn  aufklappt   und  in  seiner 
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Ebene  am  eine  Viertel  Umdrehung  dreht,  die  Lage  in  Beziehung 
auf  den  Fu8s  wieder  symmetrisch  wird. 

Man  verlangt  die  Auflösung  derselben  Aufgabe  in  Beziehung 
auf  eioe  rechtwinklig  gleichseitige  Ti8cbplatte.4^X>  (Taf.  I.  Fig.  3.)> 
die  ^ch  um  BC  zusammenklappen  llisst  und  auf  einem  Fussge- 
stell  von  ähnlicher  Form  EFG  ruht,  wqbei'  ich  bemerke,  dass 
in  diesem  Falle  die  Drehung  nicht  einen  yiertel  Umfang  beträgt. 


X.   • 

Vier  Sätze  über  das  rechtwinklige  Dreieck« 

Vpn 

Herrn  Dr.  I^ilUnihal, 

Oirector  dei  Progymnaaiama   so  Rössel. 


Unter  den  im  Braunsberger  Programm  von  1845  gelieferten 
vieruhdfunfzig  Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  filhrten 
No.  16 5  17,  47  und  48  auf  cubisqhe  Gleichungen.  Dass  die  in 
den  Grenzen  der  Möglichkeit  liegenden  Bedingnngen  der  Natw 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  entsprechen,  konnte  bei  jenen  vier 
Aufgaben  aus  Rücksicht  auf  Raumersparniss  nur  durch  Ermitte- 
lung des  Maximums  und  Minimums  der  betreffenden  Funktionen 
und  durch  Auffinden  der  Wurzeln  von  biquadratischen  Gleicjliini- 
gen  nachgewiesen  werden.  Der  in  Hinsicht  auf  die  Schüler  ange- 
messenere, wiewohl  weitläufigere,  und.  Ich  habe  Grund,  hinzuzu- 
ffigen,  schwierigere  Nachweis  auf  elementarem  Wege  folgt  liitr 
in  der  Form  von  vier  «Sätzen. 

Bezeichnet  man  im  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  c 
die  Hypotenuse,  mit  a  qnd^  die  Katbeten,  mit  F  den  In- 
halt und  mit  h  die  Hohe,  und  setzt  c-fa=«,  e-^a:=zd, 
daun^ist: 


Digitized  by  VjiOOQIC 


100     Liiienthai:    Yier  Säize  über  das  rechtwinklige  Dreieck. 


Beweis.    Es  kann  c>  2a  sein. 

< 
1)  Ist'  c^=2ay  dann  ist 

denn  aus  e=ia  folgt 

r  +  a=,»  =  3a; 

also 

#«  =  9a«(A). 

Aus  c=2a  folgt  ferner 

Demnach  ist 

2F=a6=aV3  (B). 

(A)  durch  (B)  dividirt  giebt 

*«        9a« 


2)  Ist  c^2a,   dann  ist 


^>3V3; 

denn  aus  c^2a  folgt: 

c-2a^0, 

aber 

(c -2a)«=c*— 4ac+4a«  >  a 

Also 

c«  +  2ac  +  a«>6ac— 3a« 

oder 

(c  +  a)«=i*>3a(2c-a)  (A). 

Aus  c«— 4ac  +  4a«>0  folgt  ferner 
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4c«— 4ac  +  a*>  3c«— 3a« 
>3(c«-a«) 
oder 

(2c-a)«>36« 
*  2c— a  >  6V3  (B).      , 

Ans  (A)  und  (B)  aber  ergiebt  sich,  da»  um  so  mebr 

*•  >  3a6  Vß 
sei.    Für  ab  gesetzt  2F  giebt: 

««>6FV3 


oder 


^>3V3. 


"I" 


II.      |i?>3v3. 


Beweis.    Es  kann  c>7a  sein.' 

< 
1)  Ist  e=7a«  dann  ist 

g»=3v3; 

denn  aus  c=:7a  folgt: 

c — a=i2=:6a9 
also 

€P  =  36a>(A). 

Aus  c=7a  folgt  femer: 

b  =  Vc«-«»=  V48^=4aV3. 
Demnach  ist 

2F=a6  =  4oV3  (B). 

(A)  durch  (B)  dividirt  giebt 

cP  _  36a«   ^ 
2F-4iH?3-^^^- 


Ist  c  ^  7a»  dann  ist 


w%.^- 
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denn  ans  c  ^7a  f^lgt:    c^a^6a  nnjl,    mit  c-^a  mnltiplicirt : 


oder 


also 


und 


Daraus 


oder 


d.  i. 


(c-.o)«^6a(c— a) 


<5«— 2ttc  +  rf«  ^  ÖÄi? — 6a» 


c*— 8ac+7o«^0 


^'-^r  +  '4>0. 


o.-^_2«c+a.4:^">0 


(c-«)«=d«^^(A). 


Ans   c  ^  7a  folgt  femer 

i5»^49a«  oder  a«+6«^49a« 


also 


und,  mit  6  mnltiplicirt: 


6«^  48a» 
6^4aV3 


Ä«  ^  4a6v3 


oder 


^^3ii6VS.  (B) 
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Au  (A)  und  (B)  aber  ergiebt  sieb,  dads  um  90  ttitht 

rf»  ^  3a6  V3 
fid    Für  oft  ge^etst  2F  giebt 


iP  ^  6FV3 

oder 

■n.  i^yj^^- 

Beweis.    E»  kann  e^  a    "^^  '  geio. 
1)  I»t  c=«^^^^,  dann  ist 


if-V — 2 — ' 


deDii  aus 


i  +  yg 

folgt: 


c^a- — 2^ 


c^-a^,=a^-^^-  (A). 

1  +  Vö 
Aus  d=a  — s"-^  '^'S*   feroet 

Demoach  ist 

.      <i6        ,4/l  +  V5      1+V»        a/1±V8.4/3±V8 
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(A)  (inrch  (B)  dWidirt  gieht: 
»  _   3+V5 


_ 4/7+31/5     4/(7+3V6)(V5  +  l)     4/ 22+ 10 


10V6. 

-^V  V53r=v  - — 5=1 =\  — 

also 


!r=V- 


+5V5 


2 

mi  .     >     1+V8      j         .x»^4/ll  +  5V5     j 

2)  Ist  c^o — 2 — ,   dann  ist  T>  V  ä- —  >  denn  .aus 


folgt 


aber 


Also 


oder 


oder 


>     1+V5 


c— a — 2 — ^U, 


(c  -  o  i^^)«=c«- ac(l+ V  5)  +  a«^^*>0. 
c« + 2ac  +  o»>  «c  (3+ V  5)-.a«^-^^ 


(c  +  o)'>  a  — : jj 

f 


Au«  ca-.oc(l+V5)+a«^ij^>0  folgt  ferner' 


UDd 


c'>ac«(l+V5)-a«c^^^  (B). 


Auch  folgt  aus  c®  — ac(l+ V5)+a* — ^ — >0,  und  wenn  man  mit 
— j —    multipiicirt: 
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^l±i^     ^   3  +  V5        2  +  V6 
oder 

also 
oder 

Ans  (B)  und  (C)  folgt,  dass  um  so  mebr 

c'>oac" — j —  —  o' — 5 — 
sei  9   also 

2c»-3oc*i^^  +  a^2+V  6)>0, 

1  +  V5     o» 
2c-3oi^  +  J(2+V5)>0. 

2c |-  +  2:-2a-aV5+^(2+V5)>0, 

2c-^  +  |>2a+oV5-^*(2+4'5). 
2c-at^>o(2+V5)-^(2+VS) 

>(a-^(2+V5)  '    . 

>a(l-^(2+VS) 

>o^-^-(2+V5) 

Dieses  mit  3-f  V5  mnltiplicirt,  giebt 
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alt* 
2c(3+v8)-o(l+y  8)  >  ~(11+5V6) 

und  mit  s-  moltiplicirt : 

2c(3+V5)— c(l-|-V6)^  a«i'  Il-f5v5 
•       «  Tä  >-^ § 5 

und   üBr  —  geMtzt  A: 
Also  Ist 

Aus  (A)  QDd  (D)  aber  folgte  dass  um  so  mehr     . 


11  +  5V5 
sei»  also 


'>*V^ 


2 


Beweis.    Es  kann  0>a(3-f  VS)  sein. 
< 

1)  Ist  e=£a(2-fV8),   dann  ist 

d_4/lH-sV5. 

__Y ^ ^, 

denn  aus  c=sa(2+V6)  folgt: 

c— a=rf=a(l  +  V5)    (A). 
Ans  c=a(2-|-V8)  folgt  ferner: 

6=  Vc«^=^=  V"a«(9  +  4VÖ)— a«==aV^8+4v8==2aV2+V6, 
Demnach  ist 
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(A)  dnreh  (B)  dividirt,  giebt 

d        1+V8   _4/  6+2V8_4/2(3fV5XVS+2). 


d        1+V5   _./  6+2y5_^/2(3fV5XVl 


also 

,rf     4M1+5V5 


2)  let  c^a(2  +  V^),  dann  ist  y^t/  ~^ 5    ^®™    *'*« 

c^a(2+V5)  folgt: 


c-^a  ^'a(l+V5) 


nnd«  mit  c— a  maltiplicirt: 

c*-2ac+a«  ^  «c  +  «c Vö — a*  —  aV  6, 


also 


c*  — 3ac— acyS  +2a«+a«v8  ^  0, 


Darch  — g —  dividirt: 


oder 


(c-a)»^(c»-a«)2^^ 


2 


<*  •      2 


abo 


c-a^4^b^^!^  (A). 
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Ans  c  ^  a(2  -I-  V6)  folgt  ferner 

,  c«^a«(9+4V6). 
Dieses  mit  -^^-^ —  moltiplicirt  giebt 

*       2      <"         2 
Daraus  folgt  weiter 

VV5-l>\/ll+5v8 


und  mit  —  ;multiplicirt: 


+  5V5 


.4/ V5-l>a64/ll 

oder,  für  -—  gesetzt  Ä: 


sich,  dl 


Aus  (A)  und  (B)  ergiebt  sich,  dass  um  so  mebr 

lt+5V5 


sei.    Also  ist 

d>  4/11+5V5 
A<V         2       • 

Anmerkung  1.    Setzt  man  die  Bedingangen  und  Behaup- 
tungen  in  trigonometrische  Funktionen  um,    dann  lauten  die  vier  > 
Sätze,  wenn  a  der  Gegenwinkel  von  a  heisst: 

I.    1)  Ist  8ina  =  2»   ^^°°  '^^ 

(l+sio«)^^3 
smocosa 

<1  '  ' 

2)  Ist  sin 0^2'   !^^"°  ^^^ 

siocKcosa  ^ 
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IL    1)  ht  sin a=:.jr«  dann  ist 

sinocosa        ^ 
2)  Ist  sina^^«  dann  ist 


sinacosa  < 
III.    1)  Ist  sino=-^^-2 — ,   dann  ist 

l-fsina      4/ll-f5VS 


H 


smacos 

<  V5  — 1 
2)  Ist  sina^-^^-g — ,  dann  ist 

l  +  sin«      a/11+5v5 
sinacosa      f  2 

IV.    I)  Ist  sino=V5— 2,  dann  ist 

I  — sing_WlH5V5 
sinacosa'^  \         2 

2)  Ist  sin  a  ^  V5  —2,  dann  ist 

l-sin«  >W11+5V5 
sinacosa  <\  2       ' 

Die  Beweise  lassen  sich  offenbar  nach  Analogie  der  gegebe- 
nen führen;  z.  B. 

IL    2)   Ist  sin a^^,   dann  ist 
sinacosa  < 


Aas  sina^^  folgt: 


md  am  so  mehr: 


>4 

cosa^y  V3 


cosa^48inaV3. 
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Aus  sioa.   s-  ergiebt  sich  ferner: 

I— sina^sr. 


Miti  1  —  sin  a  multiplicirt 

<7      7 


(1  —sin«)*  ^fiT — ysina 


oder 


7 
Mit  j  multiplicirt : 


=-  —  B-  8in  cK-fsin^  ^  U 
j  — 2sina  + jßin*a^O» 


3    '  3  N 

1— j— 28in«  +  8in2a  +  jsin^^0, 

S  3 

1— 28iiitf+fiin««;^j(l— 8iii«a), 

"    S3 
(1— sina)«^j-cos««    (A). 


Aus  sine;,,  y  folgt  ferner: 


1^7«!n<r, 
1^49sin«a, 
1— sin*«^48sin«a, 
cos^a^48sin\r, 
cosa^4sinaV3. 


Mit  cosa  multiplicirt: 

3  S 

jco«^  ^'Ssincfcos«  V3    (B)- 


cos  *«     4  sin  a  cos  « V3, 
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Ad8  (A)  und  (B)  aber  ergtebt  Mch>  dass  um  so  mehr 

(|— -sina)^  ^  3  sin  itco8«V3 
sei.    Also  ist 

sinacosa  < 
Oder  auch  vnabhäDgig  von  jenen  algebraischen  Beweisen,   z.  B. 

HL    2)  Ist  sin  er  ^  •^ — ,  dann  ist 

l+sina  .   4/  II  +V5 


sin  a  cos  a 


> 


v^ 


<  V5— 1 

Ans  sina^' — s"^  folgt: 


>  Vö-Ia/  v5+1 


Um- so  mehr  ist  also 


eosa^sinaV   — o"^* 


Daraus  folgt 

V5+l> 


cos« 
aber 


a«-2sinixcosa  V  ^^  +  ««*«-^^'>«' 
cos^  +  ein««— 2sin«cos«  y^l^tl+6in«a^:^^=^>0. 


cos 
od^r 


also 


l>2sin«cos«  V^--sin*«^ 


(4). 


V5— 1 

Setzt  man  aresin — s —  =  9>>  dann  ist  ferner 

* 

/         V                                                      4  /  VÖ— 1  V5— l 

cas(« — 9')  =  cosacos9)4-sintt8>ii9=cosa  y  — s |-sba — 5 — <1 

pder 
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l>C08a  Y  — 5 |-8ina — 5 — 

und 

siD«>sinaco8«V  — s Föin*« — 5 —    (B). 

(A)  und  (B)  addirt  giebt 

VVS+l  A  /  V5— 1 

— 2 hsmacotfaY  — ^ — ' 

Also  ist 

sinacosa^    f        2       '    ^        2 


Also 


l  +  sin«  ^  4/n+5V5 
>  V         ^2 


sinaooAa  ' 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Ck^.  tr.  LinOm^mr  ito  itOegruH  ^gmfäam  tWaiSff.y         HS 


-   I  M 


De  inteeraß  quoifam  definito.- 

•  •■'      •      :•■•  .1   ■:  .::  ',      .  .      .«    .    .    ... 

Aactore 

Christiano    Fr.-   Lindman,   Xeci.   Strengn. 
(B  conipetta  •Kbtei»i&  Ro|p,  AcdU SeUnt.  Holm.) 


Pag.  CCCXL.  Tomi  X.  ^raecedeiitis  Professor  Schlömilch 

.QnianpD  indicayif;  quo  modo  id  obtiouerit»  daobus  fere  abhjn6 
annis  mihi  venit  iq  mjeDtem  ui  boc  integrale  inquirere.  Itareperi^ 
erratam 'quoddam  vel  scripturae  vel  typographicum  se  irrepsisse» 
qnod  Jegendum  est  «-f«***,  ui  moz  demonstrabo.  Integrale  qui- 
dem  ipsum  reperire  inibi  non  4H)ntigit,  «ed  tantum  in  aliud  trans- 
formare,  qnod  tarnen  aliquanto  simpilcius  mihi  videatur  quodqne 
quadc^tfif)»  ;Cos9|^«lar6  Uceat.  Quia  »ad^m  rfitio  adbiberi  ,p«test> 
etiamsi  exponens  ipsius  x  est  numerus  integer  >2,  intf^i^ 
generalius 


,  .  .       .._...  (1) 

mihi  proposui,  ubi  sunt  a,  c  constantes  positlvae  et  n  numerus 

integer  2. 

'  Primum  pät^t  in  prömtuque  est^   integrale   Jn  esse   finitnm> 

/QO 
e-^^^dx,   quod 

est  finitam,    Sine  olio  negotio  eruitur»  derivatam  secundam  , 


J  —335 — '^ 


per  Ju  et  ^\^j  ezpnmi  posse  ob  eamque  caussam  esse  finitaro> 
quam  ;JU&ren1(tailo  SÜD  signo/fieri  possit.    Ita  habebimus 
TheU  %Xh  8 
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: dx 


nnde  prodit  haec  aquatio  differentiaiis  linearis 

r 


(8) 


qaae  integrata  dabit 

J«=e«[C-  r^^-i^^ßr-le-^dc] 

ubi  ßst  C=con8t.  Dt  coostans  illa  detenniDareiinr,  c^O  poni 
passet  In  (1)  et  (2) ;  at  vero  qnum  limites  sint  =0  et  co  ,  ita  facere 
commodukn  non  videtar,  quamobrem  valor  ipsius  Jn  pro  c:=0 
sigillatim  qnaerendns  e^t.    Posito  af*=^y  prodit 


nj         a+y     ^ 


Qaöniaro  e-<9  id  seriem  semper  conveigentem  evol?i  potest, 
evadit 

o  o 

Ezsistente 


1  ,  1 


/^»   *      '^^^     ,v-   ,        ,  p+ü-r-l 


I(->)-— »'^-'.+(-1)'^ 


— 1 


habebimos 


'H^n 


»-1 


+(-l)'(«c)y^d5y. 
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v'"*"^"^  1 

Pro  y = 0  est  quoque  ^ — j —  =  0.    Posito  y  =  ~,  prödit 


*»+« 


T — =~T~W 

quod  fit  =0  pro  e—O,  z=0.    Praeteres  est 


-1  1^1 


^ n 

n 


qnod  per  cF  multipliqitani  in  nibiloni  abit  prp  c=0,  Omnes  igi- 
tar  termini  sab  signo  S  pto  c=0  evaoescaDt,  quamobrem  hoc 
casu  evadit 


»-I      1-1 


; (procssO). 


Quia  integrale  in  (2)  pro  g£=ü  evanescit  iovenilor 

nSin—  . 
n 

et 

postquan  i  pro  c  sab  signo  S  substitaimus  *).  Itaque  J«  ab  alio 
integrali  pendet»  cujus  tarnen  valor  facilius  inveniri  possit  Func- 
tione  enim  e^-^  in  seriem  evotuta,'  nuilo  usque  negotio  habemus 


(3) 


*)  Si  in  (a)  posneriuios  »=2,  C=^*,  a=:a*,  ä^t:=Uy  halyebimas 
900  eloceCt  formulam  C',  SchldmilclK  Teram  non  eise« 


Digiti: 


zedby  Google 


m        C4r.  Fr.  UndmoM:   ße  megroU  Qtmkm  definHOi 
Qoia  est 

patet,  serietn  inreDtam  pauUo  velocius  convergere  quam  seriem 
exponentialem.  Cpov^fgejitia  hoc  modo  paidU  loajor  fieri  potest 
Posito  ^  ,   .  j 


babebirous 


abi  K=^conBt    Qoia  est  tf=0  pro  :r^0«  sequitor»  ut  sit 

Subfitituto  ac  pro  x  In   yaloribus  ipftina  «  per  c^~^  multiplicatis, 
hoc  deinde  vaf^re  ad  dextmm  me&ibnim  forifaU^  (4)^addito  et  illo 
ab  eodeiu  membro  subtracto«  habebimus        '. 

0 
Posito  jam 

duplici  differentiatioDe   et   integratiooe   eodem-atque  antea  modo 
iqiienttar     ,  I 

Lac   ao»        ^  it  ps=»Hp+3)  ii(p+l)-Ui 

quae  series  satia  bene  conrergit,  disi  a»  c  suatroagnae  quantitale«. 
Praeterea  patet»  integralia  formae 

/CO       g-c» 
o 

differentiatione  respecta  ipsius  a  facta,  per  J«  exprimi  posse» 
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Mf^^Uft^ .  "^1  } 


'<,         ^-      -'•       •'•J         •••'•I    ^"' 


.  .A      \^'  .•»       ■•.»•. 


I 


■    l    /  t       t      «   V 


i  (I  €19  i  1  «  m:;  ,    , 


M  i  8  c  e  i  1  a  n  e  a  *)« 
Aluitor«  ChrUtiano  Fr«  Lindimaa,  Leet.  Screngit«     > 
L    Sä  Ht  q  sunt  Bimerl  Integri»  samp^  eil 

fl.  rönfiguis  latefibto  ^Trapetfi  in  «andern  rationem  sectüt' 
piiVictisqne  sectionU  eoram  jdnctis ,  prodl'f  parallelbjgramman),  ctrjns 
dfagonalea  ae  motao  fiecent  fo  iinea,  qbae  conjttngit  puncta>  uU' 
dfagooales  Trapezii  in  duas  partes  aeqnales  divIsÄe  sint,  et  bane 
lineam  secent  In  eandem  ratlonem,  in  quam  secta  aunt  latera. 

HI.  Per  tria  puocta  daia  rectaa  ducere,.  quae  {riaDguluni 
aeiqirilaterum  constituant. 

IV.  Si  angnii  et  latera  opposita  A'^^C' (Tab.  I.Fig.4.)  so- 
iit<r  modo  per  A,  B,  C,  a,  b,  e  resp.  denotantur»  reetae  per  A, 
Bi  C  ductae  In  anam  ideroqne  punctnm  cooTenire  nett  posauait» 
Disi  anguli  9»  ^^  o  satiafaciant  aeqttatloiif 

Sfai9>Sb<^Sinia=Sin(il— 9)iSin(ir— v^)Sln(C-«(a) 


*)  Znm  Tbeil  vnrde  da«  Fahnde  .mit««  die  RalNrifc:  ,«lJebiiQg««a(r. 
galieo'^  gehöreo;  da  aber  der  Herr  Verfauer 'die  Ueberschrift  ,,Mt»*^ 
cellaoea''  gewählt  hat,  so  habe  ich  geglaubt,  diese  Rubrik  beibehal- 
ten XU  mästen.  G«  • 
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vel  partes  lateram  x,  y,  z,   his  angnlis  oppotitae,   satisGidairt 
aequatioDi 

ary2  =  (a— ar)(6-y)(c-x)* 

V.    Invenire  q>  ex  aequatione 


2(l-tg9>)  Vl+tgV=tg9. 


Aaszug  ans  einem  firieft  deis  Helm  Director  Strehlke  zu 
Danzig  an  den  Herausgeber. 

Pftnzig,  den  12.  Juni  1853. 

Seit  einem  Jahre  haben  Professor  Anger  und  ich,  jener  im 
Local  des  CyninaMuiiMiy.lch'  in  dem  der  Petriscbule,  Einrichfun- 
gen  zur  Anstellung  des  Foucaultschen  Versuchs  getroffen.  Die 
Localität  in  der  P^trisehulei  vio  eid  30  Pmiser .  F.  langes  Pendel 
angebracht  ist>  gab  zu  einer  Beobachtung  Veranlassyng,  von  der 
ich  nicht  weisß,  ob  sie  {sonst  sehoQ.  gemacbt  ^t.  D^'  Pendel  wird 
durch  ein  Pehste^  'im  Dachfirst  vofa  oben  '  beleuctrtet  und  der 
Schatten  der  b^wegtep  P.endelku^cd-  kaifn  mft  der  Richtung  eines 
horizontalen  Lineals  oder  eines  dtiri^b*  Gewichte  flbef  einen  hori- 
zontalen.  Ti^fcb  In  dei;.  NHhe  'dßx  Kugel  geßpannten  bellen  Bandes 
verglichen  werdeui;  ich  leg^  das  Lineal  so,  dass  der  JSchatjten 
40C.  bewegten  Peodelkugel  denjiso^d  desselben  berührt  Nach 
dnigen.  Minuten  sieht;  man  dann  den  Schatten  .über  denr 
Rand  des  Lineals  nach  Osten  abweichen,  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite  vom  Lineal  sich  entfernen.^  Auf  diese  Weise  kann  sich 
eine  Anzahl  von  Personen  ^gleichzeitig  von  der  Wahrheit  der  Win- 
keländerung in  Bezug  auf.  die  Umdrehung  der  Erde  überzeugen. 

.t  Vor  längerer  Zejt  wurde  mir  eine  Aufgabe  vorgelegt,  von  der 
ici>  wob]  wissen  mochte,  ob  sie  ei^e . leichtere  Losung  hat,,  ab 
ich  ihr  bisher  abgewinnei»^. konnte.  > .. : 

Von. einem  ebeneii,  Dreiecke. (Taf»^I*  F.|g.  S.)  sind 
gegeben: 

1)  die  einen  Winkel  A  halbirende  Linie  AE  —  k; 
2)  die  Hohe  BDz=hi  3)  die  Aß  in  F  halbirende  L-inie 
CF=tn;  man  soll  das  Dreieck  bestimmen. 

Wenn  ich  von  den  Gleichungen  ausgehe: 
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<diea«8  der  P]^^x^\mc:k^:B€(i€G^i^c:3fifC0si^^ 

(2)  h=:c  Bin  A; 

(3)  *   in«=6*+{c*— 6c.co«il  • 

==(6  +  iC)*— Sftc.cosjil*; 

sokomine  ich  fOr  sipM  auf  eine  Gleicbung.  vom  6ten  Grade. 

Profe««or  Richter  in  Eibliig.  hat  mir  T«r  «Aigen  Wochen 
333  yerbiirgte  Decinialen  TOflf  seiner  Berednnng  der  Zahl  n  Ober- 
sandt,  die  ich  Ihnen  hier  mittheile: 

Die  Zahl  9cr= 

3,14150  26535  89793  23846  20433  83279  SOm  41971 

«9399  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20899 

80280  34825  34211  70679  82148  08651  32823  06647 

09384  46095  50582  23172  53594  06128  48111  74502 

84102  70193  85211  05559  644^  29489  54930  38196 

44288  10975  66593  34461  ^75  64823  37867  83165     ' 

27120  19091  45648  56692  34603  48610  45492  66482 

13393  60726  02491  41273  72458  70m  06315  58817 

48615  20920  098.... 


Berichtigung. 

In  meinem  Aufsätze  über  den  Obelisken  Tbl.  IX.  Nr.  IX. 
S.  84.  hat  sieb  9  wie  ich  nacbtrfiglicb  gefanden  babe,  ein  Ueber- 
eilangsfehler  eingeschlichen r  -iadsm  nämlich  die  beiden  Prismen 
ÄBHJD'E'  und«  DEKLD'E'  durch  Drebung  des  einen  um  die 
Linie  IVE'  nicht  unbedingt  und  in  allen  Fällen  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  können«  aus  längst  allgemein  bekannten  und  oft 
discutirten  <7ründen.  Indess  bat  dies>  wie  Jeder  sogleich  über^ 
sehen  haben  wird^  auf  den  ganzen  Beweis  gar  keinen  Eipfluss»  da 
es  bloss  auf  «die  Gleichheit  dieser  beiden  Prismen  ankommt, 
wdche  auf  der  Stelle  erhellt  >  weil  diese  beiden  Prismen,  wie  auf 
Terscbiedene  Arten  leicbt  gezeigt  werden  kann,  gleiche  Grund- 
lllchen  und  gleiche  H5hen  haben,  z.  B.  die  gleichen  Grundflächen 
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AJE  und  ELtf,  in  Beia^  ftvf  wdche  auch  die  HOhen  der  beiden 
Prismeo  gleich  sind,  weil  die  Ebenen  iSCOCr  UDd  ^£F,  swiWcben 
denen  die  bMden  Prismen  liegen,  einander  parallel  sind.  Ich 
bttte  datier»  ninr  änf  S.  84.  im  dritten  AbbaUe  S&.  8^Z.  II.  4ie 
Worte': 

^dass  aie-cur  Deckung  gebracht  werden  kSnnen,  wobei 
„man  sieb  nabelten  etwa  das  ebeie  Prisma  um  die  iiinie 
nJVE  gedreht  vnd  in  das  untere  Prisma  gelegt  denkt^^ 

durch  ^ie  folgenden  zu  ersetzen: 

'yydass  sie  einander  gleich  sind,    weil  ^le,   wie  auf  ver- 

• ^iflchiedeae  Arten  leicht  gezeigt  welrden  kann»   gleiche 

.      WGraiidfläohen  und  HSheii  habeii"    . 

Grunert' 


Drackfehler. 


.  Tbl  XIX.  Heft  4.  Seite  4721  Z.6  ▼.  u.  (ohne  die  Note)  6etze  man 
Mvisum  non  est''  ßir  „visum  esf 

Theil  XX.  Heft  3.  8. 296.  Z.  7  statt  ,,ang  ^  x"^''  s.  m.  ,,tang  ^x^}* 

Tbl.  XXI.  Heft  1.  Seite  1.  Z.  5.  vom  Anfange  des  Aufsatzes  an 
setze  man  Arccos"  statt  Arccos*. 


'  ,  j 
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Beitrag  zur  Berechnuiig  der  Zahl  ^^  welche  das  Yerhäit- 
niss  des  Kreis -Durchmessers  zum  Umfang  ausdruckt. 

Von 
Herrn  Doctor  Lehmann 

zu  Potsdam. 


Nachdem  das  Bestreben,  die  Zahl  n  auf  mehr  Decimalen  als 
vorher  zu  bestimmen,  seit  fast  einem  Jahrhundert  geruht  hatte, 
ist  es  in  den  letzten  Jahren  von  Einzelnen  wieder  aufgenommen 
worden,  und  zwar  so,  dass  es  ffir  das  nicht -mathematische  Publi- 
kum den  Anschein  gewinnen  konnte,  als  sei  es  dabei  lediglich 
auf  einen  Wetteifer  abgesehen,  indem  immer  einer  den  andern  in 
weiterer  Ausführung  einer  soJangwierigen  Arbeit  zu  übertreffen  suchte. 
Aber  die  Sache  hatte  wohl  andere  Gründe.  Theils  lag  die  Ver- 
anlassung, wie  bei  Dahse,  in  der  Absicht,  eine  blosse  Rechen- 
Uebung  anzustellen,  war  also  psychologisch;  theils  wollte  man 
diese  Gelegenheit  benutzen,  gewisse  analytische  Methoden  ken- 
nen zu  lernen,  um  bei  allen  Arten  verwickelter  .Rechnungen  sehr 
▼ersteckte  Fehler  zu  entdecken  (dies  ist  auch  bei  der  gegenwär- 
tigen Abhandlung  vorwaltende  Hauptrücksicht) ;  oder  man  wurde 
von  dem  Gedanken  geleitet,  dass  es  schade  wäre,  wenn  irgend 
eme  Erfindung  des  menschliehen  Geistes  verloren  ginge  oder  einer 
gewissen  Abrundung  entbehrte,  und  dass  es  daher  wünschens- 
werth  sei,  die  letzten  herausgebrachten  üecimalen,  welche  die 
bisherigen  Berechner  als  unzuverlässig  aufführten,  ohne  jedoch  die 
Grenzen  des  Fehlers  bestimmt  anzugeben,  sicher  zu  bestimmen 
(auch  dies  war  bei  der  gegenwärtigen  Abhandlung  eine  Neben- 
rficksicht);  endlich  wollte  man  durch  die  That  beweisen,  wie  über- 
trieben es  sei,  wenn  die  Aufgabe,  die  Zahl  n  auf  eine  sehr  grosse 

Theil  XXI.  9 
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Anzahl  von  Deciroalen  zu  bestimmen,  als  eine  äusserst  lan^ie- 
rige  und  als  eine  Geduldsprobe  verschrieen  wird,  deren  Ausfüh- 
rung es  nöthig  mache,  sich  halbe  Jahre  laug  von  der  Aussenwelt 
ganz  abzuschliessen,  —  (man  erzählt,  dass  der  Engländer  Sharp 
im  17ten  Jahrhundert,  um  n  auf  74  Decimaleu  zu  finden,  sich  . 
,  sechs  Monate  in  einer  Klause  einschloss,  wohin  ihm  das  Essen 
nur  durch  eine  in  der  Wand  angebrachte  Oeffnung  gereicht  wurde). 
Am  wenigsten  aber  konnten  die  ailmälig  weiteren-  Ausführungen 
der  Arbeit  aus  der  Rücksicht  auf  irgend  eine  physicalische  oder 
technische  Anwendung  hervorgehen,  von  welcher  wir  vielmehr 
überzeugt  sein  können,  dass  sie  niemals,  niemals,  niemals 
gemacht  werden  wird ;  —  wollte  man  den  Kurperinhalt  einer  Kugel, 
deren  Halbmesser  gleich  ist  einer  TrIWon  Melle«  oder  gleich  der 
Entfernung  der '  entlegensten  bisher  gesehenen  Nebelflecke  nach 
Herschels  Schätzung,  so  genau  bestimmen,  dass  der  Fehler 
weniger  betrage  als  die  kleinste  mikroskopische  Grosse,  nämlich 
weniger  als  ein  Würfel,  dessen  Kante  ein  Kweimilliontel-Zoll  be- 
trägt, so  wiirde  man  dazu  die  Zahl  n  doch  nur  höchstens  auf 
neunzig'  ßruchstellen  gebrauchen.      , 

Die  grossere  Mühe,  welche  man  sonst  auf  die  in  Rede 
stehende  Aufgabe  verwenden  musste,  war  wohl  nur  durch  die  un- 
vollkommneren  Methoden  bedingt,  indem  z.B.  LudolfvonCeulen 
bei  der  Berechnung  seiner  35  Deciinalen  nichts  von  den  späterhin 
^urch  analytische  Entivickelung  gefundenen  unendlichen  Reihen 
wusste  und  daher  Wurzelausziehungen  Qber  Wurzelausziehungen 
machen  musste,  aber  auch  die  späteren  Berechner  bis  zur  Mitte 
des  )8ten  Jahrhunderts  nicht  darüber  wegkamen,  n  durch  eine 
einzelne  unendliche  Reihe. auszudrücken,  für  welche  wenigstens 
Eine  verdriessliche  Quadratwurzel -Ausziehung  auf  eine  sehr  grosse  , 
Anzahl  von  Declmalen  nathig  war,  ~  abgesehen  davon,  dass  die 
angewandte  Reihe  im  Vergleich  zu  den  späterhin  entdeckten  schlecht 
convergirte.  Sharp,  Machin  und  Lagny  bedienten  sich  der 
Gleichung 

«=6AretR  S' h^^^'^^-^i"^  ^-^^ -> 

Diese  Reibe  bereehnete  Mach  in  in  oitverändeter  Gestah  fots 
aur  lOOsten  Decimal« ;  es  fragt  sieh ,  wieviele  Glieder  dazu  erfor- 
derlich waren.  Die  Anzahl  der  Glieder  sei  ir,  und  es  seien  für 
jedes  Glied  lOO+y  Dccimalen  berechnet  werden,  so  ist  der  grcisste 

Fehler  jedes  Gliedes  ^^fölööfr^'  ^'^^  ^^^  grösste  Fehler  aUer  x 

X 

Glieder    zusammen    =jgtöäf9"2'  ^^  (x-^-V^^X.^  Glied  aber  ebne 
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wtMU  Um  WerkOiMa  äew  gCf9iB-Dmxkm9HKt$  %tc.        %S% 

VT2     1 
Rücksicht  auf  das  Zeichen  =ö^qr|*37»al6oderfiberhaaptQbrig- 

gebliebeoe  grosste  Fehler 

X       .  VT5    1 
Wir  fidden  also  x  dnrob  die  Gl«iclialig 

.   X <n  2. 1 

I 

woirans 

100+y  +  ilog48— log(10y— ar)— log(2a:  +  l)=arlog3 

folgt  Hier  ist  nun  der  erste  genftfaerte  Werth  von  ar=-^  *=209|ö...,' 

woraus  sich  zugleich',  da  lOs' — x  posjtiv  sein  muss  (damit 
log (lOif-^a?). eine  roogtiche  Grösse  sei),  der  kleinste  Werth  von 

y=log209 ,  also  >2,  d.  i.  =:3  ergiebt     Dadurch   findet  sich 

der  definitive  Werth  von  ;r=: 206,0....  Es  mussten  also,  um  100 
Decimalen  sicher  zu  haben,  207  Glieder  berechnet  werden,  und 
zwar  jedes  auf  103"  ßrucbstelleo. 

Wollte  man  Tt  nach  derselben  unveränderten  Formel  auf  127 
Stellen  haben,  so  findet  sich  x  auf  ähnliche  Art  £^2912,5....  Es 
mussten  also,  um  127  Decimalen  sicher  zu  haben^  263  Glieder  und 
zwar  jedes  anf  130  Bruchstellen  berechnet  werdep.  Diese  nach 
der  lOOsten  folgenden  27  Decimalen  nun  berechnete  Lagny,  wie 
Kästner  (Analysis  des  Unendlichen,  §.  SOS.)  sagt,  durch  einen 
noch  nicht  bekannten  Kunstgriff,  ohne  dass  ihm  von  Hause  aus 
eine  bequemere  Reihe  bekannt  gewesen  wäre.  Es  scheint  daher, 
als  wenn  er  die  Reibe 

VT2    ,,      415  2  .415  417  £     11?  f2Z  i^  1  . 
3*w^.4i5^*""417'y+4i7*419'3*     417  *  419  •421*  3» +  --^' 

duffch  M^idw  die  vob  Macbin  nicht  angewandten  Olieitor  warn* 
gedrückt  werden  können,  in  eine  cönvergentere  Reihe  veri^aadelt 
habe.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  allgemeine  Aufgabe«  die 
Reihe   r 

■*"(m  ^n)a^  (m+n)(m+n+2)a«^  (iii+w)(?»+n+2)(m+n+4)o''*^  •' 

wdirin  n  sehr  kfein  gegen  m,  und  a>1  ist,  zu  emer  sdbrdl^etr 
Convergenz  zu  bringen. 

9*  , 
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124  Lehmann:  'Beitrag  mar  Berechnung  der  Zahl  9f, 

WSre  92=0,  so  wäre  die  Reihe  eine  geometrische «  und  ihre 
Summe  = tI  die  Reihe  wird  also,   auch  wenn  n  nicht  0  ist, 

mit  1  ±  —  multiplicirt  nähernngsweise  1  geben ,  d*  h.  die  Reihe 

nimmt  eine  viel  schnellere  Convergenz  au,  wenn  sie  mit  i^'Z 

multiplicirt  wird.    Nachher  ist  sie  wieder  durch  ldb~    zu    dividi- 

ren,  d.  h.  mit  -qp-,    zu  multipliciren.      Dadurch   verwandelt  sich 
die  Reihe  in 

a±l'^       (»»  +  w)a^*^(m  +  n  +  -2)a^(m  +  «  +  2)(m +  n  +  4)o« 

*  m(7n-f2)(m-|-4) 

'^(m  +  n+2)(w+«  +  4)(m  +  «  +  6)a»"^*"'''^' 

und  wenn  wir  auf  ähnliche  Art  mit  der  Verwandlung  fortfahren» 
so  wird  die  Reihe 

g-zgj,         "  (14-     ^'^'^      flT ^ 

j.  >w(m-f2)  fn(m  +  ^)(m+i) 

"*"  (m+7i+4)(m+n+6)a«'*'(m+n+4)(m+7i+6)(m+n+8)«»  "^  -•  "^^^' 

u.  s.  w.,  also  überhaupt 

g    .1,  ^  I w(w  +  2) 

■~a±r^*(m  +  «)(a±J)  '^(m+«)(m  +  n+2)(ai:l)» 

.  it(n+2)(ii  +  4) 

*(m+w)(m  +  «+2)(iii+n+4)(a±l)»  +  — '  •^• 

Diese  Reihe  convergirt  viel  schneller  als  die  nrspröngliche ,  bis 
man  auf  ein  Glied 

n(w+2)(n  +  4)....(n  +  2p— 4) 

^•(m+n)(7n+«  +  2)(m  +  n  +  4)....(m  +  n+2p-4)(adbl)' 

kommt,  worin  n+2p  sehr  gross  gegen  m  ist;  alsdann  kann  man 
die  folgenden  Glieder  wieder  auf  ähnliche  Art  in  die  schnell  con- 
vergirende  Reihe 
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weiche  da*  VerhäiMse  des  Kreis^Durckmeeeer»  eU.         126 

n(n  +  2)(n+4).>»(ft+2p-2)  A-^         m 

(m+«)(»i+«+2)(m+»+4)....  (m+n  f2p— 2)  (o+l)i» '  V*^(iit+n-|-2p)a 

"•■  (m  +  n  +  2p)  (m  +  n  +  2/?  +  2)0«"*" / 

yerwandelo;    und  so   kann  man  denseibeD  Verwandiungs-Prosess 
fortsetzen  so  weit  man  will. 
Lagny  mag  also  die  Reihe 

« = Vl2 .  ^1-  g5-^  +  g5-g —38:^+   •+3206.413^ 

V3      A  ,    2    1   ,    2    jLi.    2     .4    ^1.       \ 
3«o«.8;W  V    M17'4  "*"4n'419'42^417'4l9'42r4?  +  '-V 

angewandt  haben.  Es  fragt  sich  nun«  wie  viel  Glieder-  dieser 
Reihe  erforderlich  waren,  um  127  Decimalen  sicher  zu  haben. 
Die  Anzahl  der  Glieder  nei  a  und  es  seien  in  jedem  Gliede  130 
Decimalen  berechnet  worden»   so   Ist   der  grusste  Fehler  jedes 

Gliedes  =  {gnro»  ^^  (a?+l)ste  Glied  aber 

1.2. 3. ...(ar— 207) 


=  — 3-«06,6, 


830.834. 838  ....(4r+2)' 


und  die  Summe  aller  nach  dem  obsten  Gliede  folgenden  Glieder 
ohne  Rdcksicht  auf  das  Zeichen 

3-«o«^    1.  JL   jL       •'«^—207 
^415.417'838*842*846--   4ar+2 

(welchen  Werthman  erhält»   wenn  man  die  Reihe  wie  eine  geo- 
metrische summirt,  deren  erstes  Glied  3~^*»*.ö3q  ö|iT-dgg — fi  4.2V 

und  deren  Exponent  j  ist.)    Folglich    liegt  der  überhaupt  übrig 


gebliebene  grGsste  Fehler  zwischen 

x^      3-«»».»     I      2      3 
10»«>.2  '     830    '834  "838 '842" 

X-W7 
"  4.T  +  2 

and 

X       ,   3-«»«.»     2      3      4 

x-IOJ 

10180/2  ^  4J5 . 417  838  *  842  •  846 Ax  +  2 

Folglich  liegt  x  zwiAchen    den    beiden  Werthen,    welche    durch 
die  Gleichungen 

^      3-W   12^     ^-2ar_   l 

IS55o+-4i5--^-^-842 1^2—10»' 
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126  iBhmmnn:  BHtra^  %ur  BsnekHUfiff  der  ZtMw, 

«, 

a,       ^  3->o«.5     2      3     4       <r—307^     1 

bestimmt  werden.    Statt  dieser  beiden   Gleichungen  können  wir 
schreibea: 

S-*»»  J^_  ^   ±.      £— 207_1000— « 
415^  •  834  •  838  *  842  ""  "45+2       TÖ«ö-' 

o    3~'°*''*    2    J^  _4^        ar— 207      1000— a- 
^•416.4I7JS8'842*846  ""   4r+2  "     lÖ^*" 

oder: 
130-!^log3-log415-.iog?|-^-iog?^~log^-.... 

lon     ^13,     ,     ,     415     ,     .,^     ,     838     ,     843     ,846 
130— -2"log3— log-^ iQs417— log-j — log-^ — log-j — 

....  -•og^:;^2jg= log (1000 -ar). 

Nun  aber  ist  log  3 =0,4771215,  aUo  ^  log  3=98,04842715  und 
^log3=a8,532SÖ4845;  log 415  +  log 834:;=; log 346110 -5,5392141 
und  log~^  +  log417  =  log86527,5=4,9371542,   also  130-^log3 

—  log 415  — rog 834  =  26,41235875    und    130  — ^log3— log^ 

-  Iög417  =  26,53729735.    Die  fibrigen  ßrücbe  ^,  ^,  ~^,  u.  s.w. 

entwickeln  wir  In  je  5  geltenden  Decimalziffern  und  scbreiben  den 

874  ft 

Rest  in  Gestalt   eines  gemeinen  Bruches,  z.  B.  -jj-  =  79,454|T» 

7W54  +  j^ 
welches  bedeuten  soll  — jögn — 5   *'®^°*  Aufschlagen  der  Loga- 
rithmen In  7alirtgen  Tafeln  benutzen  wir  nicl^t  die  am  Rande  aus- 
gesetzten Peoportionaltheile  der  Differenaeo,  sondern  interpoliren 
mit  lliilfe  der  gemeinen  BrQche,    durch  welche  wir  den  jedesuia- 

838 
llgen   Rest  ausgedrückt   haben.     Haben   wir  die   Reihe  (•g'o" 

^.     842^,     84ft^      ..         ,     878.    ,    .     .^        ^^ 

+  log-3-  +  log^-j-+..M  bis  »tt  loR^  io<jluflW5^fortge«etet,  so  fin- 
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v>eieäe  das  YerkdiMsa  des  Kreisf^lhttchmesssrs  eiC.         ]27^ 

den  wk  die  Summe  i(3>5875Q39;  \Aet  bfedk*  wir  yeratechsti^eise 
ab  uod  subtrabtred  dkse  Suftiine  t^o  den  oben  ai^^bftcM  Wer* 
tben  36,41235875  und  26,5372(^735,  wad  »o  viel  »t,  als  uemi  wir 
o;*- 207=2 12,  also  ;r^219  setzen.  Dana  macb^n  ifir  die  Prdbe. 
Selaen  wir  Bfimlich  ir^219|,  ao  ist  das  (jr  +  l)ifte  Glied 

^-*^-  §3äg3l838r§7§ 

~1215K197S7.2d291. 61021. 71878. 96577Ü0* 

Nun  haben  wir  oben  log  (S^oö,»^'-- $81^04812715  gefonden;  die 
Logarithmen  der  Factoren  de«  Nenners,  12151,  19787,  26291,  u.  s.  w. 
.schlagen  wir  In  7ziffrigen  Tafeln  auf  und  finden  so  den  Logar, 
des  {x+l)sten  Glieder  :^- 127,47617525.  Da  nun.bei  log 3^0,4771213 
der  Fehler  0,00000005,  also  bei  log  (3206,6)  =.  9g,04842715  der  Feh- 
let  0,000010275  betragen  kann,  so  kann  bei  127^7617525  der  Feff- 
1er  0,000010575  betragen,  und  statt  127,47617525  ist  also  irgend 
eine  zwischen  127,476164675  und  1 27,47&i85825  Kegende  Zahl  au 
setzen;  folglich  liegt  der  Log.  des  (2:-|-l)sten  Gliedes  zwischen 
0,523835325—128  und  0,5^814175-128;  das  (a:+l)ste  Glied  be- 
trägt also  —  3,340....  Einheiten  dtr  r28sten  Bruchstelle»  und  folg- 

26    1 
lieh  das  (ar+2)te  Glied  —Uj.j.3,«40....  Einheiten   der    128sten 

Bruchsfelle,  die  Summe  aller  nach  dem  (ar-|-l)sten  Gliede  folgeiw' 

den  Glieder   aber   ohne  Rücksicht  auf  dae  Zeichen  weniger  als 

26    1  •  . 

jjj.g^. 3,340....  Einheiten  der  128sten  Bruchstelle.    Folglich  beträgt 

die  Summe  aller  nach  dem  orsten  Gliede  foTgenden  Glieder  zwischen 
3,38  und  3,41  Einheiten  der  i28sten  Bruchstelle ;  und  da  det  grOsstl» 
Fehler  der  x  ersten  Glieder  zusammen  1,095  Einheiten  der  r288ten 
Bruchstelle  beträgt,  90  betrügt  der  griisate  Fehler  1  weim  man  die 
Reihe  mit  dem  219ten  Gliede  abbricht,  zwischen  4,475  und  4,505 
Einheiten  der  128sten  Bruchstelle ;  wollte  man  aber  die  Reihe  mit 
dem  ?l8ten   Gliede  abbrechen,   so   wurde   (weil  das  2l9fe  Glied! 

878 

-jtj-mal  sq  gross  ist  aU  das  220ste)  der  Fehler  mehr  als  2  Ein- 
heiten der  126sten  Bruchstelle  betragen  können.  Es  sind  also 
nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  219  Glieder  zu  berechnen,  um 
127  Decimalen  fi^cber  zu  haben;  folgUcb  werden  dur^bden  Kunst- 
griff >  vt'elciien  v^ir  ffir  den  La gny 'sehen  halten,  44  GKecfer  ge- 
spart, und  der  Fall,  dass  n-\-2p  sehr  grase  gegen  m  wird,  tritt 
bei  der  Berechnung;  von  Jt  auf  127  VecNualea  nickt  ein;  die  Reihe 
bleibt  bis  zum  219ten  Gliede  viel  convergenter,  als  sie  vom  Isten 
SM  M«D  fiUede  iet. 
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138  Lehmann:   Betlräg  %ur  Berechnung  der  Zahf,n, 

Die  eben  entwickeite.Rechnung,  in  weichet  von  der  263  Glie- 
der enthaltenden  Reibe  die  letzten  56  Glieder  durch  die  Umwand- 
lung der  Reihe  in  12  Glieder  zusammengeschmolzen  sind,  veran- 
lasst uns  zu  der  Vrage,  ob  nicht ,  wenn  man  dieselbe  Umwand- 
lung bei  einem  früheren  oder  späteren  Gliede  angefangen  hätte, 
noch  mehr  Glieder  hätten  gespart  werden  können.  Da  263:56 
=:56:12  (wenigstens  sehr  nahe),  so  vermuthen  wir,  dass,  wenn 
in  der  irgendwo  abgebrochenen  Reihe  Arctg9=g)(l — ig>*-K9* — •— )» 
welche  g  Glieder  enthält ,  die  letzten  r  Glieder  auf  die  angezeigte 
Art  in  eine  convergentere  Reihe  verwandelt  werden,  wenn  ^Iso 
überhaupt  die  genannte  Reihe  tn 

'  Arctg9==9-ä9»  +  i9»--...2p2;+I""T+iF' 

^ V| ,         2  q>^  2.4  /    y^  V  ■     \ 

^r+2y-2r+3*  H.9a  +  (2y-2r+3)(2}-2r+Ö)Al+<pV  ■*■""/ 

übergeht,  diese  letztere  Reibe,  bei  dem  Gliede 

1  y2y->8r+l 


2^-2r  +  l*    1+9« 
^2r» 


^■*'> (f-o       f^^. , 


abgebrochen,   Arctgg)   auf  eben  so  viele  Decimalen  genau  gebe 
als  die  Reihe  Arctgg)==g)--Jg7'+ »9*— ....y— ~.  9*«-».     Da   auf 

diese  Art  g  Glieder  auf  7— r+~  Glieder,  d.  i.  auf  ^^"9^"^^ 

9  g 

Glieder  zusammenschmelzen,    so   werden  wir,    um  die  leichtei^te 
Rechnung  zu  haben,    r  so  bestimmen  müssen,   dass  g\-^gr  +  T^ 

so  Wein  als  möglich,  also  (— — ^    '^  M  =  0   wird;    dies  giebt 
r=lg  und  , 

,  '2-*  .  2.4.6  \ 

.  "^  (? + 3)  (J  +  8)  (a  + 1)*  +  (y+3)(y+5)(9+7)(a+I)»+-"/ 

Diese  Reihe  wollen  wir  benutzen,   wenn  wir  statt  der 
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weiche  das  YerhäUfOee  des  Kreis-Durchmessers  eie.         129 


:Vi 


s=6Arctg  V  q*  hervorgehenden  einzelnen  Reihe  zwei  beque- 
mere Reiben  anf?enden ,  wobei  die  Warzelansziehong  gespart  wird. 
WoUten  wir 

8,,       1  1  1    ,     ,^4., 1    ^     1  1    ^     , 

unverSodert  artenden  und  dabei  n  auf  201  Decimalen*)  genau 
haben  (diese  Anzahl  von  Ziffern  setzten-  wir  uns  sogleich  vor,  zu 
berechnen,  um  dem  Kunstgriff,  welchen  wir  für  den  Lagny sehen 
halten,  mehr  Interesse  zu  geben;  wir  kannten  damals  nur  die  140 
in  den  älteren  Ausgaben  der  Vega' sehen  Logarithmentafeln  vor- 
kommenden Stellen  und  wussten  nichts  von  der  Dahse*scben 
Rechnung  und  noch  weniger  von  der  Cl au sen 'sehen  und  Rich- 
ter'sehen»   die  erst  ganz  neuerlich  bekannt  geworden  sind),    so 

durfte  der  Fehler  ^o«  ö-(l--5^+ör^"~ür7+"-0höchstensj7p5Y^» 

4  111 

und  der  Fehler  von  7  (1—4973  ^4p:5'~4p:7  + )    ebenfalls 

höchstens  i/woi  4  betragen;  es  wird   (auf  ähnliche  Art  wie  ohen) 

bewiesen,  dass  zu  diesem  Ende  von  der  SArctg}  ausdrückenden 
Reihe  210  Gliet^er,  von  der  4ATctg}  ausdrfickenden  Reihe  aber 
118  Glieder  berechnet  werden  müssten«  Da  nun  210  halbirt  105 
giebt,  118  aber  halbirt  59,  so  vermuthen  wir,  dass  wir  ^ie  Reihen 
durch  Verwandlung  am  convergentesten  machen,  wenn  wir 

8  Arctg^- =  3'(l-g^  +  923— 9877+--  +910*7^) 

0,8     ..  ,  0,2      0,2  0,4^0,2   0,4  0,6  .     ^ 
— 3^9.211  ^*  +  213+213'215  + 2l3'2l5 '217 +"'^ 

and  *^ 

4Ärctg7  -y  ^^•"49.3  +492.5 ""49». 7+-+49*«. 117^ 

0,08      ,0,04     0,04  0^  .  0^  0,08  0,12 
7"M19^  +  121  T  121  •  123  "^  121    123    125  +   •^ 


*)  Man  muM,  um  200  Brocb«  teilen 'sicher  zn  haben,  die  Rechnung 
•0  anlegen,  dass  der  Fehler  weniger  als  eine  haQie  Einheit  der  20isCen 
Brochstelle  beträgt»  weil  eine  Vermehrung  oder  Verminderung  des  Re- 
niltats  um  4  bis  5  Einheiten  der  201sten  Stelle  leicht  die  aOOste  Stelle 
abaadem  könnte. 
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schreiben.  Wir  ha^en  aber  noch  za  untersuchen  i  ob  auf  diese 
Art  SArctg}  und  4Arctg>«sfch  in  der  That  durch  die  geringste 
*  Anzahl  von  Gliedern  berecbiien  lassen  oder  ob  zu  dem  Ende  die 
Umwandlung  der  Reihe  bei  einem  früheren  oder  späteren  Gliede 
beginnen  muss. 

.  Die  auf  obige  Art  umgewandelte  Reihe  fiir  SArctgi  sei,  «m 

SArctgi  auf  einen  Fehler  von  T7i2öl~l  goau  zu  geben,   mit  dem 

ersten  Gliede  abzubrechen,  so  wird  auf  ähnliche  Art  wie  oben  ge- 
zeigt, dass  X  zwischen  den  beiden  Werthen  liegt,  welche  durch 
die  Gleichungen 

a04-.20^.log59049-r^log(263,75-^log65ö36)-log^^ 

,     1075     ,     1085  ,     10a?  +  5     ,     ,^^      ,_^      ,^^ 

204 -21,1. Iog59049—Iog(26,375  -  jJlog65536)-log^ 

,     1075     ,1085  ,     lOx  +  5     -     ,^^      ,_^    ^^ 

-log-^ — M-^ — •.••-i«g^:iriö5-i'>g(«»-a:)=o   (2) 

bestimmt  weiden.    Hier  werde»  log-Tp*  log"s~  >  log  ^-rr-^.  auf 

ähnliche  Art  wie  oben  auft^cschlagen.  Bedenkt  man  nan,  dass 
dergrosste  Fehler,  den  man  beider  einfachen  Interpofafion  eher  von 
log  10100  bis  log  lOlOOO  reichenden  Tafel  siebenzrfrrger  Logarithmen 
der  naturlichen  Zahlen  begehen  kann,  0,00000005(^21187705772... 
und  also  mit  Berücksichtigung;  der  nach  der  Interpolation  abgewor- 
fenen achten  und  folgenden  Bruchziffern  0,0000001005321187705772.... 
ist,  während  der  Log*  einer  io  5  gelt#nden  Ziffern  ausgedruckten 
Zahl,  welche  keine  Interpolation  nuthig  macht,  nur  mit  einem 
Fehler  von  0,00000005  behaftet  ist;  und  bricht  man  die  linke  Seite 

der   Gleichungen  (l)  und  (2)    versuchsweise   erst  mit  — '^©"gg' 

-log(500— 160).  dann  mit  — log -gg^— log (500— 161)  ab.  so  über- 
zeugt man  sich,  dass 

die  linke  Seite  der  Gleich.  (1),    wenn  a;=160  gesetzt  wird: 
=  +I,00332494375dt  0,00000627...., 

die  linke  Seite  der  Gletch*  (2),   wenn  a:=160  gesetzt  wird; 
=+1,04908244375  ±  0,00000628...., 
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die  linke  Seite  der  Gleich.  (1),  wenn  ^ipcsl&l  gesetzt  wird: 
== --0,45605963625  J:0,(XXnQ637..., 

die  linke  Seite  der  Gleich.  (2) >  wenn  ar^l6I  gesetzt  wird: 
:= —Q»4]OW)205625  db  0.00000638...^ 

wo.  alleraal  nach  dem  Zeichen  db  die  übrigbleibeDde  Ungewi^slimi 
gesetzt  ist  Folglich  ist  a:=:161>  alsa  etwas  mehr  als  i«210L 
^ir  wollen  daher  die  Umwandlung  dec  Reihe  für  SArctgi  nun 
versuchsweise  bei  einem  anderen  als  dem  lOGten  Gliede  begin. 
nen,  and  zwar  bei  demjenigen»  welches  nach  der  Umwandlung 
sich  zum  folgenden  verbftli  wie  834:1  (dies  ist  nämlich  das  Ver- 
hältnisse welches  bei  der  obigen  umgewandelten  Reihe  sich  her- 
ausstellt.   die  wir  als  eine  zur  Bestimmung  von  OArctg  V  tc-   auf 

127  Oeciroalen  bequeme  nachgewiesen  haben).  Das  (2r-|-l)ste  Glied 

8  111  8 

der  Reihe   3  (l-9:3  +  ^3~5r7+->  '"^  =C2a:-H).3^'+^'   ®* 

2^  +  1 
verbält  sich  zum  folgenden  wie  1 :  5JS"~X5C*    »»^  ^^  Umwand- 

Inng  aber  wie  1 ; . q .,.       ^.  =  834  .\>      ^.     Soll    dies   Verhältniss 

=  834:1  sein;  so  ist  2ar  +  3=166,8,  also  a:  =  81,9;  die  Umwand- 
lung ist  also  heim  83sten  Gliede  zu  beginnen.  Dann  finden  wir 
durch  ähnliche  Schlüsse»  dass 

die  linke  Seite  der  Gleielning  (1),  wenn  a?=157  gesetzt  wird: 
= + 0,54288094375  i  0,00000729 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  :rs=lS7  gesetzt  wkds 
=+0,58863844373 +0,0000073oL.., 

.    die  linke  Seite  der  Gleichong  (t),  wenn  :r=158  gesetzt  wird: 
=^0j;5066756a5db0,00000739... 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  ar=158  gesetzt  wird. 
=—0,72930925625+0,00000740...., 

also  a?=:sl58:s:J.2ia.  Wenn  irit  Mch  eea  GUed  weker  auvuck* 
gehen,  also  die  Umwandlimg  beim  82sten  Gliede  beginnen»  so 
wir 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  ar=rl57  gesetzt  wmf : 
=;  +  0»46677934375i:0,00000738...., 

die  Koke  Seite  der  Gleichung  (2)»  wenn  a:=157  gesetzt  wird: 
c=  4.O^513B37O4375:k0J)0Q0(K738..., 
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dieJinke  Seite  der  Gleichung  (])/wenn  ^r=:158  gesetzt  wird: 
=  -  0,84549105625  ±0,00000748...., 

die  linke  Seite  der  Gieicliung  (%  wenn  :r=158  gesetzt  wird: 
=  -  0,79973355625+0,00000749...., 

also  X  ebenfalls  =  158.    Wenn  wir  noch  ein  Glied  weiter  zurfidc- 
gehea,  so  finden  wir  für  ar=157  und  158  die  Resultate: 

+0,40171684375+0,00000747...., 
+0,44747434375  ±0,0000074^....,     . 
— 0,9049498562^+  0,00000757.... , 
-0,85919235625+0,00000758...., 

also  X  ebenfalls  =158.    Folglich  ändert  sich,  wenn  wir  die  Um- 
wandlung erst  beim  ^2sten,  dann  beim  83sten  Gliede  beginnen, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (I),  wenn  a;=157  gesetzt  wird, 
um  +0,0761014, 

die  finke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  r(?=157  gesetzt  wird, 
um  +0,0761014, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  a:=158  gesetzt  wird, 
um  +0,0704243, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  a?=158  gesetzt  wird, 
um  +0,0704243. 

Wenn  wir  aber  die  Umwandlung  erst  beim  Slsten,  dann  beim 

828ten  Gliede  beginnen,  so  ändert  sich 

*  1 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  d:=157  gesetzt  wird, 

um  +0,0650627, 

die  linke  "Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  a;=158  gesetzt  wird, 
'     um  +0,0594588. 

Wir  vermuthen  daher,  dass,  wenn  wir  die  Umwandlung  erst 
beim  SOsten,  dann  beim  81sten  Gliede  beginnen,  die  linke  Seite 
der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  a;=:157  gesetzt  wird,  sich  um 
+0,0650627+0,0650627-0,0761014= +0,0540244  ändern,  und  dass, 
wenn-  wir  die  Umwandlung  erst  beim  79s ten,  dann  beim  80sten 
Gliede  beginnen,  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn 
:r=157  gesetzt  wird,  sich  um  +0,0540244+0,0540244—0,0650627 
±=  +  0,0429861  ändern,  u.  s.  w.,  dass  also,  wenn  wir  die. Umwand- 
lung beim  76s ten  Gliede  beginnen,  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1), 
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weno   ^=167   gesetzt   Wird,    ihr   Minimum   =+0,54288004375 

—  0,0761014  -  0,0050627  —  0.0540244  —  0,0429861  -  0,0319474 

—  0,(ß09087  — 0,0098700  =  +  0,24198024375,  und  die  linke  Seite 

der     Gleicbung    (2)    ihr    Minimum     =  + 0,24198024375  +  log  ^ 

=+0,28773774375  erreiche,  dass  al«o,  wenn  die  Umwandlung  beim 
76sten  Gliede  beginnt,  der  Fehler  der  mit  dem  1576ten  Gfiede  ab- 
gebrochenen Reihe  am  kleinsten  und  doch  noch  etwas  grOsser  als 

lft2oi  A  ^®''-    ^™  ^^^^  genauer  zu  untersuchen,  ist  es  (weil  in  der 

Gegend  des  Minimums  die  Aen'deruDg  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (I)  geringer  ist  als  der  Unterschied  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  ebenso  die 
Aenderung  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2)  geringer  als  der 
Unterschied  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  von  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (2))  nüthig,  den  Fehler  in  engere  Grenzen  einzu- 
scbliessen,  dadurch,  dass  man  auch  noch  das  159ste  Glied  mit 
berücksichtigt.  Wir  wollen  ^ie  drei  Fälle  betrachten,  wo  die  Um- 
wandlung beim  758ten  Gliede,  wo  sie  beim  76sten  und  wo  sie 
beim  77sten  beginnt,  uni  dann  zu  erkennen,  ob  sich  bei  der  mit 
dem  76sten^  Gliede  beginnenden  Umwandlung  das  Minimum  mit 
alier  Entschiedenheit  herausstellt. 

Wenn  die  Umwandlung    beim  75sten  Gliede  beginnt,   so  ist 
das  158ste  Glied 

_     0,8       0j2v  0^  0^     IM 
"3"'^.  149'  151  •  153155-'31ö  ' 

die  Summe  des  158sten  und  159sten  Gliedes 


0,8 
'3wr.l49' 


0^    04  0^     16,6/_    16,8\ 
151  •  153  •  155 3l5  V+ 317/ 


_     0,8       M   M  M     1??5  ???!? 
""3"M49 '  151  •  153  *  155 315  "  317  ' 

und  die  Summe  aller  nach  dem  1576ten  Gliede  folgenden  Glieder 

^     0.8       02   0,4   0,6     J6j6  /     10  16.8\ 
>  314^ .  149  •  151  •  153  •  155 315  '  V  +¥ '  ^I7/' 


d.  i. 


0.8       0,2    0.4  0,6     16,6  3021 


^3"».  149 '  IST  •  l53  •  B5-— ^15   Hf ' 
Die  Samme  des  159sten  and  löOsten  Gliedes  aber  ist 
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_     03       W  JM  W     183  836 
^  3  w .  149  •  161 '  153  •  I55 317  '  319' 

.und  die  Summe  aller  nach  dem  ISSsten  Gliede  folgenden  Glieder 
kleiner  als 

<),8      0^    M   0«     16;8  3041 
3*^M49'  151  •  163 '  155 3l7 '  319 ' 

Wir  werden  also»  indem  wir  übrigens  die  obige  Entwickelang  bei- 
behalten, 

'   zur  linken  Seite  der  Gleich,  (l),  wenn  oc^=^l^l  gesetzt  wird,/ 
log-irri*    binzußigeo» 

von  der  linken 'Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  a?s=167  gesetzt  wird» 
logöÄ^i  subtrahires, 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1)»  wenn  a;=)58  gesetzt  wird, 
log  «Tg   hinzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2)»  wenn  jr=  158  gesetzt  wird,    \ 
log  HTvji   subtrahiren, 

333  8  •  3170 
wobei  wir,  wie  oben,  die  Brüche  '^f'*  öTvTt  u.  s.  w.  in  5  gelten 

den  Decimalziffern  nebst  angehängten  gemeinen  firficben  entwickeln. 
Auf  diese  Art  finden  wir  für  :r=157  und  158  die  Resultate: 

+0,^265484443'^  ±0,00000807.... 
+  0,26790624375  ±  0.00000808...     - 
-1,00887605625  ±0,00000817... 
- 1,00644145625  ±  0,00000818.... 

,Wenn  aber  die  Umwandlung  beim  76sten  Gliede  beginnt,   so 
haben  wir 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1),  wenn  ar=£:157  gesetzt  wird, 

I     333,6  . . 

log  Q|^    hinzuzufügen, 

von. der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  x=:157  gesetzt  wird, 
loggj^  zu  anbtrahiren. 
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z«r  linken  Seite  derdctdi.  (1),  wem  x=l^  geltet  trl^d, 
lQg*7j^  hinzuzufuiien« 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  i^venn  :r  =^  158  gesetzt  wird, 

I     3190  _    . . 

log^^  BU  Miiiiarfihtffen« 

Das  giebt  die  Resultate : 

+  0,26405974375  ±0,00000798.... 

+0,96645454375+0,00000790 

— 1,01550025625  ±  0,00000808.... 
- 1,01309295625  ±0,00000809.... 

Wir  sehen,  dass  wir  hier,  um  den  Fehler  in  gehörig  enge  Gren- 
zen einzuschliessen ,  noch  ein  Glied  weiter  gehen  müssen. 

Wenn  die  Umwandlung  beim  75sten  Gliede  beginnt,  so  ist 
A  Kl?*!.  ^ö,8  .  ,.  16,8  /,  17\  ,  _,  ^  ,^10 16,8 
der  obige  Factor  i+ßjy  ""  l+3iT'l  *+3T9y'"®'"^*®^l+g"*3T7 

-^16,8  .10  16,8    17     .     ^  ^     4j^  J7  ,    ,_.   17  AJ7^\ 

^  +  3l7  +¥' 3l7 '319'  "^^^  ^''''^'''  ^+3l9  '*)  ^  +  319^+321/ 

10    17  17      10    17*  17,2 

und  der  Factor  1+  -g  .  qj^  in  1  +  öjg  +  ^ .  ^  •  3^«^ verwandeln. 

Wir  haben  also 

zur  linken  Seite  der  CMelcb.  (1),  wenn  a;i=il57  gesetzt  wird, 

.  ,  ^  ,     333,8  ,       ,     106767,8  . .         ^. 

nicht  log"ö|7~#  sondern  log  |/)ut>Q    hinzuzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2)^  wenn  a::=157  gesetzt  wird, 

.^*i     3170  ,       ,     5056150  .^.. 

nicht  »«^gggJl»  sondern  '0642^073  zu  snbtrahiren, 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1)^  wenn  ar^l58  gesetzt  witd, 

.  .  ^  .     336  .       ,     108148,4  . .  ^. 

nicht  log^*  sondern  *^ "ujo'iqq'  hinzazulugen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  ^=:158  gesetzt  wird, 

•  k.  1     3190  .       ,     1023990  .  ^  . . 

picbt  logofi] '  sondern  log  973^23   '•^  subtrahken. 

Das  giebt  die  Resultate: 

+0,06664774375+0,00000807.... 
+  0,26677674375+0,00000808....  ^ 
—  1,00770025625+0,00000817.... ' 
^  1,00956965685  ±0,00000618.... 
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Jetzt  IcSnneD  wir  also  die  Gleidraogen  (1)  und  (2)  so  weit  fSr 
gleicbbedeuteod.  halten»  dass  wir  sagen:  Wenn  die  Umwandlang 
beim  76sten  Gliede  beginnt»  so  ist  die  Knke  Seite  der  auf  0  gebrach- 
ten s:  bestimmenden  Gleichung»  wenn  :p=:157  gesetzt  wird, 
=  +  0,266..,.,  und»  wenn  a:=158  gesetzt  wird,  =— 1»007..^ 

Wenn  aber  die  Umwandlung  beim  76sten  Gliede  beginnt»  so 
haben  wir  ^ 

zur  linken  Seite  der  Gleichung  (1)»  wenn  :r;=157  gesetzt  wird» 

.     106697,28  ^.. 

log    20^223     hinzuzufügen» 

von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  a; = 157  gesetzt  wird» 

,     1264037,S  .  ^  .. 

log  1 20QR03  '  ^^  subtrahiren, 

zur  linken  Seite  der  Gleichung  (I)»  wenn  a;=  158  gesetzt  wird» 

,     36025,8  . . 

log  oi|Qo   hinzuzutiigen» 

von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2)»  wenn  a:= 158  gesetzt  wird» 

,     1706650  .  ^    . . 

*  1621637  *"  subtrahiren. 

Das  giebt  die  Resultate: 

+  0,265I9634375±0,00000798.... 

+ 0,26532244375 + 0,00000799 

-1,01435105625+0,00000808.... 
— 1,01422355625+0,00000809.... 

Die  linke  Seite  der  auf  0  gebrachten  a  bestimmenden  Gleichung 
ist  also,  wenn  :r=157  gesetzt  wird»  =  +  6,265....»  und»  wenn 
:r=158  gesetzt  wird,  =—1,014.... 

Wenn  endlich  die  Umwandlung  beim  77sten  Gliede  beginnt»  so 

^.      ,     106626,84  ,,  .  ,     5056150  ,  /  . . 

ist  respective  log    ia||03    hinzuzufügen,  logT^g^sg  au  suhtrahi- 

,     36002,16  ..         ^  ,  ,     853325         ^^  . .        _^ 

ren»   log  ^100     hinzuzufügen»  und  loggiQögi  zu  subtrahiren.  Da» 

giebt  die  Resultate: 

+  0»27480024375  ±  0,00000789..,. 

+ 0,27492344375  ±  0,00000790.... 

'  —1,01000966625  ±  0,00000799.... 

-1,0098860^25  +  0»00000800..., 
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Die  lif&e  Seite  jder  a:  be«timmei>dfeii  Glepchnng .  ist  i^lso^  wenn 
a:=  197  gesetzt  wird;,  =  +  0,2T4.;..,  und,'  wenn  a;  =  158  gesetzt 
mti,  swiMben  --  I^OIOOUa  und  *t^  IfXM.u. 

Abs  alleifi  diesem  geht  benror,  dass,  wenn  die  Ubwandlosg 
beim  76steii  tiliiede  beginnt ,-  die  linke  Seite  der  auf  0  gebriichten 
X  bestitemeii.diStt  GlekhuHg,  wenn  xt=2U7  gesetzt*  wird,  ihr  Ml- 
nittun»  =£r^  0,360....  erreiebti  Md/wc<nvi  ars=i  168  gesehst  wtVd, 
ifar  Q^atiYes  Mazjmum  =-^1^14....  erreicht,,  dass-es  also  picht 
iiilgiich  ist,ldb^^  jeiijoidigf  tJmwi^luog.dsr  Reib«.. 


s0""O+^:ö""9V7+' •) 


den  Wertli  ven'SiLrctg^  ▼ermittelst  weniger  als  156  Glieder  auf  . 

einen  Fehler  von  JpSöTi  ^  berechnen,  und  dass  die  geringste 

Aazabl  der  da^  erforderlichen  Glieder  statt  findef,  wenn  die  Um- 
wandlung beim  76.  Gliede  beginnt.  Bat  man  die  Umwandlung  beim 
76.  Gliede  begonnen,  so  entsteht  das  158.  Glied  aus   dem  157. 

darcli  Multiplie^tion  mit  ^- j§*    4  ••  niifjAci  ■  ;  woIlW  man  also 

beim 'IST.  Gliede 'eine  zweite  Umwandlung  auf  die  oben  angezeigte 
Art  bejpsfinneff,  sp.  lyvird/K  diMi:198.  Glied,  aas  dem  157,  durbb  Mül- 

tiplicatlon  mit  — ^rs —  •  g  entstehen,  d«  i«  durch  Muttiplicatiön  mit 

jg» — ;  die  Conirergeiizwdrde  also,- anstatt  Verstärkt,  vermindert 

werden;  vielmehr  drac|:t  die  Multipncatlon  ^^^  Ton—  lÄimer  noch 
eine  stärkere  Convergenz.aus,  als  vpm  2ten  znmSten  Gliede  statt 
findet.  ^Es    ist  also   fiberhaupt  nicht  möglich,   SArctg^  durch 

weniger  als  15S  Glieder  auf  einen  Fehler  von  iQaoi  A  ^^  berechnen. 
•       .  '  *    .  ^ 

Da  75=:  27*210,' so  vermuthen  wir,  dass  4ArctgAsich  durch 
die  geringste  Anzahl  von  Gliedert  berechnen  lasse,  wenn  wir: von 
derItelheiy(l--^^+^p-g---^|^+....)  nur  jj.118,  d.  i.  42 
Glieder  unverändert  lassen  und  beim  43.  Gliede  die  Umwandlung 
besinnen.  aUo  4Arctg^=  j(l-jg;g+jyrg-^+....-45i-g^)' 


X "•-  A.  0,04.0,04  0,08,  0.04  0.08  0,12^      \     ,    ,. 

+ w:m}  +'87"+"§f89"+iw"""89"*"»r+ — j  ««•"«•>«"• 


_0^ 

7»«,8g 

TheU  X\1.  tO 
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138  Lekmaimt  MHU^'^wrB^redimma  der  Zähl  ^ 

' ..     •   -  1^  •     t     *-  1.    '  .  '- 

Diese  Reihe  sei^^  um  4Arctg^  bi«-  «uf^inen  Celiler  vod|^öi;{  a^^* 

zudrücken,  beim  jrsten  6UM4  ftb^ubreebfori,  4a  ist  iaa  (2P-|-l>ete 
^^  .        0,08       1        2      .  a  :r-^4-?  ,  ,       . 

Boch  die  beide«  ColgeiiiieD  Glieder  binsa,   «jo  kOnqen  wir  sagen^ 
die  SwB^sQ%  aller  nach  4^1»  x^lm^  Qliede  Arfgenden  Glieder  «ei 


aber 

< 

d.  L 


T^s:^'  2m '  22^23W-"SÖ£Tifei*+SJ5+?SV^ 

0.06       1        9       3       _£— «/       a?-4J_/     60_£-40^\\ 


8  2SSla*^^799ia;+5890     12        3         g— 42 

1         100d^+3133r-|^ja     12     _3_       ;r-42 
"^^  fM.5312,5  •      i(2a:+3)(2a:+6)       *  2l?S  *S '  2375"-5eaH-25' 

FolgUcb  Begt  x  afrUttheii  'den  l>«i(le»  Wertfaen,  welche  Üttreli 
die  Gleicfaangea  , 

294-Ifi>6.1«gU807-a«»893t2500r-|l«g6S$3Q 
..     2651a*4- 7994a: +5890    ,'2178     .2226     ,    2275 


und 


■log?^^-log(500-a:)=0 


204-17log  16807-  (log53]2,5-j|log65B36) 


..     10002>-|- 3133a: +2322     ,     2175     ,     2226     ,     2275 

•»-'^(lc+a)(2^+S)     ^^-T. — '»*T-  -**K-T-~ 

i    «^   *        j        «  .     ^75  .  .     2225  .  .     2275 . 

Besutnat  weramt.    Summirt  m«»  l«g-TT-  +'0($~^  +  log— x^+... 

442ä' 
bis  ;ca  log  *^^  (iras  so  riei  belsst'als  d:=:88  betzen}   man  b«* 
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■ 
rucksicbtige^  dass  88=^.118  ie^>   ao  m\gt  ^  niinerische  Aus- 

fiibning^  Jus  man  weit  davon  enireriit  ist,  üielinlce  Seite  der  or 

bestinmenden  GleicfcimgeD  .:^0  zu  Inibea,   und  das^  zu  diesem 

Zwecke  jc  mit  grosser  als  88  zu  setzen  \kL    TVir  *w«Mutii«ii  da» 

lier,  dass   die  kleinjstte.  Anzahl   der  Glieder,  ^v^lche  «rforderlich 

1  1 

rind  «1  4Arctg^  bw  auf  tiotn  fiffdcr  von  |^j^  ^  «aszudrOcken, 

nicht  bei  der  mit  dem  4SBl<Mifllt^de%eglnniMden€nnvaiidlung  statt- 

5  1 

findet  Wir  versuchen  dalier,  anstatt'  {4 -1^8»  ^U^,  d.  i.  59  Glie- 
der nnrerSodert  zu  lassen  und  also  die  Umwandlung'  betixi  fiOäteti 
Oiede  ansfiAin^.    ISeHid  M  das  (tr-|-i)«1e  Glied  t^iftr  umgewan- 

delteo  Reihe  =7nCU9-3Cß**3Ö7Ö  •Sia--5Ö^+^^  ''''*«"''*"  "^'^ 
Samme  aller  naok  dem  ^stea. Clliede  folgenden  Glieder 

0^08      _I_  ^ 9_     :rP-59/-,,   »w^8  /,.    a?-67  \\ 

aber 

^   0,08        I       2       3        0?— 69  /,  ,   iP-58  /,  ,  59    a:~57  \S 

dl.  .-..;..• 

8  2551arH7n0ar^^5l31     1       2       3    ,       ar-59 

2         50003:«+1393ly  +  l^y    l     ^3       3        _«-»: 
^7»».?4375"        (2a:+3)(2«+5)        •3(»5'3a75*3J25-*"  :50a:+  iS ' 

FoJ^cb  liegt  !r/9irk^en  4^  fiieid«»  Werth««:»  niitfche  «hirch  d^ 
Gleichungen 

a04--^'i3,4.l«iglWff7-(lpg7437500- *  log  65S36) 

..     J55Ia:«  +  7HDar  +  5l31     ,     3025     .     307S     .     312S 
<"*^ß— <2a:+4)(2^+«— r^^"l »•«-2~»*g-3 ..'. 

204- 23,8. log  1«807-.  (lo<574375-.g  log66536) 

. ,  sooikr«+ia»a^+i«r77  /  aws    ,   3075    ,   3125 
••— «^s^tr-*^sf5oo-;r)=o 

10* 
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J>estimmt  werden.    Aber  auch  hier  zeigt  «ich's,  das«  x  weit  grSa» 
ser  als  88  zu  setzen  ist ;  °  wir  fahren  also  in  der  SummlruDg  der 

Reihe  log  —y-  +  log  -5-  +  log— g — V  ~..  fort  und  finden  für  a:=100 

und  «SB  101  die  Resultate: 

+  1.579408695  ±0,00000484.... 
•f  1,57940932751  0,00000486.... 
— 0,iSOl640906  ±0,00000494.... 
~  0;S016402725±  0,00000496.... 

Folglich  ist  a;=101. 

Wenn  wir  die  Verwandlung  nno  vrieder  bei«  43sti(h  Glied« 
beginnen,  so  indea  wir  üBr  x=100  dnd  :r=101  die  Resultate: 

+  1,357016755  ±0,000006.17..... 
+ 1,35701789375±0,00000638..... 
-0.576444245  ±0,00000647...,. 
—0,57644310626  ±0,00000648... 

Folglich  ist  X  auch  hier  =101. 

Es  ist  daher  zu  vermuthen,  dass  x  am  kleinsten  werde,  wenn 

43+60 
wir  die  Umwandlung  mit  dem  — 3 — ten,d.  i.mit  demSIsten  Gliede 

beginnen.    Hierbei  ist  das  («+l)8te  Glied  der  umgewandelten  Reihe 
0,88       1         2        3  a;-50       ,      ,.   «  „         w 

=  7wJÖlÄ^'2^ä676   ••6ar+28'  a»»»  ^w  »«>">"«•  •««"»«* 
dem  «sten  Gliede  folgenden  Glieder 


Q.06        12      3         g-SO,  /,  .  ar-49  /,  .    x-4&  \\ 
'fWm  •  Sw'5e®'5^v'"S8iS+!»V  "^^SÖSh^V  "*^5i+lW/ 

er 

0,08      12       3         jr-60  f^  ,  X—A9  f^  ,  50    ar— 48  ^^ 
?»OÖI*S?6:26SäS«";60a:+25V  ^^50a:.+75V*+49'50»+125,/> 


aber 
< 
d.  i. 


8  2551a:«+7S78ar+5602     1        2       3         ar-50 

^7»».6312500*     (2a:+3)0Lt  +  5)     •2575'5B5S'-28?5-6ar+25 
und 

. 2        600ar»+14849j;+ 11074    1       2      3         x~^ 

'^Twmm'    (2* +3)  (it + 5)    Ä^'ä^*2sra  ••••  wüp+w 

F.olglich  liegt  x  zwischen  den  beiden  Werthen,  welche  durch  die 
Gleichungen 
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wOtk»  d^-  F^rMUMM  de»  Kre^Bwrekmnten  ete.         ]4l 

♦  204— I9.8.I«glÖ8Ö7-(Iog63I2500-Jlog65536) 

.,     5S551«»+75?&t+5«»     •,     2576     ,2625     .     2875 
+  '•«     (2»+3)(2x+6)     -'"8  T log-g-  -log^-.- 

..~-l«g5^^~l«g(500-;r)=O, 

204  -  20,2 .  log  168(^7— (log  «3125  —  g  log  65536) 

.  ,  5000««+ 148490^4^11074  ,  2675  .  2625  ,  2675 
+  '"« (2<r-f3)(2^  +  5) '*8T '"» -X^'^^T—  • 

.^~l.g^f^-Iog(500-*)=0 

bestimmt  werden.  Wir  finden  Cur  a?  =  ]00  und  4?=  101  die  Re« 
snltafe: 

+0,830225915  ±0,00000582.,.. 
-f  0,8362266475  ±  0,00000584.... 
-1,160510285  ±0>0000059259.... 
— 1,16050Ö5525±0,000005939...., 

also  die  linke  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung,  wenn  a;=100 
gesetzt  wird,  :£= -f  0,8362....,  and,  wenn  a:=:101  gesetzt  wird, 
=  — ],]605.«.. 

Fflr  a:= 100  Ist  also, 

wenn  wir  die  Verwandhing  mit  dem  43sten  Gliede  beginnen» 
die  linke  Seite  der  x  bestimni^Bden  Gleichung  = + 1,3570.... 

wenn  wir  die  Verwandlung  mit  dem  Slsten  Gliede  beginnen, 
die  linke  Seite  der  j;  bestimmenden  Gleichung  4-0,8302.... 

wenn  wir  die  Vdrwbndlung  mit  daa  OQslen  Gliede  beginnen, 
die  linke  Seite  der  a:  bestfanmenden  Gleichung  + 1,5794.... 

Wir  vermuthen  daher,  dass  für  ^=100,  wenn  wir  die  Ver- 
wandlung mit  dem  rten  Gliede  beginnen ,  die  linke  Seite  der  x  be- 
stimmenden Gleichung  =  -f  0,8362....  -f  e(r— 51)  +  C(r-51)>  sei, 
wo  B  und  i  durch  die  Gleichungen 

+  0^8362....  +  «(43  -  51)  +£(43-  51)«=+ 1,3570.... 
+  0,8362....  +  €(60-^  51)  +«60  -  51)«==  + 1,5794.... 

bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall,  so  findet  f&r  ^=100  das 
Minimum  der  linken  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  statt. 
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vFenn  die  Umwandlung  beim  bissen  Gliede  l^|inot.  Um  die«  ge- 
nauer  zu  unfersuchen,  Kaben  wir  ndcb  ffir  jr=lfOO  undTdrslOl 
die  linkv^  Seite  cter  a:  bestinuaenden  ^Uckfaung.  •treog/so  berecfa- 
nenr,  wQpn  <ffe  Umwan^hing  benii'SQsteij  vadwe««  &iebekv5'2lsten 
Gliede  beginnt 

Statt  des  Braches  — (2  4-3)('>x-»5) — '  welcher  angewandt 
wurde,  aUd^.Umwandlnng^ keim Sldteo Gliede b^ann«»  haben  wu*, 
weni>  ^e  beim  SO«len  Gliede  beginnt,  -- — ßärT3W35-4Ti '         ' 

wenn  sie  beim  52sten  Gliede  beginnt,     lik^JL'KM^    jTrS —  «««chirei- 

SB0ft2^+ |4849:r -f  11094 
ben,   statt  des  Bruches  ^ij;  4-  "W  Mar  4-  ^i *^*'  respective» 

geft(ht44-t4%ljrfltl21       ^  SaWa:«4f47ff^+1iO» 

C2x  +  3)(2ar  +  S)         ""^  (2ar+3)(2a:+&>        '    ^»«^^A»»«- 

derungen,  weiche  hfecnacb  mt*  den  »  beatinupenden  Gleichungen 
vorzunehmen  sindi,.  wolLea  w«  Kiicze  halber  übiergeheii»  da  Jeder 
sie  leicht  selbst  Wird  vornehmen  kuosen,  unft  wir  schreiben  nuY 
noch  die  Resultate  htn: 


Hr  0,840503305  dt0^0000059059t.^ 
+ 0,8405043275^±  aü00005919. 4,. 
—  1,147800405  i:0l00000600f>4... 
— 1,14779Ü5725±  0,000006020. .-. 


^»«8492348391  J:  0,000005801  &..: 

,  -f  0,8432356875^0,0000058154^. 

- 1,15610067  i25J:0»0Q0QI5651ft^. 

— l,156Qä983875db0,OO0O05aß54.... 


Felgifoh  M^  wem  die  UVnKiMdhmg  vMA^m  GOi,  &h  und 58.  «Mede 
he^^nir^  Unke  Stile;  dta  ^  befttimmeBdeii  GletclMig;. 

fta;r:4^tlO:        -fOiMOU;.       •fQ^836&L.,.     -i^0,849Sl.. 
and  ftli  «xs.lQl£    .  ^U47m^       -^I,lfi05...       ^U56..... 

Pel{|^4dK  wemdieUkiWMidlmig  mit  d>ei<i  51istenGli«d«  be- 
gkinA^  fjlp  a:=slA(k  <Us' AliwJMiimi  der  ilinkea  Seke  der  auf  0  ge- 
brsiichtenjr  beslioMenden  Gleichung  statt,  und  für  ^  =  101  da»  ne- 
gaftv'e  Maxjmvm.  £s^  ist  afso  nicht  mOgllch,  dwrch  einmalige 
Ufayrratidlnig  der  Reifte 


70"^  49. 


49.3*^49».5"~4P:5+- 


d'en^  WertRr  ren  4Ärctg:£  venMtlelst  weniger  ale  kM  Clieder  bis 
anC  einen  Fehler  von  iJMöiri  ^^  .bctr^fiiui^A»  uiwl  die  gering,ste  A»- 
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zahl^er  daaa  erforderUoiM  GMhr  f«M  siatU  wen«  «0  Um- 
waodhiigniil  demftftsMiGiiede  begiftut  HatmandieUrowaBdluBg 
beim^inten Gliedt  hegi^mM^.aü  «bteteiitdM  Iftlate  GlUd  aus  4ett 

iQOsten  durch  Multiplication  mit  SqJ*  gn»  ^a  pun  der  Zähler  lOO 

kleiner  M  aia  der  Nenner  2Dl>(6o  KÜtde»  weim  aanbeim  lOQsten 
Güede  eine  zwritd  Uaiwaiidlnng  auf  4ie  ab#n  aagn^eigte  A^  he- 
gion^D  wollte^  die  Convetgokt,  änsMt  yerntörkt»  fermindert  wev^ 

den;  vielmehr  drOckt  die  MulMplication  mit  lini'gn  immer  poch 
eitie  atSrkere  Convarfi^ena  aas,  al#  vom^  2teQ  aan  3<en  Gliede  atattfin« 
det  Es  Ist  also  Oberhaupt  nicht  möglich ,  4  Arctg^s  durch  we- 
niger ala  ipl  GHeder  hls  auf  einen  Fehler  von  ||Woa  m  zu  berechnen. 
So  l£«8t  sich  n  ^areh  dia  Gleiebmig 

0,8     /-^0,2  .  0/i   0,4  ^  0,2  0,4    0,6  .       \      . 

+>(^-^IO+ 455:5^3K7+-- -^^ 

'^^T^MPXV+^Oa  ■''  J03  *  106  ^  1P3  '  106  "Wf^'J 

verroittelsl  259  Glieder  bo. genau  berechnen^  dasa  der  Fehler  we^ 
niger  als  eine  halbe  Einheit  der  20lsten  JBmcbstelle  beträgt,  vor- 
ausgesetzt,^ dass  man  jedes  Glied  so  ^eiiau  berechDet,  dass  der 
Fehler  weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  204ten  Bruchstelle  beträgt. 

Das  gluckliehe  PnrtschreUeM  und  die  fiKelierheit  d<es«T  Rech* 
BQAg  iiA  nor  dweh  ttaa4yiäss%e  Onlrollen  etreiehbar.  Das' erste 
GTied  biMet  dii»  r'eriode  2,600....,  das  IMate  aber  ^  Periode 
0,5714286714%....  Das  Dreifache  des  2ten  Gliedes,  das  F<infrache 
des  3ten,  das  8iebearache  ^es  4ten,  n«  s.  w.,  werden  dnrch  con" 
tinuirliche  DivislM  mit  0,*  das  Dreifadbe  des  lOOsten,  das  Fünf- 
fache 'des  lOlsten,  das  iSiebenfaehe  des  t6:2sten  ....  aber  durch 
continnirliche  Division  mit  40 'gefunden,  welche  letztere  am  schnelN 
sten  von  statten  gebt,  wenn  man  stetige  iVfittelgtieder  berechnet, 
also  contlouiHicfc  durch  7  dividirt.  Jede  Division  mit  9  ist  auf  der 
Stelle  sü  controtliren ,  dadurch,  dass  man,  ohne  etwas  an fzuschreft- 
ben,  Ditidendda  und  Quotient  addirt  iind  die  einzelnen  Ziffern  der 
Sonnia  ht  Gedanken  eine- Stelle  weiter  rechts  rfiekt,  wüdnreh 
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man  dM  QttotieBten  wied«v  edwlteii  anmi    Jede 'Divldioa  Ulf  49 
airer  wird   (^leicbfalls  oÜne  etwa«'  aoraaaolnrelb««)  coiitroUirt»    io« 
dem  man' Diridendas  und  Quotient  addirt  und-  dBe  emscintBif  Zif» 
fern  der  Summe  in  Gedanlcen  2  Stellen  weiter  rechts  rüclct,    wo- 
durch  man,  die  Hälfte  des  Qj^^tienten  erhalten  muse.    "Was   die 
GontroHen  der  Divisionen  mit  3;  5»  7,....  betrifft,  so  wird  eriitlUsh 
die  Division  mit  3  durch  eioe  nochmalige  Division  mit  3  cootrol- 
Hrt,  nach  welcher  dann  die  filr  die  Division  mit  9-  angefilhrte  Con- 
trolle  anzuwenden  ist;    die  Division  mit  5  ist.  erstlich  direct  aas- 
zufahren,   dann  in  Gedanken   durch  die  Moltiplication  mit  2  Dod 
Rückons  der  einzelnen  Ziffern   dieises  Doppelten    um  eine  Stelle 
rechts  zq  eontrolliren;.  die  Division  mit  7   controUirt  man   dorch 
eine  nochmalige  Division  mit  7,  nach  welcher  dann  die  ftiT  die  Di- 
vision mit  49  angefahrte  CpntroUe  anzuwenden  ist;    die  Division 
mit  11    dadurch,    dass  man  den  Quotienten  vom  Dividendus  sab- 
trahirt  und  die  einzelnen  :Zifer0   des  Restes   eine  Stelle  weiter 
rechts  rOckt;  unter  den  Divisoren  13,  15,  17,....  ist  jedesmal  der- 
jenige,   welcher   keine   Primzahl .    atich    nicht  da«  Quadrat  einer 
Primzahl  ist,    in  2  ungleiche  Factoren  a  und  6  a^  zerlallen,    und 
die  Division  einmal  erst  durch  a,  dann  durch  fr,  ein.  andermal  erst 
durch  6,  dann  durch. a  ^n .  vollziehen ;    ist  aber  der  Divisor  eine 
Primzahl  oder  das  Quadrat  einer  Primzahl,    so  ist  der  Quotient 
zum  Dividendus  zu  addiren  oder  von  ihm  zu  suhlrahiren  und  das 
Resultat  durch  den  um  1  vermehrten  (respective  verminderten)  Di- 
visoR  zii  dividiren ,  welche  letztere.  Division  dann  leidit  durch  Zer- 
fiillong  des  Divisors  in  2  oder  mehrere  Factoten   (die  man  aber 
hier  nicht  in   verschiedener  Ordnung  zu  probiren  braucht)  auszu- 
führen Ist.    Einfachere  Controllen  ergeben  sich  in  speciellen  Fäl- 
len leicht;    z.  B.  die  Division  durch  99,    obgleich  99  weder  eine 
Primzahl  noch  das  Quadrat  einer  Primzahl  ist,  controUirt  sich  am 
leichtesten,  wenn  man  Dividendus  und  Quotient  addirt.    Das  76ste 
Glied  entsteht  aus  dem  i49^cheii  de«  75ste|i   durch  Divjsop  mit 
151Q,   und  das  2Q9te  Glied  aus  dem  9Qfacihen  des  20&eo  durch 
Dlvisi<^  mit  5050;   man  hat  also  respective  dereb  .151  und  durch 
505  zu  dividiren  (wobei  sich  die  ControHen  aus.  dem  Ohigeq  .vo» 
selbst  ergeben)  und  den  Quotienten  eine  Stelle  weiter  rechts  zu 
rücken.    Das  77ste  Glied  ist  aus  dem  76sten,  das  78ste  aus  dem 
77sten....  continuirlicfa  m  berechnen.;  hierbei  ist  es  am  einfach- 
steu,  von  jedem  Multiplicator  ode;*  Divisor,  dessen  Vielfache  man 
nicht . auswendig   weiss,    das  Einfache,    Zweifache  ••••  bis  zum 
Neunfachen  auf  eineip  Nebenblättcheo  unter  einander  zu  schrei* 
ben  (und  zwar  durch  contiiuiirUche  Addition  des  Einfachen,  wobei 
anletzt  das  Zehnfache,  .das  man  durch  AddUion  des  Einfachen. a^um 
^exmiachen  in  Gedanken  findet,  als  ControUe  dient);  der  Anblick 
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dieses  Schemas  wird  dazu  dienen ,  dUs  veilangte  Product  von  der 
Rechten  zur  Linken'  oder  den  Quotienten  von  der  Linken  zur 
Beebfeb  sogleich 'hmsohreiben  zu  kOnnen;  dieControlle  geiicfaieht 
dadurch,  dass  man.  znrUchein  jedem  Gliöd^  'der  Re^he  und  dem^ 
nächstfolgenden  2  Mittelglieder  berechnet;   soll  das  Glied  B  alus 

dem  Gliede-il  durch  Multiplioatiob  mit  7-  entstehen ,  so  berechnet 

riian  en^  Äa  uud'  dIvidSrt'/dfcrin  dnrdi  6;   dann  berechnet  man 

r-.  (und  zwar  schreibt  mw  Aa,  unter  ui^  r-  unter  \^a«  -r-untjern 

pnd  trennt  Afn  von  A^  desgleichen  -7-  von  r-  durch  einen  horizon- 
talen Strich  >'iifli  nadhher  die  zu  addirenden». Glieder  der  Reibe 
teictiter  zn-fibefseben)^  und  mditlpliclrt  dann/  ohne  etwas  aufzu- 
schreiben* ^  mit  a,  wodurch  man  wiederum  .-r-  oder  das  Glied 

j0  erfaatten  muss.  Die  hsrizontalen  Striche  werden,  der  leichte« 
reu  Uebersicht  wegen ,  von  «etikrechteh  Strieben  dnrebsehnitten« 
zwischen  denen  sich  je  0  Decimai-€ohimnen  befinden.  Solche 
homoAtale  und  senkrechte  Striche  sind  auch  bei  Berechnung  der 
einzelnen  Glieder  der  unyerwandelten  Reihe 

anzuwenden^  und  zwar  hat  man  die  Horizontalstriche  unter  die 
Glieder 

8     _8_     _8^  .4      4         4 

•  ■  8     •  8         8    • 
die  Glieder  Ts-^vors*.  p"f'"—  »her,  so  wie  auch  die  Glieder 

-  4         4         4.        .       .     ■  . 

W^  •  TTg  \  fnj  >  •'••  respective  unter . 

.33»  3*'' 3^ '••••'  7^^  W  v^"" 

zu  setzen,  wo  dann  die  Horizontalstriche  die  Uebersicht  bei  der 
Addition  der  einzelnen  Glieder  (mit  gehciriger  Berücksichtigung 
der  Zeichen  -^  und  — )  *)  erleichtern  werden.    Eine  Ausnahme  der 


*)  Bectacmer  ist.  es,  die  posittT«n  Glieder  für  eich  und  die  negati- 
Tcn.  für  eieh  .zu  addiren. 
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angeführten  Cootrolle  -y=r-.a  findet  statt t  wenn  a=I  oder  10 

oder  0»1  oder  100  oder  0>OI  n.  s.  w.  ist;  /hier  kahD  maa  die  Zetv 
ftllbng  Ton  h  oder  6-f-l  oder  ^•'^l  hi  9  ungleiche  Fectoren,  mit 
denen  dann  in  vei'sebiedener  Ordnung  %vl  dividiren  iiit^   nicht  ent« 

'  hebten^    Dass  oiän  den  Brach  t*  jedesmal  auf  seine  Ideinete  Be« 

nennung  ^a  hrtngen  bat»  hranche  ich  wehl  nii^ht  xo  erinnesn.  End* 
lieh,  iveil  fast  jeder  Divisions fehler  alle  weiter  rechts  liegenden 
Z^flPern  des  Quotienten  aiterlrt,  ist  noch  zu  bemerlcen,  dass  eil 
eine  kaum  durchzuführende  Arbeit  sein  würde»  wenn  man  sich'» 
vorsetafen  Wollte»  in  jedem  Gliede  ahe  204  Stellen  auf  einmal  zu 
berechnen;  man  hat  Tiehnehr  die  Arbeit  fca  zertbäien^  legt  man 
sie  zuerst  auf  3Q.JStQilen  ao,  so  bat  fnan  im  Endresultat  die  Lu* 
dolf'scbe  Zahl;  dann  wird  der  Anblick  der  3  letzten  Stellen  jedes 
Gliedes  lehren ,  welche '  Reste  bei  jeder  Division  geblieben  sind 
(ze,  diescffttZweeke  hat  man  etf.zu  vetmeiden»  die  letzte  Ziffet» 
wenn  die  zuuichnt  weggelasiiene  5  oder  >  5  ist«  um  eine  Einbteit 
an  vermehren»  was  nnr  in  de(  204ted  Stell^»  flberbauptamScblusa 
der  ganzen  Rechiiung»  nnd  «ucb  da  nicllt  in  den  Mittelgliedern^ 
geschehen  darQ*);  dann  kann  man  die  Arbeit  fortsetzen  t  indem 
man  sie  auf  42  neue  Stellen  anlegt»  um  die  Sharp'sche  Zahl 
^ichqr  zu  haben;  42  neue  Stellen /werden  zeigen»  dass' Lagiiy 
die  llJte  Bruchstelle  (wahr^heinlich  durch  einen'  Addith^nsfehl^r) 
(alschUch  =s7  anstatt  8  gesetzt  hat;  42- neue  Stellen  werden  nicht 
nur  den  in  den  älteren  Ausgaben  der  Veg ansehen  Logarithmen* 
tafeln  vorkommenden  Fehler  der  ]37sten,  139sten  und  I40sten 
Stelle»  sondern  auch  den  in  Thi baut's  Grundrise  der  reinen 
Mathematik  vorkommenden  Fehler  der  I55sten  und  150steo  Stelle 
berichtigen;  endlich  werden  42  neue  Stellen  den  Fehler  bis  auf 
weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  201sten  Stelle  hera^bbringen. 
Zum  Ueberfluffs  kann  man  noch  einige  niicb  dem  ISSsten  Güede 
der  Reihe  für  SArctg^  folgende  Glieder  berechnen  und. alle  übri- 
gen Glieder  nach  Art  einer  geometrischen  Reihe  mit  dnin  Exp<^ 
nenten  ^i  summiren»  um  sich  zu  überzeugen»  dass 

0,8       /0,2   M   0^       IM  .  0j2    M   0,6     163, 
3**».  151  •  V153 '  155  •  157 '  •'  317  + 153  *  155  ISy-SlO 
0,2    0.4    0.6      17,0 


.Ü!?   0j4    06      ITjO  \ 17  5_ 

+  153-155   157""321  +--7  — lü^o^^KJ^ 


*)  So  oft  man  in  der  204ten  Stelle  eine«  Gliedes  der  Reihe  hinsieht" 
lieh  der  xu  schreibenden  Ziffer  uib  eine  Einheit  sweifelhaft  bleibt,  hat 
man  sieht  riur  die  Mittelglieder,  tODdem  oft  aaoh  da«  Tfivh  ergeh  ende» 
JA  wohl  gar  die  beiden  Torhergehenden  Glieder  der  Bleibe  auf  mehr  als 
204  Stellen  zu  berechnen* 
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iat;'a«(  Ibilieb^  Ait  iil|ens9U|St  mBH  rieh,  duis 

0,06    /0;04  0,0a  042  .    2J04     0,04  0,06  O^M     2JW 
2y»,10l\  103*  lOd'  107  •-203+  loa-  lOS*  t07' V205 

\0,04  0,09  0,12     2,1».       \_    14         5 

Addurl  man  diese  17  Ejobeiten  der.  204ten  .  Stelle  mit  de» 
Zeichen  — ^  und  die  14  Einheiten  .piit  dem  Zeicheo  +  zudeni^ge« 
fundenen  Resultat,  «o  hat  man  überhaupt  8  Arctg]  vermittelst  159 

Glieder  gefunden,  dere«  jede«  dea  möglichen  Fehler  von  dijTgt» 

79  5 
hat;  di«  ^e«unmtB  Ubgcwiariieit  betBigt  iüm  mmf  db|^; «ben^i» 

hat  man  4  Arctg  ^  vermitteUt  102  Glieder  bis  auf  einen  Fehlef  yoi| 

51  '  '    \ 

jfc'.vy^'  gvfuiideil;  die  gesammte  Ungewid^Mt  fon  x  beMgt'  ah« 

1305 
Du>  ±|Qj|54«    Vorzuglich  wichtig  ist  es  aber  noch,  schliesslich  auf 

die  ControUe  aller  Additiones  aufraerLsam  xu  machen;  jede 
Summe  solcher  Glieder  der  Reib^,  welche  sich  auf  einer  und  der- 
selben Blatts«Tle  befinden,  fst  so  zn  controHiren,  dass  man  jede 
GolumnVvon  Zrffeni,  nachdem  man  sie  von  unten  nach  oben  sufn- 
mtrt  haf,  auf  der  SteHe  von  oben  nach  unten  summirt. 

Aber  alle  hier  angeführten  Conrtrollen  sind  bei  einer  so  weif- 
iSuftigen  Rechnung  nicht  hihreiehend,  die  Richtigkeit  des  End- 
resultats zu.  verburfien ;  es  trifft  sich  irgend  einmal  (aumai  weati 
die  Arbeit  pltitj^lich  usterbrochen  wird)»  dass  man  eine  Separat-^ 
Controlle  versäumt,  oder  dass  man,  wenn  man  zu  42  neuen  Stel-^ 
len  übergeht,  irgendwo  einen  falschen,  bei  der  Division  gebliebe- 
n«n  Res!  anwendet;  aoeb^  kemm-t  e»,  wiewobi  selten,  vor,  dass 
man  in  einer  en  sumrniretiden  Celtirone  denselben  Fehler  bfcff 
dbr-  flkffw&i»ls  gebenden  und  bef  del*  nnterwfirts  gehenden  Sumtef^ 
fttng  hmcIiI.  ßlne  9c4^n  Vorb^  von  einem  andereii  Rechner  ans* 
geAhrle  Recfcfnii^,  bei  welcher  man  die  Versicherong  der  Con- 
trolle auf  AotoritSf  anniniiiit^  kann  zwar  viel  znr  Erleichtemng  der 
Entdedning  versteckter  Fehler  beitragen;  namentlich  wird  diese 
EnldeckoDg  sehr  erieicfatert,  wenn  die  Abweichung  der  Resultate 
ant  ««iizelne  discrete  ZMTeni  betrifft  (wo  es  dann  augenscbeinRch 
ist,  dass  es  sieb  nur  nm  AiMitionsf^ler  handelt,  weil  ein  Divi* 
siensfeUci  nach  dem  schon  oben  Angeführten  sich  wdter  rechts 
b«  zmn  Scbibsft  der  Recftnang  fortpflanzt);  aber  da  jede  Auto^ 
litftt  m  der  Wissenschaft  mit  Vorsiobt  angewandt  werden  nnss 
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(me  schon  der  berühmte  Wolff  vor  150  Jahrien  M  GttegwhtÜ 
der  Vergleichaogyerschiedener  astronomischer  fieobachtangsme« 
tboden  schrieb:  Es  ist  allemal  besser,  wenn  man  sich  nicht  auf 
Andere  zu  verlassen  braucht) ,' und  denjenigen ,  weicher  die  Rech- 
nung über  alles  bisher  Geleistete  hinaus  ausdehnen  will,  alle 
Autorität  verlässt,  so  bleibt  zur  allgemeineiL  Gontrolle  der  gan- 
zen Rechnung  nichts  übrig,  als  eine  andere  Reihe  Rlr  n  anzu- 
wenden« welche  ebenfalls  die  Wurzelausziehung  umgeht  und  deren 
Berechnung  von  der  Berechnung  der  bis  hieher  angewandten  Reihe 
durchags  unabhängig  ist.  Wollten  wir  die  von  Dahse  ange- 
wandte Reihe  ^ 

Jw= Arctgi  +  Arctg  J  4  ArctgJ 

zur  aHgemeioeti  Gontrolle  benutzen,  so  würden  wir  im  Ganzen  zur 
fünf  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu  berechnen  haben,  näm- 
lich Arctg  i,  Arctg  I,  Arctg  |,  Arctg  i  und  Arctg  j.  Glüclilicher- 
weise  aber  gtebt  es  eine  Reihe ,  welche,  wenngleich  im  Ganzett 
weniger  convergent,  als  jede  der  beiden  Reihen  / 

«=8Arctgi  +  4ArctgJ, 
jr=4Arctgi  +  4ATctgi  +  4Arctgi, 

doch,  mit  der  Reihe  sc  =  8 Arctg } -f  4 Arctg}  zusammen,  nicht  zu 
mehr  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu  berechnen  verlangt  als 
die  Dahse*sche  Reihe  altein,,  und  dabei  vor  der  letztei^en  den 
Vorthell  einer  allgemeinen  Gontrolle  voraus  hat,  nämlich 

9S  =s:  4  Arctg  (  4  4  Arotg  i* 

Hier  1^  nämlich  4 Arctg  1  nicht  von  Neuem,  Glied  für  Glied,  zu 
berechnen ,  sondern  man  braucht  nur  den  schon  gefundenen  Werth 
von  8  Arctg  i  zu  halbiren. 

£s  ist  hier  nicht  uorateressant,  zu  überlegen,  wie  grosse  Feh- 
ler bei  der  Berechnung  von  4  Arctg  i,  8  Arctg  J  und  4 Arctg  |  über- 
haupt gestattet. sind,  damit  der  grüsste  Fehler  voA  »=: einer  hak 
ben  Einheit  der  letzten  beibehaltenden  Decimale,  der  kleinste  von 
jenen  3  Fehlern  aber  dabei  so  gross  als  mdglich  (oder,  was  das- 
selbe sagt,  diese  3  Fehler  so  wenig  als  möglich  ungleich  unter 
einander)  werden.  Hierzu  bedenken  wir,  dass  der  Fehler  von 
8 Arctg  ^  kleiner  sein  muss,  als  eine  halbe  Einheit  der  letzten  De- 
cimale,  also  der  Fehler  von  4  Arctg}  <  als  {  Eliobeit;  da  nun  der 
Fehler  von  n  bis  auf  eine  halbe  solche  Einheit  ansteigen  darf,  so 
is^  in  4 Arctg  i  jedenfalls  ein  Fehler  gestattet,  welcher  grG^ser  ist 
als  i  Einheit  Dieser  Fehler  sei.  =  (i-f  o;)  Einheiten,  so  ist  der 
stattgehabte  Fehler   von   4Arctgi=;i(i-Tar)  Einheiten,   also  der 
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Fehler  von  8Arctgiss(i«rw2:p)  Eiuheiimk,  also  der  Fehler  von 
4Arctgr=2j;  Einl^eiteji.  Lfisst  man  dihi  w  sich  von  dem  Werthe 
0  bis  zu  dem  Weithe  i  änclern,  so  ändert  sich  der  Fehler  Von 
4Arctg)  von  i  bis  i,  der  Fehler  von  8Arctgi  von  \  bisOupd  der 
Fehler  von  4Arcfg}  von  0  bis  i.  Ist  ar=|«  so  sind  die  drei  ge- 
nannten Fehler  ==  j,  i,  i;  ist  ar<^«.so  ist  der  kleinste  unter  *die- 
seo  ,3  Fehlern  <i;.  und  ist  a:>2,  so  ist  der  kleinste  unter  den 
3  Fehlem  ehenfalL»  <i.  i)et  kleipste  unter  den*  3  Fehlern  ist 
also  am  grOssten,  wenn  a:=i,   und  wir. haben  also  4Arctgi  bis 

3 
auf  einen  Fehler  von  Tgäoi-g»  ^  Are^i  bis  «öf  einen  Fehler  von 

1  1 

l(mii'A  u^^  A°^I>  4Aretgf  bis  auf  einen  Fehler  von  lAhoi*^  zu  be- 
rechnen. 

Wenn  wir  bei  der  Berechnung  von  4Arctg|  die.  Um  Wandlung 
snm  Behuf  der  HerbeifShning  einer  schnelleren  ConVergenz  des 
Schlusses  der  Reihe  'unberücksichtigt  lassen  wollten »  und  wenn 
wir  dabei  dem  Buchstaben  q  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  g^ben 
wollten»  so  würden  wir  «/  durch  die  Gleichung 

102  +  i6g2-i(log(750--.9)  +  Iog(2^+l))  =  9^^2, 

nnd  zwar  9= 330,7...*  finden,  also  zietplicb  genau  s?  der  Summe 
•  der  oben  für  SArctgV  und  4Arctg}  gefundenen  Werthe  Von  q. 
Wir  vermuthen  daher,  dass  wir,  so  wie  wir  in  der  Reihe  tat 
SArctgJ  die  ersten  75  und  in  der  Reihe  fär  4Arctgf  die  ersten 
50  Glieder  unverändert  gelassen  lieben j  in  der  Reihe  für  44rctg4 
die  ersten  75  +  50,  d.  i.  125  Glieder,  unverändert  zu  lassen  und 
also  die  Umwandlung  beim  126st0n  Gllede' anzufangen  habett,  <am 

3  . 

'  4Arctgi  bis  auf  einen  Fehler  von  fpöi~g  durch  bo  wenige  Glie- 
der als  mOglich  ausdrücken^  zu  kOnnen.  Fangen  wir  die  Umwand« 
lang  beim  126sten  Gllede  an,  so  liegt  x  zwischen  den  beiden Wer- 
fhen,  welche  durch  die  Gleichungen 

oAi  ^23,  ^.^  ,  ^i'^ft.t  m^«-3018jp+55183  ,  63&5 
204-^los65536-log3l37S-Hog     f^  +  ^KlJ+i)  ~'?g"T7 

,     637,5     ,     642,5  ,     5j;+2,5     ,     >,^       x     n 

204— ^logb5536-.  log3137,5ilog     (2a:  +  3)C2:g  +  5) '^«"T" 

,     637,5     ,     642,5  ,     5ar+2,5     ,     ^.^       ,     ^ 

"log  -2 log  -5 ,...~log^^-^-log(750-a:)=0 

bestimmt  werden.    Das  giebt  flir  a;=313  und  ;r=2I4  die  Resnltate: 
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+  l,0703»44375±O,0(W009469.., 
—0,0103060625  dbp>000009563.-. 
-0,0096075S625Jb0.000009566».   , 

also  die  Rnk«  Seite  der  xbflBtiifiinentl«iG(eicbirog,  wenn  x^VÜ 
gtesetzt  wird,  ±=-f  1,0....,  urid,  wenn  x=  214 gesetzt  vAti,  sewtsdhen 
— O;0(».;..  ond  -0,010.:..    Folglich  tat  xsü^U. 

Beginoen  wir  bber  die  Umwandlung  beim  IZSsten  Gliede,  so  tre- 
U»  an  die  Steile  d«r  Brfiche 

I24x«—30t&r-|r  55183  ^^  25j:«-653j;+14087 
(ic  +  3)(2jr  +  5)        ■"      (2j;+3)(2a:+6)       - 
die  IkSdie 

r24a:»-2990x+54249       .  25x2— 647r  + 13851 
mifi 


«iid  die  Reaitltaifi  «IM  ftfr  ar:^13  und  214: 

+  0,827383876    ±0,000009557..!.  I       .       ^. 
+0,82808823125+0,000009589....  ''       "*"  ^^'' 

-0,247698025    +0,000009657....  j    j  .      n^  - 
-a2469868ß875,±0,000009660....  i'    '''"^  ,  ' 

Fötgiicli  ist  ^s2iU. 

'  fieginnen  wir  die  Umwandlung  beim  I24sten  Gliede,  so  gelien 

.im  Mideti  «b«a  erwiliiiten  BriiciM  In  — i2d:  +  3W2:r  +  5) —  " 
?^J^^gi~?  Ober,  wd  die  Resultate  sind  fär  jc=213: 

...        +0,5036688125+0.000009651^.1    ^  .    .nrg 
+0,59433194375+0,000000664....  i "    •  '•  +  '^  '  • 

Wit  verniiithen  daher,  dass  die  Unke  Seite  der  <s  besftnrmendeii 
tileichung,  w«nn  wir  denjenigen  Bruch  anwenden,  dessen  ^fthler 
mit  124^:^  anfangt,  für.  ^-=213  sich  in  leJgeoder  arÜhmetischett 
Heihe  der  2ten  Ordnung  indere: 

\tienn  die  üiAw*tidlungbejm  136.  Gliede  beginnt,  +1,0696-..  "^i^     4* 

^24t3 
„      n  »  >.    12«.     »  ,>      +0,8-273...  +85 

--2338 
„      ,,  „  >,    134.     „  „      +0,5935.,.  +85 

—2253 
•   w      ?»  »t  >•    M3.     „  „      +0^969^..* 
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uektkt  dß$  F«rMtM»  «te  Krtt»-Dwrekme$»ert  Ht.         ISl 

a.  8.  w.,  dass  als^  x  a|n..kktMflBii  WKMd»,  tfnBoodia  U«o|v8Ddlinig' 
beim  97frten  Gltede  beginnt.    Wii  haben  daher  d^  3  FfiU»  streng  zu 
prüfen,  wo  die  'Umwandlung  beim 96.,  97.  nod98.  Gliede  beginnt. 
Beim  968ten  Gfiede  beginnend,  habeh  wir  die  ßrOch« 

124j*-2178g>30Bt«3      .  lBai»~473fl;-»7877 
(2«+3j(2ar+9)        ""••      (ir+SX-Zar+S) 

anzawenden  i^id  erhaltea  Ar  iir=:2]0.aod  211  ^ie  Resultate: 

+0.2601518625  +0.000011282., 
+0,25131933125+0.000011285., 

-Ö!to845173:5  ±0.000011383.,..  )  J  „ 

—0,70748696875+0.000011386....  i '  " 

Folglich  ist  «=211. 

Beim  S^ten  Gliede  be^nnend,  haben  wir  die  Brüche 

124j«— 2206g +  31345  26g«— 479a;+ 8055 

(2«+3){ir+6)    '"""     (Äg+3)<2g+«) 

anzawenden,  und  erhalfep  fihr  dr=:210  die  Resultate: 

+  0,264230175 
+0/26537896125.    v 

Ohne  hier  die  mil  dätn  Zeichen  +'  anzuhängende  Ungewiss- 
heit  in  Betracht  zu  ziehen,  sehen  ivir  schon,  dass  die  Umwand- 
hiogioch  früher  als  beim  96ateB  Gliede  heginnenmuss.  Wennsiebeim 

958ten  Gliede  beginnt,  so  haben  wir  die  Brüche  ^^^^^^^^ 

■   2Sa;*— 467g +7701 
ona      (äg  +  3)(2g+5)'    »'"'''*'*°^«»' 5  *«»  gieb*  ''''•  g=210  und 

311  die  Resultate: 

+024280455      ±0.00001137ft.».  i     .. 
+0,24390096625+0,000011380^..  » '  +"'-*•• 

-0,71237645      ±0,000011476....  ».,_«.,      ^    ^ 
-0.71118liS4375±0,000011480.;..  ' '  ' 

Folglich  ist  g  wiederum  =211; 

Beim  94sten  Gliede  beginnend,  haben  wir  die  Briche 

124g«^2122g  + 29263  2Sg«  -  461g  +  7527 

(2g  +  3)Ci«  +  5)       ""**      (2g+3)(-2g+5r* 

anzuwenden,  und  erhikiten  fSr  «=:2Ü  die  Resultate:  ' 
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182  Lehmann:  BHiräg  %nr  Burtekming  der  ZiM  fr, 

+0,2436208375  ±O,0000ll4ro....  I     ..'    n«- 
+0,^44831643751:0,000011473.....  \' ^'j ^'^^- 

V^ir  sehen,  dass  wir  hier  in  der  3aminiFiiQg  der  Reibe- noch 
ein  Glied  weiter  gehen  niflssen.  Wir  verwandeln  also,  wenn  die 
Umwandlung  bi^im  OSsten  Giiede  beginnt,  die  beiden  Brüche 

124^<--2I5aar-f.  29949      ^  2S:ga- 467g  +  7701 
(Ja;+3)(2ar+5)'      ^'^      {at+^(2i+6) 


Iq 


und 


d.  i.  in 


und 


^  /,  .  o?— 93  /,  .    ifw02  /,  .    op— 91   \\\ 

^•0^e^+7,  O+sS^ipO+iS^k^))) 


249,^.jr«-^8873,6.a:«+85473,6.x  — 10tell0,6 
(2«+3)(2a?  +  ö>(2a;+7> 


60a:»— 796,8.ir»  ^  19ta&g^  209509,8 
(2a:+3)(2:r  +  5}(24?+7> 


Die  Logartthtnen  dieser  beiden  Brüche  unterscheiden  sich  Yoh 
den  Logarithmen  der  beiden  vörtgeil  Brüche,  wenn  a:=:210  ist, 
um  4*0,0005294  und  -0,0005247,  uDd>  wenn  ar=211  ist,  um 
4-0,0005331  und  ^0,0005260;  um  so  viel  rücken  also  die  Resul- 
tate enger  zusammen,  und  die  oben  mit  (3)  bezeichneten  Werthe 
4-0,24....  und  —0,71.../ werden  dadurch  genauer  auf  4^0,2433.... 
und  —0,711....  bestimmt. 

Es  fehlt  nur  noch,  dasswir,  beim  94sfen  Giiede  beginnend,  die 
Resultate  für  a:=211  berechnen  (wozu  wir  die  Verwandlnng  der 
mit  dem  Nenner  (2ar4-3)(2j;4-5)  behafteten  Brüche  in  die  mit 
dem  Nienner  <2a:4-3)(2r4-5)(2a:4-7)  behafteten  nicht  nilthig 
haben);  wir  finden: 

—0,7053000625  ±0,000011571....  i     ^  .      ^^^ 
-  0,70408625625  ±0,000011574.....  T     '  **       '    "" 

Wir  sehen  also,  dass,  wenn  wir  die  Umwandlung  mit  dem 
94.,  95.  und  96.  Giiede  beginnen,  die  linke  Seite  der  auf  0  ge- 
brachten X  bestimmenden  Gleichung 
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weipH  4^  V^tA^if9tU$d(f$J^rHS'^^  etc.  ^      ^ 

,:.....,..■!      ,Wrj:=2l0s  .    i     .•     ;    ;  : 

»wiwke*  4M)^2ia6.^  obd -f  0^8448^.     +0.2433.).     +0,2&»..< 

;"  ;'■■*'.'  ;  '■'   •  '  '':''  filrx=211:' 

'<  — Ö.70...^  —0,711....       —0,70.... 

ist;  rolglich  findet,  wenn  die  Umwandlung  mit  dem  OSsten  Giiede 
h^iiHfct,  für  3ssr2H|  da»  Mlaimom  der  Iniken  Seite  der  auf  0  «q- 
bi^chten,  X  bestimmenden  Qleichung  statt,  und  für  ar=211  das 
negaltve  Maximum.    Es  is.t  daher  nicht  muglich,    durch  einmalige 

CbrlrMi4hiiis<  der  Reibe.gf  l^.^  +  ^T^ — jj^  -|- ..^A  den  W«eth 

itrstf  4Arctf^  aufweinen  Fehlev  timi  jn^i'u  vdr mittelst  wenifr^r  ab 

21V  Glieder  zu  berechnen,  und  die  geringste  Anzahl  der  dazu  er- 
Torderlicb^n  tiPieder  findet  statt,  wenn  die  Umwandlung  mit  dem 
%sten.G]iede  beginnt.  Hat  man  die  Umwandlung  beim  95sten  Gllede 
begonnen, '«^.entsteht  da^  SUlte  Glied  aus  dem  210ten  durch  Multi- 

fJÜeAthtt'  B«t^'g^  ^*  ^'  ™^  Sl^^^  yf^i^  man'  also  beim  ^Oten 

OBsd»  ewe:  i^tite  (Umwandlung  auf  die  .oben  angezeigte  ^rt  bo- 

ffinnen^  so,;wGjcde  d^  Sll^e  Glied  aus  d^m  210ten  durch  Multipli- 

•    •*        42J— 232  1  '  .»  ' 

lestloii-  init    '^■•■.aj>  ■■'.!  entstebsli,.  d/  b.  dtvcb  Hultiplioation«  mit 

»'•»'!'  'i:  ;       .  /    .     • . 

^;  dleComr^rgenat  «ruf de  also,   anstatt  verstärkt,   vermindert 

''•■     !■■•■•'  ••      1 

mixAm^  vielm^ebr  drOckt  die  Mnitiplioation  mit  RTy^—tromernodb 

eine  istarkere.Convergenz  aus,  als  vom  2ten  zum  3ten  Gliede  statt- 
findet   tls.  ist  also  überhaupt  nicht  möglich,  4Arctgi   durch 

."i.   :•;    ^    '       •■  .  ^  g  * 

«rstf goir  ds  211  GIMer  bis  auf  einen  Fohler  von  f^^rg  *^  ^ 
rechnen. 

So  iSsst  sich  7t  durfch  die  Reihe« 

^Oj"    A    0;4  .  0,4    0,8  .0,4   0,8   1,2   /      \^8ArctgJ 
^.*2*i*.*89V+IM  +  MmTm*195^IM  +  ---^^     — r^  ■ 

'*   ""'•'*  SArtit&         <•  .  .  r«      '  i;- 

vermittelst  212  Glieder  (weiin  man        ^.^^  als  ein  Glied  für  sieb 

botrai:bM><sq  g^n^a  be«eebses,  dass  der  Fehler  wetfiger  als  einte 
halbe  Einheit  der  201sten  Bruchstelle  betrfigt,  vorausgesetzt,  dass 
di^r'F^fer  jedes  der  2il  ersten  Gii^der  weniger  als  eine  halbe 
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li$4  Uhtnartn:   filtfäf^Hf  S^^lHmn^  äef  Takt  it, 

Einheit  der  204ten  Bruchsf^tfer  befr^.    Die  continuirliche  Division 

dttrefr4;  vermittelet  der#n  d»6  Üiyilfbdid  des  2t«»  Cli^es,  dMiFfinf- 

fache  des  3ten,  u.  s.  w.  gefundep  wird»  schreitet  am  schoelisten  fort, 

wenn  man  nicht  unablässig  controllirt»  sondern  wenn  man  aas  einem 

•2    *  •        "2  2 

fehlerfreien  Gliede  =  t^  ohne  Unterbrechang  ^:fi>  Am^%^"*\  ^^^ 

2  '  2    '  *  '  *' 

bte  t^nni)  beveobnet,  ütiel  ^n*^  «üf  eiimiäl  dvroh  4^<^  ^MdM. 

iSchreibt  man  jdie^e  durch  stetige.  Uivisipn  mit  i  sich  bildenden 
Glieder  soccessiv  unter  einander^  so  njmnit'das  Schema  der  Kech- 
ihiHig' etway  die  Form  des  ni  insern  Brbitengmden'  am  AhtmikktA- 
mel  erscheinenden  i^odiakallicbts  an;'  ein  irgendwo  -  begangener 
#7eMer  pflanH^htibler  nlci^tolnie  Emde  aof  alle  knt  R^cMm 
folgenden  Ziffern  fort^  sondern  in  ^^erselben.Zodialcallichtfono,,  so 
dass.die  Dreiecicsseiten ^  deii  Seiten  des  ganzen  i^chemas  parallel, 
einen  f'ISchcnraum  einschliessen,  welcher  fin  Bild  .de;s.  ganzen 
Schemas,  aber  {[wenn  man  nach  ]0,ßivisionen  cqntrollirt)  in  sehr 
verkleinertem  Maassstabe,  darsteut  und  dann  ohne  .viele  Ümstötide 
tcM^igirt  werden  kann.  E«  ist  ra^atn»  die-Bere^tiiiui^  dlpri'Gll|o- 
^  ^(^^-0+4^-^  A  '***»^ 
leb»  sondern' jedes  Glied  auf  Einmal  durch  alle  2(^1 'Bruch'stellcAk 
litt  benecbaien»  M^eil  ht\  wbitem.  die  itienten  unter  aieseto  .GUmdera 
Perioden  enthalten,  welche  sich /innerhalb  der  204  Stellen  mdir- 
anlla  wiederhdieil;!  nachher  kann  tnan  diese- Gliedsc  dtroh  alte^  iiOi . 
Columnen  auf  einmal  summiren,  wobei  sich  nirgends  ein  Fefhier 
fKnacMeklben  Icann,  welober  WäMer  als  atif  di^  vmMM  IjakAbe^ 
nachbarte  Stelle  Einfluss  hätte.  Das  95ste  Glied,  welchem  aus  dem 
l87facl]en  äes  94sten  durch  t)ivision  mit  0^5  entsteht,  wird  con- 
boltirt,  indem  man  einmal  erst  durch  ^27,  dann  durch  35 ,  ein  an- 
4eh*mal  ^rst  durch  35  ^  dahn  durch  27  dividhrt.  Euin  UeberfkuMi 
kann  man  auch  hier  einige  der  Glieder                                 ^  . . 

OJ      /0,4    03    U      46^     lU   [W8    U       ft^ 
2*»*.  189 V19I  "  193 •  19D--423  +  191  *  193 *  195  ••  425 

'  0,4    0,8    1,4 


0^  (^8    U      47^,       \ 
+  19r  193 '195  ••••427  +•-/ 


hihzuberecinlen,  und  sltfa  dbertetiged,  dils^  sie^  öhhe  Ettde  fbrt- 

52  5 

gefShrt,   die  Summe  jjMjäöiJb  1^65   gehen.     Addirt  man   diese  62 

Einlielten  der  204.  Stelle  tu  dem  gefundenen  Resultat',  so  hat  man 
tfbcthaiipt  4Arc«g  t  Y49rki\Vif^\^^2  Gl«^^  ^ftitidmi;  tl^hi^ii  Jddeg 

den  möglichen  Fehler  von  ±  nc^  hat;  |die  gesammte  Ungewissr 
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beüt.wQfde  ^{99  i^lBS^  Ibetraf^eD^i  ,ivenD  maö  ei»  nicht  vorzöge»  40 

viele  TM  deo  Ao/aogsgliedern  ^(l—j^  +  p^""  j5^+*"-)»   ^^ 

sieh  i»eis  «liwigefl  mid  aiwat  periodiscke«  Glied  zMaminetlaielieD 
IsMilDi-  ^fitklieli   zasammenzflziehen*:    Wir   finden   in  der.  That 

-',  •  .  )        '  '    • 

sl,8;i4890 499862 441060  9^^.     .. 

■   731012         1 
Der  ßnidi  ogQgyQy  ist  t^  des  mtt  ehier  achtzehnziffrigen  Periode 

behMketeii  Bracbe«  4»870663  323284  0(K^2  270653.*../  und  bildet 

2  • 
eipe' Periode  voii  lÜ Ziffern;  wollte  man  abei-  da^  Glied  -^.„qq 


I«  Bo.wUrde  maii  eine  Periode  ^0  15i|B4  Zifferp  erM- 
tais.  «Fliehe  also,  die  204te  Stelle  weit  m^eraebr^Uea  wCIrde.  Us^ 

erÜIIt  «Arigene  pj  =0,000000 .476837  158203  123^  Von  biet  kann 

man  die  Pi?i«ioe  mit  4  stetig  rorttkbren.  Man  bat  auf  die^e  M 
wivd^rwa  IQ  Gliedav  gespart,  und  dei:  mögliche  Fehler  von  4Ar<;tgv 

ts(  also  nur  -hy^ß^-  ^^^  d&  vFir  oben  d^n  möglichen  Teblef  von 
8ArG%i=J:Tj^^  gefunden  haben»  so  erbalten  wir  »vermittelet 

Afx  Formel  4Aretg}-h4Arctg}  mit  einem  Fehler  -von  ±—1^54— 

^ti:  \(äß^  behaftet;  hiervon  gehen  tAerdies  noch  ela  paar  Ein- 
heiten der  2(Uten  Stelle  ah»  indem  unter  den  Gliedern  fiir  4Arctgl 
einige  vorkommen»  welche, nicht  alle  204  Bruchstellen  ausfallen» 
sondern  Xortlaufende Nullen  geben»  di^  wir  nur  deswegen  wirklieb 
binacbreil^eh^  nm  in  der  Summiraog  der  abwechsebid  positiven 
nnd, Negativen  Ziffern  der  einzelnen  Columnen  keinen  Irrthum  zu 
begehen.'  .So  sehen  wir»  dass. wir  7^  durch  die  beiden  Formeln 

»*=:8Afct}f}  +  4Arctgf  nL=:4Arctg4  +  ^^5^ 

mnlich  mit  demselben  Fehler  erhalten.^     . 

'  Vifrgieteht  main  ifiin  diese  ^befdersetti^en  ResnItAM  mif  ^tn- 
ander  'ttttd  Jittdet  matr  die^  Abweiebtingen  nvit  spol-ädlsoA »   so 
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sind  es ^  wie  gesagt,  blosse  SamroirungsfekMr  in  den  betreÜeoden 
Colümneiv.    Zur  Entdecicting  Aefrsetben  bat  man  hi<^fct  die  jedes- 
mai  betroffeiie  CnluÄine  allein  zu  revidiretn,  sondern  auch  die  bei- 
den näcbstfolgenden  tnt  Rjechten,  welche  atif  derselben  ftlättieite 
enthalten  sind,  ^.  ausnaiiDisi^eiee   die.  drb« -Räehfiirolgänd^i^  ^ 
'd«ren>  Summe  auf  die  betroffene  Colomne  Einfltos  keibeQiJkaiiD; 
dass  man  die  aus  diesen  benachbarten  Colamnen  gezogene  Samme 
jedesmal  um  d(e  Apzahl^der  in  einer  Colunme   h^^ndlichen  Zif- 
fern zu  vermehren  hat,    um  zu  prüfen,    oh  d^Murch  der  Einfluss 
auf  die  betroffene  Cohimne  sich  ändert^    brauche  ich  wohl  kaum 
zu  erinnern.    Findet  man  aber  die  Abweichungen  von  einer  gewis- 
sen Grenze  an  fortlaufend,   so  hat  man  es  mit  keinen  blossen 
.Sum.mjrungsfehlern  zu  thun«  sondern  mrt  einem  solchen«  de^  sich 
in  irgend   eine  Division  durch  Anwendung  eines  tischen  Hestes 
eingeschlichen  hat.    Man  braucht  alsdann-  die  Revision  höchstens 
nur  auf  7  Columnen  auszudehnen,  auf  die  3  der  ersten  betroffenen 
'€olumne  zunächst  links  benachbarten ,  um  sich  der  anzuwenaenden 
biviÄionsreste  zu  versichern,    auf  die  betroffene  Cotumtte'  ^«elbsC 
und  auf  die  3  zunfichst  rechts  benachbarten;   ein  Fehierin' einer 
^yreiter  rechts  befindlichen  Columnq  kann  auf  die  erste  betroffene 
Columne  keinen  Einfluss  *  haben.    Entdeckt  mitn- einen   Fehler  in 
^einem  derjenigen  Glieder, "welche  weder  Mittelglieder  sind"(d.  h, 
solche,   welche  zur  Bildung  der  einzefnen  Gliedef  der'R^lle'  dte>- 
^^en«   obnve  selbst  zu  diesen  Gliedern,  zu  geboren) ,.  noch  za  dem 
umgewandelten  Theil  der   Reihe   geboren,   so  braucht  man  den 
Fehler  pur  in.  dem  betroffenen  GT^ede  selbstzu  cordgiren.; 
er  hat  keinen  Einfluss  auf  die   folgenden  Glieder   tind  man  kann 
die  gefiindene- Verbesserung  in  unveränderter  Grosse  und  mit  un- 
verändertem  Z^eichen  auf  das  Endresultat  übertri^en.    Ah^r  auch 
selbst  in  dem  Fall,  wenn  der  entdeckte  Fehler 'sich  in  einem  Mit- 
ielgliede.  oder  in    einem   Gliede   des   umgewandelten  Theils  der 
Reihe  befindet,    braucht  man  nicht  die.  gan;Ee  nachfolgendie  Rech^ 
nung  zu  wiederholen;   denn   der  Einfluss   eines '  solchen   Fehlers 
auf  die  folgenden  Glieder  hat  genau  dieselbe  Convergenz  als    die 
folgenden  Glieder  selbst,    d.  h.  .er  kndert   sich    proportional  mit 
diesen  Gliedern  selbst;  er  bildet  also  im  Schen^a  einen  1^]kchen* 
räum,   dessen  schrägfortlaufende  linke. Grenze  genau  parallel   ist 
der  linken  Grenze  der  geltenden  Ziffern  des  ganzen  Schemas;    er 
erstreckt  Aieh  also  nur  auf  eine  verhältnis^sqnäs^ig  kleine  Anzahl^ 
der  folgenden  Glieder,  vorausgesetzt,    da^s,'  nach  dem  oben  be- 
sprochenen Plane,    die  Anzahl  der  jedesmal  neu   hinzutretenden 
Bruchstellen  42  nicht  überschreitet.    Und 'hat  man  die  Correction 
4^r  ^Inzebf^n  Glinder^durcjigf^rt»  so: braucht  man.«iicb4ieiSom- 
miruQg  nbc^t  durch  alle  auf  derselben  Biait^c^ite  befindliqben  Glie- 
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de»  hkifliipeb  a»^i4ri440riK>laDv'  Mir<krir  (^VöräungeseM,   dato  lülin 
die  obnSgirteii  ^  £if eva  ^  y x>r  *  der)Cofrectlon'  •  auf  «In  NebenbUMchen:  - 
al^fesohdebeo  XM)   nbn.muDBiirt  nur  die  .qorrigfrtew  Zifltern>    die« 
firitehea  aepaivii^id.  die*  richtigen  aepavat,   aiibtrabtri  die  .Samine 
der  fafachen  von  der  8iimne  der  riofatigee-  und  Obertrigt  die'da*' 
dwroh  tge(ei»de«(  Geaamqitfprl^e^eer^iig  ie  unveränderter  Grösse 
itf»A  mltiifiver^uKlertem  Z^iobea  auf  daa  Eiklreeiiltat  — .  Eine  groa^e. 
EluMe.  je«#let  e8^;.5^ie  a^y^.geaaglt»   «venp  inaa  ^ipe  aqbon  voq. 
^nemi  mderee  fiechuer  beriMi.4gebrachte  Beatina^ung  der  Zahl  n^ 
«ir.iVta^gleicbuntc.bQOKtaen  J(aap.  .  Weieh^  dieselbe  von  dem  Rie- 
aiimt  4^  auf  die  i^rm^l.  9c=:s8AiH:tgi  +  4Arc^^   gßgrfindetenL 
Recboi^ng  ab,  nicjbtaber  von  dem  ReauLtat  der  Formel  7c=:4Ar€tgi^ 
.-f.^4Ar9t^ij>  ao  liegt  der  Fehler  nur  in    der  Berechnung  dea  Wer- 
ftea.v^on  4Arctg}.    Im  umgekehrten . Fall  liegt  der  Fehler ^nuf  in^ 
d<;r, Berechnung  von  4Arctgi.  ,  Weichen  alle.  3  Resultate  von  eia- 
a^ef    abf.   ^,d  ist    die,,.Ab^eichupg   des    gefundenen    Wertheft; 
8Ai;cl|^. J  4  4«Ärctg^}  von  dem  .vorhs^ndenen  Original  genau  da^Dop;; 
]pe)t|ß^der  Abweichung  dea.  gefundenen  VV^ttbos  4  ArctgJ-t-4Arc^Ji 
von  ..dep^  Original,  upd  zwar  beide  Abweiphungeo  mit  demselben 
Zei(:heQ,.behftflet4  m.  liegt  d;er  Fehler  nur  in  .der  Berechnung  von, 
8|Af:Ctgi.^^Ünd  iat  ^(|ie  -  er^tere  Abweichuag  ^enau  das.^ppppeH^^. 
Aft  letjiteren,.  ^\i  Ausnahme  .einiger  sporadischen.  Untera<;hiedq| 
eii^eif^r  ZilTernj  so  lifrgt  der  ^Fehler  ebenfalls  in  der  BerechDun|( 
vpn  SAretgi«,  und  es  walten  ausserdem  so  viele  Additionsfehlec, 
ob^,  al&  aicb  sporadische  Untecscbiede  finden.  —  Eine.  besoDdere 
A/ffmeijksamkeit  verdient'  noch  der  Fall,    wenn  man  eine  spora-«, 
dj^i:;|ie  ^weicbung  zwischen  dem  gefundenen  Werth  von  SÄrctg}. 
4-4Arctj|}  l^und    dem  gefundenen  Werth   von   4Arctg4+4Arctg} 
bbniet'kt^QDd  .sich  nach  «einem  fn    der  betreffenden  CpIrnnfte'TOD 
4Ai'ctgr  und.  4Arqtg'^  .vorbandeipen  .Summirungsfehler  durch  die 
2I^^Q.,j(lechQung,, hindurch  vergebens  ..umgesehen  hat.    Iq  diesemr 
^ajl^s^.zwar  im  \^l (gemeinen   ai^zunebmen^   dass  der  Fehler  in 
dei:  Sn^mi^i^ng  derselben  Cplumue  von  SArctgi  liege  und  dop« 
pelt  ao  j^oss  s.e.ir,als    die  bemerkte.  Abweichung;  pine  Ausnabmp^ 
macht  ^a. jedoch,  fveqn.  die  be^ierkte  Abweichung  5.  ist;   alsdann 
bat  man  nicht  dieselbe  Coiumne  von  SArctg«  zu  prüfen  (es  sei 
denn  aus hülfs weise,  um  den,  Einfluss  auf  die^  zunächst  links  be- 
nachbarte Columne  festzustellen).,  sondern  vornehmlich  die  zunächst 
links  benachbarte  Columne,  wo  sich   dann  ein   Fehler  von  £^iner 
Einheit  herausstellen  muss:    Auch    wenn   eine  Abweichung   sich 
iD  2  Eui^fichet  'auf  einander  folgenden  Ziffern-  findet,  und  zwar  so, 
daae  die  Ziffer .  oir .  Rechten  die  Abweichung  5  giebt,    während 
beide  2iSenk  avaammen  eine  Abweichung  von  weniger  als  50  dar- 
bieten, so  ist  (vorausgesetzt,!  ^aes  sich  zunächst  weiter  rechts  und 
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zafticlMt heiter  UdIks  keUe  AkwMchnng.flfeMgt^i^erRrfiMHliMM  da« 
das«  Mte#  Fehler  eich  in  der  iBeteeheuiig/veai/S' Aroig  i  Mmde^' 
und  zwar 9  daes  er  doppelt  so  gross  sei,  .sk  die'beiderlDle  Ai^ 
«veichaog  und  sich  daher  nur  auf  die  SoniBiInlBf'dsr. linke» •iialte' 
den  beides  betroffenen.  CelnnineD  besehiäiike. :  ;> 

'  Dt«  Etfahremg'  lehrt,  dass  bei > Befolgung  attev-dteattr  Ver^' 
stihrlften  und  Vorslehtsniaassregelti  ein  Zeltraum  vdo  iremig^  Wotiieti' 
atthaltender  Arbeit  bioreicht,  x  mit  SIeberfaelt  «tuf-SUl  Btaebstel- 
leh  in  b«8linimen,«od  dass  daher  die  LatigWierighelt  fiieser  Itetbiisng 
unbedeutend  ist  hn  Vergleich  zu  derjenigen,  iv^dtebebeider  ft«rechnnog 
der  speeietlen  Störungen. maocber'Planeten  uad  konnten  ^tattfindel. 
'  *  Die' von  dep  Unterzeichneten  auf  ^4  SteTlen  angelegte  Rech- 
nriri^  zeigte,  dass  die  20l8te  biä  205te  bei  Dabsö  Talsch  Varen; 
ea  u-urden  daket*,  sobald  dä^  Dahse'ache  Resultat ' dem  Unter-' 
zeichnigten  bekannt  würde,  von  letzterem  neue  6' Stellen  binzuge- 
ffigt,  80  dass  nun  207  Stelleo  sicher  waren.  Clausenf  utM  Rich- 
ter stimmten  in  247  BrucbsteUen  Qbereini  binsicl^tlid)  der  248sten 
bt8;2$58ten  war  Richter  (in  seiner  der'  Berliner  8 pener* sehen 
Zeitung  vom  15.  October  1852  einverleibten  Anz^tge)  seinef  Sache 
nficht  ganz  gewiss  und  behielt  sich  eine  nochmalige  Prfifuiig  der- 
selben vor.'  Das  Teranlasste  den  Unterzeichneten,  54  neue  Stei- 
len zu.' berechnen,  also  die  Rechnung  auf  264  Stellen  anzulegen, 
sb'tfass  nun  281  Steffen  sicher  wareh,  und  die  2d2ste  StiAIe  v^n 
SAtttgi  +  4  Arctgl  tiut"  idni^rhatb  der  Grenzen  2...:*  und  6....,  d^s- 
gleicben  die  2626te  Stelle  v^on  4Atctgi+4Arctg|  nur  Innerhalb 
der  tirenzen  2....  und  6....  schwankte;  hierbei  ist  der  Äusserst  un- 
wabri^cfaeioliche  Fall  angenommen,    dass  jede«  Gfied  der'ange- 

H^andtep,  Reihen  mit  den  Maximum  d«s  Fehlei»  (db^gssg }  Jbebaf" 

tet  s^i  und  dass  die  Zeichen  der  Fehler  auf  die  aHehingOnstigste 
Welse  conspiriren.  Uebrigens  Ist  nirgends  eine  zweite  Umwi^iW- 
long  Aet  angewandten  Reihen  vorgenommen  forden.  Auf  \diese 
Art  haben  sich  folgende  ResiiTtate  ergeben  (man' bittet  jeden  ge- 
ehrten Leser,  sich  durch  wirkliche  Suihmitung  der  beiden  TheHe 
dbt  Formeln  von  der  Ricbtigkelt  der  Rechnong  uiid  dtfToti  xa 
überzengen,  dass  sich  in  die  hier  aufgeführten  Ziffern  kein  Ab- 
tfchrdbe-  oder  Drackfebier  eingeschlichen  hat): 

8  Arctg  i  =  2,574004  435173  137547  211236  914869  290552  166042  364461 
249i531  462424  474854  049899  246484  3M851  267378  80(130 
995513  0^7366  017037  91318«  141143  7«6iai  ßT^U^  <7«k74 
256704  IHM»  14687B  07B084  8S6929  961097  Mi3«i  49IIM6 
TtSfita  810617  796068  03955«  640012  «UIW  891901  46Ma8 
'   =  l<(860S2^76ai  i24067  99(496B>; 
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^'  /  '^     •  *  '   2044*9  148911  Olj'öife  '621*97(5  906215  §2440^  962065  32B481 
^.*    "'*♦  434^279  0i;6l4  524499  5^j;48i9r);  ,' 

41IW:lgt^l,)S84S9t'UM)dS1lft«4<4  85r02it'«^^  lUliS  aiT14bl»i 

(f^lÖSii  243732  354880  T91456  062966  821202  4^186  M^SM^ 
1  '    ■  '    570226'  11940p  00^764  350(»4  023272  726500  044621 '889122 

'\'  '     279776  422482  877345  0646Ö9  520406  130011  0!i!395^' 70322^'' 

0^7415  ^?f6^9  dl2949  ^6155  .175^72  050068  797936  0^58^ 
,   ,;.  ß«7ip.4si?P3?p  Wö5lß  2»(5P79)^     •  .        ^        ' 

4Ak'ctg|  r=:  1,287902. 217586  (^773  605^1?  457434  645276  Ö83021  182290 
*  /^      ]   ,    .    ^24765  731212  ^7427  02*9/19*  6232|2  177425  633689  402^ 
''  .      •    49/75^  928677  5(«f5J8  9565?9  (ir9.J?71  »89050  537609  839237  ' 
.  .    !•  '   *r?W»  ^8fi9l4  ,WP3S|  .W04P  ,Wm  9^/WMÖ  620671  a4573ai] 
96296^  407758  898026  519778  270456  425579  435850  727341 
ai846l  448765  562033  697(484); 

.    ^,^    jrrc=ß^l4159ji  j6595«9  7932?8  46^6^3  383279  .50288*  J97169  399375 
'[    .   .        .    "    1<Q5820  9T^W.^^W  ÄIMp6  ,^l^miß  998628  034825  .p4^ijL-7 

„.  :.     .  :  ^7^2  }Mm^.Mm»mifi^7  ,^m^  mtw  aq^jl  ^V99^f 

>  MB*29  latM)^  4(^894  §02061  «SaSGAt  1QM59  JS446» 

:>'  M(tel''9M49i>tl0bT5  665998  446»te  475646  äB9r«<  IBM«/ 

"      -         '''27120t  9091461  640566  929«...  '   Jf      '   - 

'Sollf»  6«  JeHfttiidem  <9knfäileii,'9<  'inrf  eki«  nocH  ^Ossem  üiti^ 
anlA  von  DMlmoltfti'il^erecUii^ti  'üu' iiroM««,'  «a^Aehe»  ihimckizastr^r 
W^ge  «ffefti.  'Biytwe«kr'wtr4  man-  fife^ile^D,  licil  w^Mittttf  iGliei« 
ctor  iMttetr/jlr  ^A^tiitirS!,  4A#ctg^  und  4krct^i  mm  die  Vmwäiiid^ 
litiif^  aiMufoiifeift'iiÄt,'  um  de^  "Wertili \der  Zabi  tr. durch  4ie  iiiG|^> 
l'ietist'^gtf^iBgete  AQzabl  vofi'GlMderh  avf  «Ue  vedangie  f^smKsi 
AMaJM  i«(m  0«diiuatoki  aNisdräfikeH  zu  kätinen,  und  man  wird  «tom^^ 
^fff^f,  iiß  jRep|wa|ij^  yqn,  Kprp  .^nfapgeq.  Qder  ^an  blf^iM  in,  de;r 
BerecliDUDg  von  lArctgr  <]fabei' stehen ,  die  Jüiuwandlung  «lit  äem 
5^Jtep  ^^l^ede  zu  begi|anep.  ip  d^r  Ben^cbiuiiig  von  SAirctgJ  d^ 
bei»  die  Umwandlung  mit  dem  76sten  ttliede  zu 'beginnen,  und  in 
d^  Aei«e<AiftWR^  viMi  ^»iMeigi  4Jb^,  d»a  iJiiivi^MKilMig  «nit  deuv 
OSsten  Gliede  zu  beginnen»  und  überlegt  nur»  ob  es  nach  Aßi  jubxt 
bngteii  ▲Mubl  yQMvn«f»iniklM  K^tb^^m^ei.»  irgnvvdiv»  j^ae.zfveite 
OmwandluDg  auf  die  oben  .cMbrieMto  AvA  naib^wnM^  :hai  Wflnli«^ 
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die  Zeioben  der  Glieder  ffiederiiiii-<wie  beim  Aikfarig  .'der  IMIie> 
a'bweclfrseln,  und  man  «etrt  iiii8ere:aDgefiuigeiie.R«chniing  fort,  ^ 
indem  man  immer  wiedejr  elwa  42  neoe  Stelleo  hiAZueimmt  *)  (auf 
dinne.  Wjaise  haben  viiir  die  .205te  bis  2l(ke  Zifferc^bimne  hinzu- 
gefiigt  und  dann  auf  einmal  die  211  bia  2Q48te9  was  aber  wegen 
der  öfter  einachleickenden  Fehler  schon  merklich  mühsamer  ist 
als  die  Hinzufflgun^  von  nur  42  Columnen).  FGr  solche  etwa  spä- 
ter auCtretende  Fortsetzer  der  Rechnung  folgiea  hier  dies  2ö96te  bis 
264s4e  .Stelle  aller  einzelnen  Glieder  und  Mittelglieder,  wie  wir 
sie  Hl  ufkserer  Rechnung  gefunden  habltn ;  m^n  w.ird  hier  durch 
Sununirqng  der  Columnen  der  259sten  bis  264sten  Stelle  und  durch 
Vergleichung  der  Summen  mit  dem  oben  angeführten  Endresultat 
sich  davon  überzeugen  ii:önnen,  da^s  sich  keine  Abschreibe-  oder 
Druckfehler  eingeschlichen  haben,  und  man  hat  dadurch  zugleich 
ejne  .Bu^'gscbaft  der  Richtigkeit  der  2596ten  bis  261st9n,  Stelle 
aller  einzelnen  Glieder  der  Reihen  (weil  nämlich  die  von  lins  ge- . 
fundenen  Werthe  von  SArclg  J+4Arctgf  und  4 Arctg  1 -|- 4 Arctg i 
bis  zur  261sten  Stelle  inclusive  übereinstimmen);  die  Richtigkeit 
der  262sten  bis  264sten  Stelle  aller  einzelnen  Glieder'  der  Reihen 

'     '   Aa     A 
ist  durch  die  schon  oben  angeführte  ControUe  -r-  =  T-.a  vei'bürgt. 

Vergleicht  man  dann  die  259ste  bis  261ste  Stelle  der  Mittelglie- 
der, weiche  durch  stetige  t)ivision  mit  4,  7  und  9  entstanden  sind» 
niit  der  259sten  bis  261sten  Stelle  der  Glieder,  welche  aus  ihnen 
dbrch  DiTtsion  mit  3,  6,  7,.-...  entstanden  sind,  so  erkennt  man 
den  bei  der  201sten>  Stelle  gebliebenen  jedesmaligen  DIvieionsrest; 
vermittelet  dieses  Restes  und  der  3  folgenden  Stellen  des  betref- 
fenden Mittelgliedes  kann  man  dann  nochmals  die  262ste  bis  264ste 
Stelle  des  darunter  stehenden  Gliedes  berechnen  und  dadurch  ent- 
scheiden, ob  die  264«te  Steile  ufo  der  folgenden»  weggelassenen 
Steilen  i^illeo  um  eme  Einheit  vermehrt  ist  oder  nicht;  auch  hat 
min.hievdureli  eine  Controlle  der  Richtigkeit  der  259sten  bis  261eteA 
Stelle  des  Mittelgliedes  utid  dass  sich  auch  hier  .kein  ^bsdieeibe<^ 
odev.  Dxnckfehler  eingeschlichen  habe;  endlich  kann  manaufäbiiT: 
licha  Art  aus  der  269sten  bis  264sten  Stelle  jedes  Mittelglieder: 
g  ,uad  aus  der  259sten  bis  26tlslen  Stelle  dei^/olgendeü  Mit^ 

glied^  I  '(respective  |  oder  ^  die  362ste'  bis  264ste  Stelle  des 

Gliedes  ^  (odec  I-  eder  ^  nochmals  berechnen,  uiid  sich  dadurch 
von  der  Richtigkeit  der  Vßstm  bJs  284stett  Stelle  aUeiMitMgUe« 


•  *)  i>«r<v^te  Wt»g  itt  der  kunere  ftrüeiijenigM,  wefcheni  esnildit 
allem  ODd  jedem  AirteritittglankeB  MUl  • 
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der  Richtiffkeit  der  oben  aneefährt^ii  Werthe 

1.1. ..I V     i>fytQ\2\  .'4,-gyws^  «Wi64^  tfeia«2'aJT(W58.r;i''^  ^  •.!::•.•••/' 

uild  daM  ,daF4QfB  Ka^^er^e^g^i  d^s  >Mch , ^gggg^  HP  die  iUMli- 

ft«e!Re»p4^  .;,..,;. ^        ..    .^_     ^:,^.v    .,   ^.^       ,^^.     ^.,,j^,     •  ,,,,     ^J^ 

„..,0;a51?14  9913«» 790^1^,^1,9039  43O78I  464837  19te«4  3719^7.  / 
.    ,  935425  427685  480604  994249  957097  254310  87(t601  898273    . 
"724899  111896  015920  7837^ '641307  v780öiW  66^^^^ 

änlrföaeniässt'  Alif  diese  Wieise  hat'  inaM  dljes  MatertaV^  um  die 
nicht  umgewaiidelteii'  Glieder  der  ileihetf  fAr  SArctgi,  4Ar€tg} 
li^d  4Arc(g4  von  der^steh  Stfeüe  in  8o"  freit  fortzuf Öhren,  als 
man  will;  Will  man  auch  Ufer 'det'Beqiiemltbhkeit  wegen  flie  ste- 
tigen Divisiiön^ii.  mit  49  in  Divisionen  mit  7 ^uf tosen,  so  überzeugt 

fikh  von  .4er,IUebtigkeit,.dflr..259atlQ|i^  Stello  voiiiw^dadimdu' 


"•     -         '       •  ■'  •  '••  -••'     ■    •■    4 


dass . man  die  Söfiat^,  bis  26M^  Stelle  yM  4^^  mit T mnltipliairt ;{ 
dÄhn'berechnet  hian  tiochmala  Vkiiiittelsf  d^f  2596ten  bis  264'si:eii 

8teUe  ven'  ^^^^^  undder  S^tei^  Stella  vofi  ^  dte  260»^!  bi« 

'•  ■    ■'•  '  •        4  •  ■■'■'•       • '■  '••'  "•••     ".  '<'   •  •'   • 

S^ta  SteJIe:  von  ^».«nd^abarmangt  #}c^  d^dnrcbrii^p  d0r  Ridi'« 

tigkeitjd^raelbeb.  :Wa3  aber  ^ie  omgewandeken  Glieder  h^pfi^ 
ae  lassen  sich  die  oben  angeführten  Divisionen  mit  1510,5050  und 
945  von  der  264sten  Stelle  an  so  weit  fortführen,  als  man  will, 
da  man  vom  Dividendus  alle  Stellen  von  der  259sten  an,  vom 
Quotienten  aber  die  259ste  bis  204ste  Stelle  in  der  unten  folgen- 
den Tabelle  votrSIbig  kaLiAua!  federn  GUede^  welobea  )#it.k>ben 
mit:  lA  beaeiebaet.  haJben  ^  kann .  man  ^ .  wenn  *  die  JSt^Ae»  1  de^ealliea 
vea  der  .259sten  an^  bekannt  ^Ind,  Äa  von  der  SöXsteti  SAell0  M 
mit  Sileberheit  finden  iqnd  dann  (vermittelst  dieser.  Stellen  von  Aa 
und  vermittelst  der  262sten  bis  264aten'*S^tellö  voti'^  ^  von  d^^ 
264sten  Stelle  an  fortführen,  so  weit  ^an  will;  auf  diese  Weise 
kana'mlün  successiv  alU  umgewäikdfelten  Glieder  von  der  ^tO^t^n 
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trolle  dieneode  Mittelglied   r-  berecbnen»  so  Oberzeugt  man  sich 

von  der  Riclii^ejif  4er.. jifilen  8»|pb^tfteii .  331ls^ep  bis  26l8teD 
Stelle  deiiseihen'"daäurch,  dase  man  die^  angefinirte  2590te  bis 
a64«te  Stelle  d^ss^tti^ii  |iii(|<^  pfiltn^ifff^  wenigstens 

3  auf  einander  ftÜ^enä'e  Ziffern  von  B  (deren  Stellen  niebr  oder 
weniger  recbtsj^i^p  4en«l90tei¥^SMte()#M9€)Pv  j?w«lvleih  a  roekr 
oder  weniger  Brucbstellen  ei^Slf)  reproduciren  ffj|f||||(^;  dann  be- 
rechnet  man   mit  Hälfe   von   A  und   der  250Bten  bis  261sten  aa 

|>^«iMorlgijnSteH9  4i(^2^e  bb  3M»t<B  tu^^«hMg«;StsUiibobh^ 

mals  und  fiberzeugt  sich  dadurch  von  der  RichtigkeSt  AerselKen, 

worktifmatir-  fortfahren -kabii',  so  Weit  tnan  wtU.    Der  leid^teren 

Uetiersiclit,  vv^^^n  babjßn  wij  aucp  jiocb  die  2598te  und  die  nächst- 
fol^endeh  Ziffern  ton'^i^a'  ahgefiShrt^  so  iveit  tvir  ^e  entt'i'ickelt 
haben,  um  uns  der  2648ten  Stelle  von  B  zu  versichern;  maii'^ber- 
^^flgf,«l«cl^  vofl  .^er^Rich^gkrf^  dqr,??ftBtep  W»'^^^^  StfJJI.e  von 
4a^  j«eyn  m^^,4i^^  25»8^e.Ji(fü?;»Ci4i^^^  \f>jiyj?ixif\t  ff  mpUipIf- 

cirt;  .4^Ä^R?i!l  öl^ßwugt,jp^  sffll|,^o|},  ^I^.R'iphMg|£^it  de^ 
b\ß^J^ifm,  St^l|ß.  ippin.^(i^ji^f5ijq:  n^fd^,  ^?fi^A  ^'^  ^648^«, Steife 

Jau  ,-^.fl^i^  fl  rnpjlijjlji^jj^  .,,I)ie  Strii^tMi^^ii.  d«j:  ^  df^rcb  ,8ijfy^9«ivA 
nvision  m(t  4  entstehenden  Mittelglieder  bleiben  in  der  keclinung 
IstM^r'  fMed^i^ier  disiigd^endsn  Zilärn^  lange  «lidht  4ns  izaplSBOsts« 
Bruchstelle  reichen  ;|)  wir  haben  indessen  in  der  hier  folgenden  Ta- 

IJJ^Iqn.ansg^fiJlilt.  ,  l^pl?l^|efi^}fi^^J*pI9pfJ^^.  >^  dft?9l  in  der 

folgenden  Tabelle  ^einige  Ausnahmefalle  vorkommen^  wo  B  aus  A 
mdbt  4iBKfA  «Mib  ftli^ti^cttHoh'uAd  eifne  DiklslMi^  «sondent,  gi«lK 
serer  Bequemlichkeit  wegen,  durch  Multiplic^tion  mit  2 ungleichen 
iMi^ftttiriieberi'/j'iiii^  ^  be#g;rt«it«t  Is^,  «n  «oicben  FlUlea  Ist'j^ 

ali^«!*  •St^e'v^ii  ää'itM"Aä  tri  äie^ Stelle  Von  F  ««treten:' 

.ir    '    ii...  £    ^n     .    ■•:i.i-',        ..     )'     •'    I  '•     .1  •    :.  >    ,•;'■•'•     '.'    •    •'     r 

:,T«w     .111,    !:•.'•-"    S'    .-f.    /•...      ■'    "  *|  '    *'•'         •:'■]••.•'..•/    j    •  •     n«.  ..    j, 

II  »Vl<    1     l"i   •"!      !  '1»    I-        '!•>.    '     '•       •  ••''     ■''-•      .l'-'V    >  '1     .   .      TV '-.       '.      \ 

<i  ><  'lif  .^ef  «ofomneildcb>8tehl  4ie  ArdiAN^ssM  ik«  «IhMles  dei> 
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Lekmannt    BeHrap  taur  Bereekmmff  4er  ZaM  ir, 


Beim  ISSsten  Gliede  bricbt  diese  Recbtioog  ab«  indem  dtesee 
T  ß 

Glied  =|m6i  J:TM«S'  mit  allen    foigeoden  Gliedern    saeammen 

aber   ebenfalls   ^:  T^ssi  db  iQSei  ^^*    Folglich  giebt  die  Snmminmg 

4Arctg(  mit  einem  mßglicbea  Pebler  ven  JiTpis  bebaftet,    nnd 

da  die  Sumroirung  die  2628te  bis  264ste  Stelle  =489  giebt,  so 
sind  die  262ste  bis  ii65ste  Stelle  innerhalb  der  Grenzen  4226.... 
und  5554....  schvrankend,  Summirt  man  8Arctgi4-4Arctgr»  so 
ist  die  Summe,  d.  \.  %,  mit  einem  möglichen  Fehler  von 


1705 


^/104  ^  665\    .    .    ,1705 


behaftet;  da  wir  nun  die  262ste  bis  265ste  Stelle  von  8Arctg| 
=  9680,  und  die  2628te  bis  265ste  Stelle  von  4Arctg|=4890  fan- 
den, so  sind  die  2628te  bis  265ste  Stelle  von  n; =4570^1705^ 
also  zwischen  2865....  und  6274....  schwankend. 


V. 

Die  nun  folgende  Tabelle  beginnt  mit  der  359sten  bis  264steii 
Stelle  des  in  Eins  zusämmengesogenen  Isten  bis  Uten  Gliedes 
von  4Arctgi;  das  Cebrige  ist  nach  dem,  was  wir  zu  No.  L  ge* 
sagt  haben,  von  selbst  verständlich. 


1 

hisll 
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000000   fo. 
-h780488   l*** 

"ÖOOOÖÖ. 
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-851852 
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000000 
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000000 
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25 

000000 
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35 

000000 
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45 
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16 
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2« 
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17 

000000 
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27 

000000 
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»7 

000000 
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18 
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" 
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29 

000000 
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39 

000000 
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49 

000000 
+  164948 

h 

000000 
-512821 

)0 

000000 
-677966 

40 

000000 
-620253 

50 

1 

000000 
-414141 
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58 
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68 

mnm 
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Ol 
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000000 
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80 
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70 
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81 
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02 
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60 
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—006403 

■  ■' 
71 
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03 
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Sl 

OOOOOO    u 
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OOOOOO 
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83 

OOOOOO 
+676758 

04 

OOOOOO 
-004052 

vr. 

Und  nan  wird  aueh  der  noch  übrig«  Theil  der  Tafel,  welelier 
mch  anf  die  verwandelte  4Arctgi  ausdrückende  Reihe  beziehi» 
nach  dem,  was  über  Tafel  if.  gesagt  worden,  von  selbst  Tcrständ- 
lieh.     Hier  bricht  die  Rechnung  beim   ^TOsten   GJiede  ab,   indem 

dieses  Glied  =17004=^1^65'  ^^^  ^^'^"  folgenden  Gliedern  zosam* 

4  5 

men  aber  =  int»i  J:  liwift  ^^^'    ^^^^  der  Suromirung  ist  die261ste^ 

bis  265ste  Stelle  von  4  Arctg},  nSmlich  59780,  mit  einem  möglichen 
Fehler  von  ±  1305  behaftet. 
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Ordnungselemente  der  einförmigen  involutoriflchen 
Grandgebilde. 

V0tt 
Herrn  Christoph  Paulus ^ 

Lehrer  der   Mathematik    ao  der  £rxiehung«Bn8talt   auf  dem  Salon  hei 

Lndwigcburg, 


Vfer  die  Efitwickelang  Tefolfj^^  welche  die  Methode  der  neue- 
ren Geometrie  im  Laufe  der  drei  letzten  Deeennien  erfahren  hat» 
der  wird  bemerken,  daes  die  Erforschung  der  einförmigen  Grund- 
gebilde  (des  geraden  Gebildes  nnd  des  Strahlenböschels)  von 
grossem  Gewicht  war ,  auch  wird  ihm  die  bedeutende  Stelle  nicht 
entgehen ,  welche  die  Involution  der  einförmigen  Grundgebilde 
in  dem  ganzen  Bereich  der  neueren  Geometrie  fiberall  spielt.  In 
Betreff  der'  letzteren  biVi  ich  vor  Kurzem  auf  eine  Entdeckung 
geföhrt  worden,  die  für  die  Methode  der  neueren  Geometrie  von 
hoher  Bedeutung  ist,  die  ich  aber  in  meinen  Grundlinien  der 
neueren  Geometrie  nicht  mehr  berücksichtigen  konnte.  Ich  er- 
laube mir  daher  dieselbe  auf  diesem  Wege  zur  Kenntoiss  des 
mathematischeo  Publikuins  zu  bringen.  Man  wird  mir  hierbei  ge- 
statten die.  Benennungen  des  geraden  Gebildesund  desStrah- 
lenbüscheis  mit  denen  der  geraden  Punktreihe  und  des 
Vielstrahls  zu  vertauschen.  Meine  Gründe  für  diese  Yerän- 
deruug  habe  ich  in  meinen  Grundlinien  aus  einander  gesetzt. 
/ 

A.    Ordnnngspunkte  der  geraden   involntorlsehen 
Punktreihe. 

Die  Paukte  sweler  in  einer  BicfatuBg  verein^j^r  Reilien  CDE 
nsi  CDE'  MIdco  hekanntUeh  «ne  Involution»  we»n  sie  in  gftei« 
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eher  Ordnung  auf  einander  folgen  und  geg>en  einen  und  denselben 
Punkt  Q  jener  Richtung  eine^  solche  Lage  haben,  dass  die  Pro- 
ducte  der  Abschnitte  zwischen  diesem  Punkt  Q  und  den  homo- 
logen Punkten  der  zwei  Reihen  ein^n  constanteo  'Werth  haben, 
d.  h.  wenn 

QC.  QC=QD,  QD'  =  QE.  QE'. 

Der  Punkt  Q  selbst  ist  ein  Punkt  dieser  Involution  und  zwar 
derjenige,  welcher  dem  unendlich  entfeniten  Punl(t  Q'  der  Rich- 
tung entspricht.  Er  heisst  der  Centralpunkt  der  Involution.  Die 
Involution  heisst  einstimmig  oder  entgegengesetzt >  je  nachdem  die 
zwei  Reihen  CDE  und  C  D'E'  nach  der  gleichen  oder  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  auf  einander  folgen.  In  der  einstimmigen 
Involution  liegen  jede  zwei  einander  zugeordnete  Punkte  auf  den 
entgegengesetzten  Seiten  des  Centralpunktes  Q,  in  der  entgegen- 
gesetzten Involution  liegen  jede  zwei  solche  Punkte  auf  einer  und 
derselben  Seite  von  Q,  Alle  diese  Merkmale  wurden  von  jeher 
unterschieden,  auch  bat  man  erkannt,  dass  die  entgegen«^esetzte 
Involution  stets  zwei  Punkte  hat,  in  deren  jedem  zwei  einander 
zugeordnete  Punkte  vereinigt  sind,  und  hat  dieselben  Hauptpunkte 
oder  auch  Ordnungspunkte  genannt.  In  der  einstimmigen  Involu- 
tion hat  man  dagegen  keine  derartigen  Punkte  entdeckt ;  sie  schien 
daher  ein  Merkmal  zu  entbehren,  das  der  entgegengesetzten  In*, 
vctlution  überall  eine  so  fruchtbare  Anwendung  verlieben  hatte. 
Mau  kann  daher  billig  die  Frage  stellen,  ob  dieser  Mangel  wirk- 
lich in  dem  Wesen  der  einstimmigen  Involution  oder  nicht  et^va 
blos  in  einer  mangelhaften  und  zu  beschränkten  Auffassung  dieser 
Verhältnisse  zu  suchen  sei.  Eine  genauere  Untersuchung  der 
Sache  wird  das  Letztere  bestätigen. 

Zuerst  mag  bemerkt  werden,  dass  es  unstatthaft  ist,  den 
Centratpunkt  Q  für  sich  und  ohne  seine  Beziehung  zu  dem  ihm 
zugeordneten  unendlich  entfernten  Punkte  Q'  aufzufassen.  Denn, 
die  Methode  der  neueren  Geometrie  ist  durchaus  darauf  hingewie- 
sen, auf  jeder  Richtung  den  Punkt  des  unendlichen  Raumes  als 
einen*  bekannten  vorauszusetzen.  Dieser  Punkt  des  unendlichen 
Raumes  ist  selbst  der  wichtigste  auf  der  ganzen  Ausdehnung 
jener  Richtung,  weil  er  allein  durch  eine  spezifische  Lage  ausge- 
zeichnet ist.  Auch  der  Centralpunkt  Q  gewinnt  nur  erst  durch 
jenen  Punkt  Q*  des  unendlichen  Raumes  seine  Bestimmtheit.  Es 
wird  daher  zweckdienlich  sein,  diese  zwei  Punkte,  mit  dem  ge- 
meinschaftlichen Namen  der  Normalpunkte  zu  bezeichnen. 

Vergleicht  man  nnn  die  Normalponkte  mit  den  Hauptpunkten 
einer  entgegengesetzten  Intolution^  so  wird  man  leicht  das  Ge« 
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meiosame  dieser  zwei  Begififfe  eiitdeeken,  welches  darin  besteht, 
dass  der  Ab&tand  der  coiijugirten  Punkte  in  ihnen  durch  einen 
extremen 'Werth  ausgezeichnet  ist.  Die  Entfernung  der  zwei.Nor- 
.  malpunkte  ist  nämlich  unendlich  gross  ^  während  die  Entfernung 
der  zwei  conjugirten  Punkte,  welche  in  einem  Hauptpunkt  ver- 
einigt sind,  unendlich  klein. ist.^  Will  man  zugleich  aber  auch  die 
Beziehung  zu  den  Strecken  mit  in  den  Begriff  aufnehmen,  welche 
durch  jedes  Paar  der  übrigen  einander  zugeordneten  Punkte  be- 
stimmt werden  —  und  hiezu  ist  man  durch  die  Methode  der 
neueren  Geometrie,  welche  nur  relative  und  keine  absoluten  Maas^e 
kennt,  durchaus  aufgefordert  -r-  so  wird  man  sagen:  die  Entfer- 
nung der  zwei  einander  zugeordneten  Punkte  ist  bei  den  Korniai- 
punkten  ein  Maximum  iind  bei  den  Hauptpunkten  ein  Minimum. 
Hiemit  jst  aber  nicht  nur  der  sachgemässe,  sondern  auch  der 
Ausdruck  gefunden,  welcher  eben  so  gut  für  die  einstimmige  in- 
volqtion  als  für  die  entgegeng^etzte  zu  Ordnungspunkten  fährt. 

Ordnungspnnkte  einer  Involution  heissen  also  die- 
jenigen Punkte,  in  welchen  die  Entfernung  zweier 
einander  zugeordneter  Punkte  ein  Minimum  ist. 

Bei  der  entgegengesetzten  Involution  kann  man  immerhin  den  . 
Begriff  der  Hauptpunkte  als  eines  besonderen  Falles  der  Ord- 
nungspunkte beibehalten.  Weil  in  der  entgegengesetzten  Involu- 
tion jede  zwei  einauder  zugeordneten  Punkte  auf  der  gleichet^  Seite 
liegen,  so  erreicht  die  Entfernung  solcher  Punkte  von  einander 
nur  dann  ihr  Minimum,  wenn  sie  coincidirep.  .Weil  aber  das  Pro- 
duct  der  Entfernungen  zweier  einander  zugeordneter  Punkte  vom 
Centralpunkt  eine  constante  Grosse  hat,  so  ist  die  Entfernung 
eines  Hauptpunktes  vom  Centralpunkt  das  geometrische  Mittel 
zwischen  den  Entfernungen  zweier  anderer  zugeordneter  Punkte 
von  diesem  Centralpunkt.  Zugleich  sieht  man ,  dass  diese  Invo- 
lution zwei  Hauptpunkte  zu  beiden  Seiten  des  Centralpunktes  hat. 

In  der  einstimmi<(en  Involution  liegen  jede  zwei  einander  zu- 
geordneten Punkte  C  und  (£'  (Taf.  IL  Fig.  1.)  auf  den  entgegen- 
gesetzen  Seiten  des  Centralpunktes  Q,  ihre  Entfernung  d'  ist 
also  der  Summe  (OC+Otf')  der  Abschnitte  gleich,  welche  zwi- 
schen ihnen  und  dem  Centralpunkte  liegen.  Weil  aber  auch  hier 
dasProduct  QC.Q^'  eine  constante  Grosse  hat,  so  wird  die  Ent- 
fernung derjenigen  Punkte  M  und  iV  ein  Minimum  sein,  deren 
Abstände  vom  Centralpunkt  einander  gleich  sind.  Zu  diesem 
Schluss  berechtigt  schon  der  bekannte  Satz,  dass  von  allen  Recht- 
ecken gleichen  Inhalts  das  Quadrat  den  kleinsten  Umfang  hat. 
Es  ist  also  auch  hier  die  Entferiiung  {QM)  eines  Ordnungspunk- 
tes vom  Centralpunkt  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Ent- 
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fernmigen  {QC  und  Q(£')  zweier  beliebigen  einander  sugeerdneten 
Paakte  der  luToIntioo. 

Jede  Involution  bat  also  zwei  Ordnuogspunicte» 
welche  auf  beiden  Seiten  des  Centralpunktes  in  glei- 
chen Entfernungen  von  demselben  liegen,  und  swar 
ist  die  Entfernung  eines  solchen  Ordnnngspunktes 
vom.  Centralpunkt  das  geometrische  Mittel  zwist^hen 
den  Entfernungen  zweier  beliebigen  einander  zuge« 
ordneten  Punkte  vom  Centralpunkt* 

Es  stimmen  somit  die  Ordnnngspunkte  beider  Involutionen 
hinsichtlich  ihres  Verhältnisses  zum  Centralpunkt  vollkommen 
mit  einander  dberein,  der  einzige  Unterschied  zwischen  ihnen 
.  betrifft  die  Lage  der  mit  ihnen  vereinigten  einander  zugeordneten 
Punkte  der  Involution.  In  beiden  Involutionen  sind  die  zwei 
Ordnungspunkte  der  Ort  zweier  einander  zugeordneter  Punkte, 
deren  Abstand  von  einander  ein  Minimum  ist;  in  der  entgegen- 
gesetzten Involution  sind  diese  zwei  Paare  der  zugeordneten  Punkte 
getrennt;  das  eine  Paar  derselben  liegt  in  dem  Ordnungspunkt  M 
diesseits  des  Centraipunkls  und  das  andere  Paar  beOndet  sich  in 
dem  anderen  Ordnungspunkt  N  jenseits  des  Centralpunktes.  In 
der  einstimmigen  Involution  Gndet  keine  solche  Sonderung  Statt» 
sondern  es  decken  sich  die  zwei  Paare  der  zugeordneten  Punkte 
80,  dass  die  zwei  Punkte,  welche  in  dem  einen  Ordnungspunkt 
M  vereinigt  sind,  nicht  einander,  sondern  denjenigen  zwei  Punk- 
ten zugeordnet  sind,  welche  in  dem  anderen  Ordnangspunkt 
coincidiren. 

Wie  die  Normalpunkte/  so  haben  auch  die  Ordnuugspunkte 
die  Eigenschaft«  dass  alle  übrigen  Punkte  der  Involution  unmittiel- 
bar  auf  sie  bezogen  werden  können,  es  kommt  selbst  den  Ordnungs- 
punkten in  dieser  Beziehung  noch  ein  Vorzug  vor  den  Nörmal- 
punkten  zu.  Hinsichtlich  der  entgegengesetzten  Involution  ist 
nämlich  bekannt,  dass  die  Hauptpunkte  durch  jedes  andere  Paar 
einander  zugeordneter  Punkte,  harmonisch  getrennt  werden.  Aber 
auch  f^r  die  einstimmige  Involution  besteht  ein  ganz  ähnliches 
Gesetz.  Da  nämlich  für  jede  zwei  einander  zugeordnete  Punkte 
C  und  £'  (Taf.  \\.  Fig.  1.)  das  Product 

QC.Q(i'=QU.QN 

oder 

so  folgt 
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ist: 

lü  der  eiostimmigen  lovotution  sind  also  die  Entfernuogen 
zweier  einander  zugeordneter  Punkte  iodirelct  proportional»  wäh- 
rend dieselben  Entfernungen  in  der  entgegengesetzten  Involution 
direkt  proportional  «ind.  Sagt  man  nun  ron  den  zugeordneten 
Punkten  der  entgegengesetzten  Involution»  dass  sie  dieOrdnungs- 
pnnkte  harmonisch  trennen,  so  kann  man  in  der  einstimmigen  in* 
Tolotion  die  Art,  wie  die  Ordnung^punkto  Ton  zwei  einander  zu- 
geordneten Punkten  getrennt  werden»  harmonikal  heissen»  und 
man  hat'  den  Satz : 

In  der  entgegengesetzten  Involution  werden  die 
Ordnungspunkte  durch  jedes  Paar  einander  zugeord- 
neter Punkte  harmonisch  und  in  der  einstimmigen  In- 
Tolntioo  werden  sie  harmonikal  getrennt. 

Ffir  die  Nomalpnnkte  selbst  verschwindet  dieser  Unterschied» 
indem  hier  die  harmonikale  Tb  eilung  in  eine  harmonische  öber- 
geht  Und  dieser  Umstand  wäre  also  das  Ausgezeichnete  der« 
jenigen  harmonischen  Theilung»  welche  eine  Strecke  durch  den 
Punkt  in  ihrer  Mitte  und  den  Punkt  des  unendlichen  Raumes 
eriührt,  dass  sie  nicht  nur  harmonisch»  sondern  auch  harmonikal  Ist. 

Soll  ^nämlich  eine  gegebene  Strecke  JUN  in  einem  gegebenen 
Verhältniss  m:n  gethelit  werden»  so  wird  man  zu  vier  Punkten 
geführt  Zwei  dieser  Punkte  C  und  Ü  liegen  auf  der  endlichen 
Strecke  SIN  selbst  in  gleichen  Entfernungen  von  den  Punkten 
M  und  N;  zwei  andere  Punkte  O  und  £'  liegen  auf  den  beider- 
seitigen Verlängerungen  der  Strecke  MN  ebenfalls  in  gleichen 
Entfernungen  von  den  Punkten  M  und  N.  Die  Punkte  C  und  C, 
welche  den  Ordmingspunkt  M  einschliessen »  so  wie  die  zwei 
Punkte  <£  und  (£'»  welche  den  Ordnungspunl^t  N  einschliessen». 
theilen  die  Strecke  Äi:N  harmonisch;  die  zwei  Punkte  Cusd  f; 
C  und  tf  theilen  die  Strecke  MN  harmonikal»  und  die  Punkte 
Cund  £»  Cund  £'  theilen  dieselbe  symmetrisch.  In  der  Mitte  Q 
von  MN  fallen  awei  innere  symmetrische  Punkte  und  in  der  un- 
endlichen fintfernaog  der  Richtung  AfiV  fallen  zwei  äussere  symme- 
trische Punkte  auf  einander ;  die  harmonikale  Theilung  also,  weiche 
durch  die  Mitte  Q  und  den  unendlich  entfernten  Punkt  Q'  be- 
wirkt  wird,  ist  daher  sugleich  anch  eine  harmonisebe. 
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Was   nun  die  zwei   Ordmingspunkte  Tor  den  NormalpnnkteB 
^  in  ihrem  Verhältniss  zur  ganzen  Invohition   voraus  haben ,  ist  der 
Umstand,  dass  durch  die  ersteren  die  letzteren  bestimmt  werden, 
und  somit  durch  sie  die  ganze  Involution  bestimmt  ist. 

Durch  die  zwei  Oi'dnungspunkte  ist  die  ganzei  In- 
volution efiner  Richtung  vollkommen  bestimmt,  so 
dass  zu  jedem  gegebenen  Punkt  sein  zugeordneter 
gefunden  werden  kann. 

Schon  hierin  offenbart  sich  ein  wichtiges  praktisches  Moment, 
das  durch  den  allgemeinen  Begriff  der  Ordnungspunkte  gewonnen 
idt,  indem  man  vermittelst  ihrer  in  den  Stand  gesetzt  ist,  eine' 
jede  Involution  durch  zwei  Punkte  zu  heb^n ,  während  sonst  hiezu 
'vier  Punkte,  nämlich,  zwei  Paare  einander  zugeordneter  Punkte 
erforderlich  waren. 


JB.    Ordnungsstrahlen  des  involutorischen  Vielstrahls. 

Dieselbe  Erweiterung  des  Begriffes^  welche  zu  den  Ordhungs- 
punkten  der  involutorischen  Reihe  fQhrte,  ist  auch  am  involutori- 
schen Vielstrahl  vorzunehmen.  Es  mag  aber  vorausgeschickt 
werden,  dass  unter  dem  Strahl  eines  Vielstrahls  die  ganze,  bei« 
derseits  ins  Unendliche  sich  verlaufende.  Gerade  verstanden  wird» 
welche  durch  den  Scheitel  (Centrum)  des  Vielstrahls  geht.  Zwei 
solche  Strahlen  eines  Vielstrahls  bilden  aber  vier  ebene  Winkel» 
zwei  Scheitelwinkel,  die  einander  gleich  sind,  und  ihre  zwei  Ne- 
benwinkel, die  die  ersteren  zu  zwei  Rechten  ergänzen.  Wenn 
nun  diese  Winkel  ungleich  sind,  so  wird  nur  einer  der  kleineren 
zum  iVlaasse  für  die  Bestimmung  der  Lage  der  zwei  Strahlen  be- 
nutzt, so  dass  der  rechte  Winkel  das  absolute  Maximum  des 
Winkels  ist,  den  überhaupt  zwei  Strahlen  eines  Vielstrahls  zu 
machen  im  Stande  sind. 

Nun  ist  bekannt,  dass  in  jedem  involutorischen  Vielstrahl 
immer  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  vorhandeo  sind,  die 
aufeinander  senkrecht  stehen;  sie  mögen  Normalstrahlen 
heissen,  nicht  nur  um  ihre  gegenseitige  Stellung  zu  bezeichnen, 
sondern  auch  um  ihre  Analogie  mit  den  Normalpunkten  der  invo* 
lutorischen  Punktreihe  auszudrücken,  welche  darin  besteht,  dass 
ihr  Winkel  ein  absolutes  Maximum  ist.  Die  Hauptstrahlen  des 
entgegengesetzten  involutorischen  Vielstrahls,  welche  dadurch 
ausgezeichnet  sind,  dass  auf  jeder  Richtung  derselben  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Strahlen  coineidiren,  bieten  den  anderen  extre- 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Paulu»:  Orämmffsefem.  der  einförm.  iiw0ka.  Grundgebiidi.    181 

nefi  Fall»  Vro  der  ZuordonngswiDkel  eio  absolutes  Miniroam  ist. 
Verallgemeinert  man  auch  hier  diese  MerkmaSe  dadurch,  dass  man 
die^  relativen  Minima  und  Maxima  statt  der  absoltiten  setzt,  so 
gewinnt  man  auch  hier,  i^ie  oben,  den  allgemein  anwendbaren 
Begriff  der  Ordnungsstrahlen. 

In  jedem  involutorischen  Vielstrahle  heissen  also 
.   Ordnungsstrablen   diejenigen   zwei  Strahlen,  in    wel- 
chen der   Zoordnungswinkel   der.  Strahlen    ein    Mini- 
>raum  Ist. 

Die  Kreisinvolution  bietet  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  die 
Ordnungsstrahlen  eines  jeden  invblutorischen  Vielstrahls  zu  con- 
struiren,  fflr  den  entgegengesetzten  Vielstrahl  ist  diese  Constrnc- 
tion  in  §.  72.  meiner  Grundlinien  zu  lesen.  Auf  einb  ganz  ähn- 
liche Weise  construirt  man  aber  auch  die  Ordnungsstrahlen  des 
einstimmigen  involutorischen  Vielstrahls.  Ist  nämlich  P  (Taf.  II. 
Fig.  2.)  ein  solcher  Vielstrahl,  durch  dessen  Scheitel  eine  Kreis» 
iinie  geht,  welche  von  zwei  einander  zugeordneten  Stratilen-Paaren 
in  den  Punkten  C,  O;  D,  D'  geschnitten  wird,  so  convergiren 
die  Richtungen  CO  und  DD'  in  dem  Centrum  O  der  Kreisinvo- 
lution, und  jeder  weitere  Strahl  des  Centrunis  0  bezeichnet  auf 
der  Kreislinie  zwei  weitere  Punkte  Q  und  Q',  die  ihrerseits  wie- 
der zwei  einander  zugeordhete  Strahlen  PQ  und  PQ'  iea  inrolu- 
torischen  Vielstrahls  P  bestimmen.  Zieht  man  nun  einen  Durch- 
messer  QQ'  durch  das  Centrum  O  der  Kreisinvolution,  und  eine 
Sehne  MN  senkrecht  auf  QQ' ,  so  sind  PQ  und  PQ'  die 
zwei  Normalstrahlen,  weilQPO-'  als  Peripheriewinkel  im  Halb- 
kreis ein  Rechter  ist,  und  es  sind  PM  und  PN  die  zwei 
Ordnungsstrahlen  des  involutorischen  Vielstrahls  P,  Man  sieht 
nämlich  leicht,  dass  unter  allen  durch  den  Punkt  O  gehenden 
Sehnen  des  Kreises  die  auf  QQ'  senkrechte  Sehne  IHN  die 
kleinste  ist;  es  ist  also  auch  der  Bogen  3fN  der  kleinste  unter  den 
Bogen,  welche  durch  die  Strahlen  des  Cenfrums  O  gebildet  wer- 
den, und  folglich  ist  auch  der  Winkel  J^PN  das  Minimum  unter 
allen  denjenigen  Winkeln,  welche  durch  zwei  einander  zugeord* 
iiete  Strahlen  des  involutorischen  Vielstrahls  gebildet  werden. 
Da  nun  aber  der  Durchmesser  die  Bogen  der  Sehne  halbirt,  auf 
welcher  er  senkrecht  steht,  so  ist  auch  Bog.  Q^f=Bog.  QN; 
Bog.  e'ill=ßog,  0'^,  und  Auch  Z,MPQ=Z,NPQ. 

Es  werden  aldo  auch  im  einstimmigen  involutori*- 
schen  Vielstrahl  eben  so  gut  wie  im  entgegengesetz- 
ten die  Winkel  der  Ordnungsstrahlen  durch  die  zwei 
Normalstrahlen  halbirt. 
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Hei8«t  nun  auch  ein  Vierstrabl  barmoniBch  oder  harmonikal, 
wenn  er  div  Eigenschaft  besitzt»  eine  seiner  Transversaleo»  wenn 
auch  nar  eine  einiige,  in  vier  harmonischen  oder  harmonikalen 
Punicten  so  theilen,  so  folgt: 

dass  die  zwei  Ordnungsstrahlen  mit  jedem  Paar 
einander  zugeodneter  Strahlen  im  einatiromigen 
involutorischen  Vielstrahl  einen  harmonikalen» 
und  im  entgegengesetzten  involutorischen  Viel* 
strahl  einep  harmonischen  Vierstrahl  bilden. 

Wenn  man  eine  Transversale  senkrecht  zu  einem  der  Nor- 
malstrahlen zieht,  so  wird  man  leicht  finden,  dass  die  Normal- 
strahlen auf  derselben  die  Normalpunkte  und  die  Ordnungsstrah- 
len  die  Ondnungspunkte  der  involutorischen  Reihe  bezeichnen» 
welche  der  involutorische  Vielstrahl  auf  den  Transversalen  be- 
stimmt, und  damit  ist  der  oben  ausgei«prochene  8atz  erwiesen. 
Ffir  andere  zu  jenem^  Normalstrahl  schief  stehende  Transversa* 
len  h5rt  die  Uebereinstimmung  der  involutorischen  Reihe  mit  dem 
involutorischen  Vielstrahl  auf.  Obgleich  jede  Transversale  durch 
den  involutorischen  VielstrabI  in  einer  involutorischen  Punktreihe 
geschnitten  wird,  so  bezeichnen  doch  die  Normal  •  und  Ordnungs» 
strahlen  nicht  mehr  die  Normal-  und  Ordnuiigspunkte  der  involu- 
torischen Reihe.  Nur  bei  der  entgegengesetzten  Involution  müssen 
nothwendig  die  Hauptatrahlen  des  Vielstrahls  auch  durch  die 
Hauptpunkte  der  Reihe  gehen,  weil  das  in  den  Hauptstrahlen 
.vereinigte  Paar  einander  zugeordneter  Strahlen  auch  auf  der 
Ti]^nsversale  nothwendig  diejenigen  Punkte  bezeichnet,  in  welchen 
zwei  einander  zugeordnete  Punkte  der  Involution  coincidiren.  Im 
einstimmigen  involutorischen  Vielstrahl  findet  diese  Uebereinstim- 
mung nicht  statt,  denn  obleich'der  Winkel  der  Ordnungsstrahlen 
ein  Minimum  ist,  so  kann  man  doch  eine  solche  Transversale 
ziehen,  dass  die  Strecke  derselben,  welche  zwischen  den  Ordnungs- 
strablen  liegt,  weit  entfernt  ein  Minimum  zu. sein,  selbst  als  ein 
Maximum  erscheint  Letzteres  geschieht  uirklich»  wenn  die  Trans- 
versale einem  Hauptstrahl  parallel  geht  Nur  der  harmonische 
Vielstrahl  hat  daher  auüh  die  Eigenschaft  jede  Transversale  bar» 
mopisch  zu  theiien»  der  harmonikale  theilt  nur  diejenigen  Trans- 
versalen, weiehe  auf  einem  VielstrabI  senkrecht  stehen,  har- 
monikal. 
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C.     ADweoduDg  der  Ordnungseleraente  auf  die  Lehre 
voD  den  Kegelschnitten. 

Die  Bedeutung,  welche  der  allgemeine  Begriff  der  Ordnungs- 
elemente  für  die  Methode  der  neueren  Geometrie  hat,  kann  mit 
folgenden  Worten  kurz  bezeichnet  werden:  der  Begriff  der  Ord- 
nungseleuiente  macht  die  Begriffe  der  imaginären  Elemente  (Punkte 
und  Richtungen)  entbehrlich.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  zweifacher 
Gewinn. 

a)  Ein  formeller.  Der  Begriff  des  Imaginären  ist  sehwierig, 
weil  er  alle/  Anhaltspnnkte  für  die  Vorstellung  entbehrt  und  nur 
durch  das  absolute  Abstraktionsvermögen  des  Geistes  gewönne'^ 
und  festgehalten  werden  kana.  Die  Ordnungselemente  dagegen 
können  gezeichnet  werden,  nnd  ihr  Begriff  ist  daher  der  Vor- 
stellung zugänglich.  Auch  darf  hier  nicht  übersehen  werden,  dass 
der  Begriff  des  Imaginären  ursprünglich  dem  abstrakten  Reich 
der  Zahl  angehurt  und  daher  wohl  in  der  analytischen  Geometrie, 
nicht  aber  in  der  Geometrie  der  Lage  geaucht  werden  sollte. 
Durch  die  Beseitigung  der  imaginären  Raumelemente  wird  also 
die  geometrische  Methode  der  Lag^  purificirt.  Ein  zweiter  Ge- 
winn ist  seiner  Natur  nach: 

b)  ein  materieller.  Zwei  zusammengehürige  imaginäre  Punkte 
bestimmen  wohl  eine  reelle  Richtung,  aber  sie  können  dieselbe 
nicht  begränzen;  zwei  imaginäre  Richtungen  bestimmen  wohl  ei- 
nen Punkt,  als  den  Scheitel  eines  Winicels,  sie  bestimmen  aber 
selbst  keinen  Winkel.  Die  zwei  Ordnungspunkte  dagegen  bestim- 
men nicht  nur  eine  Richtung,  sondern  sie  begränzen  dieselbe 
auch,  und  die  zwei  Ordnungsstrahlen  bestimmen  einen  Punkt  und 
einen  Winkel.  Damit  werden  aber  bei  der  Erforschung  der  Figu- 
ren  zwei  weitere  Dimensionen  eingeführt,  welche  eine  tiefere  Ein* 
sieht  in  das  Wesen  derselben  gestatten.  Ich  erlaube  mir  diese 
Vortheile  an  Beispielen  zu  erläutern. 

1)  Durch  eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  ein  Poiarsystem 
bestimmt,  durch  welches  a(le  Punkte  der  Ebene  in  eine  unmittel« 
bare  Abhängigkeit  von  einander  versetzt  werden,  ebenso  wie  die 
Punkte  der  Curve  selbst  von  einander  abhängig  sind.  Wenn  also 
die  gegenseitige  Stellung  von  Punkten  in  dem  Polarsystem  be- 
kannt ist,  so  kommt  ibuen  dieselbe  Bedeutung  und  Wichtigkeit 
zu,  seien  sie  Punkte  der  Curven  oder  sonst  Punkte  der  Eben^, 
in  welcher  die  Curve  liegt.  Geht  nun  irgend  eine  Richtung  durch 
die  Curve»  so  werden  dadurch  zwei  Punkte  der  Curve  bestimmt. 
Die  Punkte  dieser  Richtung  nämlich,  welche  in  dem  Polarsystem 
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einander  conjugirt  «ind  ,  bilden  eine  entgegengesetzte  Involution^ 
und  die  Puiil^te,  in  welchen  sie  von  der  Curve  geschnitten  wird, 
sind  die  Hauptpunkte  dieser  Involution.  Andererseits  wird  auch 
durch  jene  Curvenpunkte  die  involutorische  Reihe  der  conjugirleo 
Punkte  bestimmt.  Liegt  aber  eine  Richtung  ganz  ausserhalb  der 
Curve,  so  hat  sie  zwar  keine  Punkte  mit  ihr  gemeinschaftlichy 
aber  es  bilden  auch  ihre  conjugirten  Punkte  eine  Involution,  und 
durch  dieselbe  ist  die  Stellung  ihrer  Punkte  in  dem  Polarsysteni 
bestimmt  Diese  Involution  ist  einstimmig  und  ihre  Ordnungs- 
punkte gehören  zwar  nicht  der  Curve  selbst  an,  allein  sie  haben 
doch  auch  die  Fähigkeit  die  ganze  Involution  dieser  Richtung  zu 
beistimmen ;  sie  haben  also  für  die  Punkte  dieser  Richtung  ganz 
dieselbe  Bedeutung  wie  die  Punkte«  welche  die  erstbetrachtete 
Gerade  mit  der  Curve  gemein  hatte.  Um  diese  ihre  Bedeutung 
anzudeuten,  heisse  ich  die  Ordnungspuokte  einer  gegebenen  Rieb* 
tang,  ^  welche  durch  die  involutorische  Reihe  ihrer  conjugirten 
Punkte  bestimmt  werden,  uneigentliche  Punkte  der  Curve, 
und  die  Richtung  selbst  eine  uneigentliche  Sekante  der 
Curve.  Es  ^  soJI  also  mit  diesem  Namen  lediglich  nichts  andereo 
bezeichnet  ii'erden,  als  diejenigen  Punkte  der  Rieh]tung,  welche 
für  sie,  als  einem  Gliede  des  Polarsystems,  dem  die  Cui^ve  an- 
gehört, ganz  die  gleiche  Bedeutung  haben,  wie  die  Curvenpunkte 
för  die  Richtung  einer  eigentlichen  Sekante.  Wie  man  sodann 
auch  die  endliche  Strecke  zwischen  den  zwei  Schnittpunkten  einer 
Curve  Sehne  nennt,  so  wird  die  endliche  Strecke  einer  Richtung 
zwischen  ihren  zwei  uneigentlichen  Curvenpunkten  eine  iinei- 
gentliche  Sehne  genannt,  "und  wenn  die  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Curve  geht,  so  heisst  jene  Strecke  ein  un ei- 
gentlicher Durchmesser  derselben. 

Dass  diese  uneigentlichen  Punkte  dieselbe  Bedeutung  für  die 
Curve  haben  wie  die  eigentlichen,  das  zeigt  folgender  Satz: 

Ein  Kegelschnitt  ist  durch  fünfPunkte  seiner  Curve 
bestimmt,  auch  wenn  ein  oder  zwei  Paare  uneigent- 
lieber  Punkte  darunter  sind. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  lindet  sich  in 
§.118.  meiner  Grundlinien,  nur  dass  dort  npch  die  imaginären 
Punkte  statt  der  uneigentlichen  gebraucht  werden.  Ein  Beispiel, 
um  den  Vortbeil  zu  bemessen,  den  die  Unterscheidung  der  un- 
eigentlichen Durchmesser  gewährt,  liefert  die  Hyperbel. 

Es  sind  nämlich  die  sogenannten  Subst-ttuten  der 
Hyperbel  in  der  T hat  nichts-  anderes  als  u neigentliehe 
Durchmesser. 
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Um  diess  zu  steigen ,  seien  PP  und  pi^  (Taf.  II.  Fig.  30  die 
zwei  Asymptoten»  CD  und  (CD  die  Riebtungen  zweier  conjugir* 
ten  Durchmesser^  GH  und  JK  die  Scheiteltangenten  des  reellen 
Durchmessers  dD^  so  weit  sie  zwischen  den  Asymptoten  liegen, 
so  wird  man  leicht  finden,  dass  GHJK  ein  Parallelogramm  ist, 
das  um  ein  zweites  Parallelogramm  C£Z>X>  so  beschrieben  ist, 
dass  CD  II P9  und  DD  ||  pp,  Diess  vorausgesetzt ,  wird  man  wei- 
ter schliessen,  dass  CD  die  Beruhrungssehne  der  in  dem  Punkte 
H  convergirenden  Tangenten  ist,  denn  die  Richtung  CD  gebt 
durch  den  Berührungspunkt  C  der  Tangente  GH  und  sie  geht 
auch  durch  den  unendlich  entfernten  Berührungspunkt  der  Asymp- 
tote P)9,  weil  sie  mit  derselben  parallel  ist.  Es  ist  also  CD  die 
Polare'  des  Punktes  H,  Ebenso  findet  man,  dass  die  Richtung 
AD  die  Polare  des  Punktes  J  ist,  und  aus  beiden  folgt,  dass  JH 
die  Polare  des  Punktes  D  ist.  Die  Punkte  (C  und  D  sind  also 
zwei  conjugirte  Punkte  der  Richtung,  welche  durch  dieselben 
gdit.  Der  Convergenzpunkt  O  ist  aber  der  Centralpunkt  der  In- 
volution der  Richtung  (CD,  weil  seine  Polare,  d.  i.  die  Beruhrungs- 
sehne der  Asymptoten  im  unendlichen Haume  liegt,  und  also  auch 
diese  Richtung  erst  in  einem  Punkte  des  unendlichen  Raumes 
schneiden  kann.  Weil  nun  aber  dieser  Punkt  O,  als  der  Con- 
▼ergenzpiinkt  der  Diagonalen  des  Parallelogramms  dDT^,  in  der 
Mitte  zwischen  den  Punkten  (fundD  liegt,  so  folgt,  dass  £undD 
di^  zwei  Ordnungspunkte  der  durch  die  conjugirten  Punkte  dieser 
Richtung  gebildeten  Involution  sind  und  dass  also  (£D  ein  nneigent- 
licher  Durchmesser  der  Hyperbel  ist. 

Aus  dieser  Deduction  geht  auch  noch  der  bekannte  Satz  her- 
vor, dass  die  Substitute  eines  imaginären  Uyperbeldurchmessers 
demjenigen  Stück  der  Scheiteltangente  des  conjugirten  reellen 
Durchmessers  gleich  ist,  welches  zwischen  den  zwei  Asymptoten 
der  Hyperbel  liegt.  Dieser  Satz  erscheint  bei  der  bisherigen 
Betrachtungsweise  als  ein  solcher,  der  der  Hyperbel,  im  Gegen- 
satz zu  der  Ellipse,  eigentbumlich  ist.  Die  Methode  der  neueren 
Geometrie  belehrt  uns  aber  eines  Anderen,  so  sehr,  dass  nur 
eine  etwas  andere  Fassung  noth wendig  ist,  um  dem  Satz  die 
Allgemeinheit  zu  verleihen,  in  welcher  er  unmittelbar  auch  auf 
die  Ellipse  seine  Anwendung  hat.  In  dieser  allgemeinen  Fassung 
nimmt  der  Satz  folgende  Gestalt  an: 

Dasjenige  Stfick  einer  Tangente  eines  Kegel- 
schnitts, welches  zwischen  den  Ordnungspunkten  der- 
jenigen involntorischen  Reihe  liegt,  welche  auf  der 
Richtung  der  Tangente  durch  den  involutorischen 
Vielstrahl    der   conjugirten    Durchmesser   bezeichnet 
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witdy  ist  dem  mit  der  Tüngeote  piralfelen  DuTciilnes- 
ser  gleicli. 

lo  der  Hyperbel  nSmlicb  sind  die  Asymptoten  nicht  nur  die 
Ordnungsstrablen  des  inv4>IutoriscbeD  Vielstrahls«  weicher  durch 
die  coDJagirten  Durcliinesser  gebildet  wird,  sondern  sie  sind  auch 
die  Hauptstrablen  jenes  Vielstrahls,  auf  deren  jedem  zwei  conjn- 
girte  Durchmesser  vereinigt  sind.  Diess  verleiht  den  Asymptote 
die  Eigenschaft»  dass  die  Ordnungfi|)unkte  der  involutorischan 
Reihe,  welche  durch  den  involutorischen  Vielstrahl  der  conjugic- 
girten  Durchmesser  bezeichnet  werden,  zugleich  auch  die  Punkte 
sind,  in  welchen  die  Transversale  von  den^Asymptoten  geschnitten 
wird.  Das  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Stück  einer  Tan- 
gente der  Hyperbel  ist  also  auch  unmittelbar  der  Substitute  und 
dem  uneigentlichen  zugeordneten  (imaginären)  Durchmesser  gleich. 
In  der  Ellipse  dagegen  ist  der  Involutorische  Viektrahl  der  coo- 
jugirten  Durchmesser  von  entgegengesetzter  Aufeinanderfolge,  and 
der  Zuordnungswinkel  zweier  einander  zugeordneten  Strahlen  ju^ 
in  den  Ordnungsstrahlen  wohl  ein  relatives  aber  kein  absoiotes 
Minimum.  Dadurch  verlieren  die  Ordnungsstrablen  die  Eige«.- 
schaft  in  der  volutorischen  Reihe,  welche  die  conjugirten  Durch* 
messer  auf  einer  Transversalen  bestimmen,  durch  die  Ordnu^pp»- 
punkte  der  letzteren  zu  gehen.  Ist  aber  diese  Transversale  eine 
Tangente  der  Ellipse,  so  bleibt  jenen  Ordnungspnnkten  denuui- 
geachtet  die  Eigenschaft,  eine  Strecke  zu  begränzen,  welche  den 
parallelen  Durchmesser  der  Ellipse  gleich  ist.  Um  diess  zu  be* 
weisen,  bedarf  ich  eines  Satzes,  der  leicht  abzuleiten  ist,  so  dass 
ich  mich  damit  begnüge  ihn  anznfilihren.    Er  lautet: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  ellipti» 
sehen  Curve  aus  zwei  Richtungen  zieht,  welche  mit 
zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel  sind,  so 
durchschneiden  sie  dieEllipse  in  den  Endpunkten  des 
mit  der  Tangente  parallelen  Durchmessers. 

Ist  nun  MPf  (Taf.  II.  Fig.  4.)  eine  Tangente  der  Ellipse  RfSOU 
welche  dieselbe  in  dem  Punkte  Q  berührt,  und  sind  M  und  N  die 
zwei  Ordnungspunkte  der  Involution,  welche  auf  der  Richtung 
MN  durch  den  involutorischen  Vielstrahl  O  der  conjugirten  Durch- 
messer  gebildet  wird,  so  sind  auch  OM  und  ON  die  Richtungen 
sweler  cojugirten  Dnrchmesser,  und  zugleich  Ist  OM^:zON,  Zieht 
man  nun  QR\\  ON  und  Qti\\  Oif,: so  ist  AK  nach  obigem  Hilfs- 
satz  derjenige  Durchmesser,  welcher  mit  MN  parallel  ist  Als 
Pftrallele  zwischen  Parallelen  ist  aber  auch  <?iir=OX,  QN^  OR, 
folglich  auch  MN=sRU. 
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Mao  wird  gelegentlich  hier  auch  bemeilceiiy  dass  der  paral- 
lele Halbmesser  OR  das  geometrische  Mittel  ist  zwi- 
schen xwel  Abschnitten  QC  und  QC»  die  swischen  dem 
BerChrungspankte  Q  und  den  Richtungen  zweier  an* 
deren  conjugirten  Duchmesser  liegen. 

Dless  mag  hinreichen,  um  eine  Torstellung  davon  zu  geben, 
wie  auch  die  Unterscheidung  der  Ordnungspunkte  einer  involuto* 
riechen  Reihe,  so  wie  Oberhaupt  die  Methode  der  neueren  Geome- 
trie, durch  den  Zug  ausgezeichnet  ist,  dass  sie  das'  scheinbar 
Ungleichartige  in  einer  höheren  Einheit  vereinigt,  und  dadurch 
eine  tiefere  Einsicht  in  die  Gestaltsverhältnisse  der  Figuren  an* 
bahnt.  Es  m5ge  nur  noch  vergOnnt  sein,  folgende  zwei  Sätze,  die 
sich  an  das  Vorausgehende  anschliessen,  in  der  Form  auszu- 
sprechen, wie  sie  durch  die  Unterscheidung  der  eigentlichen  und 
uneigeutlichen  Durchmesser  daigeboten  werden. 

Das  Parallelograrom,s  welch  es  durch  die  Endpunkte 
zweier  conjugirten  Durchmesser  bestimmt  wird,  ist 
auch  in  der  Hyperbel,  wie  in  der  Ellipse,  eine  con- 
stante  Grosse. 

Die  Differenz  der  Quadrate  zweier  conjugirtea 
Uyperbeldurcbmesser  ist  eine  constante  Grösse. 

2)  Dieselben  Gründe,  durch  welche  man  veranlasst  war,  auf 
den  Richtungen  in  der  Ebene  einer  Curve  zweiter  Ordnung  theils 
eigentliche,  theils  uneigentliche  Curvenpunkte  zu  unterscheiden, 
machen  auch  die  Unter^scheidung  von  eigentlichen  und  uneigent- 
lichen Tangenten  wQnschenswerth.  Die  In  einem  äusseren  Punkte 
conyergirenden  Tangenten  sind  die  zwei  Ordnungsstrahlen  des 
involutorischeo  Vielstrahls,  welcher  durch  die  in  demselben  con- 
vergirenden  und  conjugirten  Richtungen  gebildet  wird.  Ist  ein 
Punkt  ein  innerer,  so  heissen  die  zwei  Ordnungsstrahlen  der  ein- 
stimmigen Involution  seiner  conjugirten  Richtungen  un eigent- 
liche Tangenten  des  Kegelschnitts.  Dieser  Name  soll  auch  hier 
nichts  anderes  bezeichnen,  als  diejenigen  zwei  in  einem  Punkte 
convergirenden  Richtungen,  welche  in  dem  Polarsystem  der  Curve 
dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  zwei  eigentlichen  Tangenten 
Ob  die  in  ihrem  (äusseren)  Gonvergenzpunkt  convergirenden  Rieh- 
tongen.  Dass  auch  die  nneigentlichen  Tangenten  dieselbe  Be- 
deutung fär  die  Curven  haben,  wie  die  eigentlichen,  geht  eben- 
falls aus  §.  IIS.  meiner  Grundlinien  hervor,  indem  einer  jener 
dort  angefOhrten  Sätze  jetzt  folgende  Gestalt  annimmt: 

Jede  Curve  zweiter  Ordnung  ist  durch  ffinf  Tan- 
genten bestimmt,  auch  wenn  ein  oder  zwei  Paare  unei- 
gentlicher Tangenten  unter  denselben  sich  befinden. 

13* 
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Ein  beachtenswerdies  Beispiel  von  uneigentlichen  Tangenten 
liefern  die  conjugirten  Darchmesser  der  Ellipse.  Während  näm« 
lieh  die  Hyperbel  in  ihten  Asymptoten  zwei  Ordnungsstrahlen 
der  Involution  ihrer  conjugirten  Durchmesser  aufzuweisen  hat, 
welche  eigentliche  Tangenten  derselben  sind,  so  liefert  die  Invo- 
lution der  conjugirten  Durchmesser  in  der  Ellipse  In  ihren  Ord- 
nungssl rahlen  nur  zwei  uneigentliche  Tangenten.  Diese  durch 
jene  Ordnungsstrahlen  gegebenen  zwei  conjugirten  Durchmesser 
der  Ellipse  haben  in  dieser  Eigenschaft  offenbar  dieselbe  Bedeu- 
tung für  die  Ellipse,  wie  die  Asymptoten  für  die  Hyperbel«  Und 
man  könnte  sie  daher  die  asymptotischen  Durchmesser  der  Ellipse 
heissen.  Diese  asymptotischen  Durchmesser  der  Ellipse  stimmen 
wirklich  auch  in  fols^end^n  Eigenschaften  mit  den  Asymptoten 
der  Hyperbel  überein. 

a)  Der  Zuordnungswinkel  der  asymptotischen  Durchmesser 
ist  ein  Minimum  des  Zuordnungswinkels  zweier  cojugirten  Darch- 
messer. 

b)  Von  allen  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse  haben  die 
asymptotischen  allein  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Winkel  von  den 
zwei  Azenrichtungen  halbtrt  werden. 

c)  Die  zwei  asymptotischen  Durchmesser  der  Ellipse  werden 
durch  jedes  andere  Paar  conjugirter  Durchmesser  harmonikal  ge- 
trennt, wie  in  der  Hyperbel  die  zwei  Asymptoten  durch  jede  zwei 
bonjugirte  Durchmesser  harmonisch  getrennt  werden. 

d)  Von  allen  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse  haben  die 
asymptotischen  allein  die  Eigenschaft,  mit  den  Axen  einen  harmo- 
nischen Vierstrahl  zu  bilden,  wie  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
nur  durch  die  Axen  der  Hyperbel  harmonikal  getrennt  werden. 

e)  Dasjenige  Stück  der  Scheiteltangente  der  einen  Axe,  wel- 
ches zwischen  den  Richtungen  der  asymptotischen  Durchmesser 
liegt,  ist  der  anderen  Axe  gleich. 

f)  Die  zwei  asymptotischen  Durchmesser  der  Ellipse  sind 
einander  gleich,  während  sonst  keine  zwei  gleichen  conjugirten 
Durchmesser  vorhanden  sind. 

3)  Auch  in  Hinsicht  der  Beziehungen,  welche  zwischen  zwei 
Curveu  zweiter  Ordnung  einer  Ebene  stattfinden,  kommt  den  nn- 
eigentlichen  Punkten  und  Tangenten  dieselbe  Bedeutung  zn,  wie 
den  eigentlichen  Punkten  und  Tangenten.  Wenn  zwei  solche 
Curven  zwei  eigentliche  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  %o 
heisst  die  Richtung,  welche  durch  jene  Punkte  bestimmt  ist,  eine 
gemeinschaftiiche  Sekante  der  Curven.  Diesem  entsprechend 
heisse  ich  eine  Richtung  eine  uneigentliche  gemeinschift- 
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liebe  Sekante,  wenn  zwei  Gurken  dieselben  zwei  uneigentli- 
cben  Curvenpunkte  auf  einer  Richtung  gemein  baben.  Dass  es 
solche  gemeinschaftliche  uueigentliche  Sekanten  giebt,  folgt  aus 
obigem  Satze ,  nach  welchem  eine  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
fiinf  Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  auch  wenn  ein  Paar  unei- 
gentlicher  Punkte  unter  denselben  sind,  indem  man  hiernach 
beliebig  viele  Curven  der  zweiten  Ordnung  durch  dieselben  zwei 
gegebenen  uneigentlichen  Punkte  legen  kann.  Ebenso  sagt  man 
auch  von  einem  Vielstrahl,  er  sei  zwei  Curven  der  zweiten  Ord- 
nung gemeinschaftlich,  wenn  in  dem  Scheitel  desselben  zwei  ge- 
meinschaftliche uneigentliche  Tangenten  convergiren.  So- 
wohl für  die  gemeinschaftlichen  eigentlichen  und  uneigentlichen 
Sekanten,  als  auch  für  die  gemeinschaftlichen  eigentlichen  und 
uneigentlichen  Vielstrahlen  hat  man  nun  dieselben  Eigenschaften 
in  Hinsicht  der  perspektivischen  Lage  der  Curve,  nämlich: 

a)  Zwei  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  eiii-e  ei- 
gentliche oder  uneigentliche  Sekante  gemeinschaft- 
lich haben,  sind  für  die  Richtung  dieser  Axe  in  dop- 
peltem Sinn,  nämlich  für  zwei  verschiedene  Centra, 
perspektivisch  collineär. 

b)  Zwei  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  einen  ei- 
gentlichen oder  uneigentlichen  Vielstrahl  gemein- 
schaftlich haben,  sind  ffir  den  Scheitel  dieses  Viel- 
strahls als  Centrum  in  doppeltem  Sinne,  nämlich  fQr 
zwei  verschiedene  Axen  perspektivisch  collineär. 

Diese  zwei  Sätze  sind  in  meinen  Grundlinien  §.  121.  und  §.  122. 
behandelt,  wo  jedoch  noch  die  Begriffe  der  imaginären  Punkte 
und  Tangenten  zu  Grunde  gelegt  sind.  Fasst  man  nun  Alles  zu- 
sammen was  im  Vorhergehenden  über  die  Anwendung  des  allge- 
meinen Begriffs  der  Ordnungselemente  des  involutorischen  Viel- 
strahls gesagt  und  angedeutet  ist,  so  wird  man  die  Behauptung 
bestätigt  finden,  dass  die  imaginären  Elemente  durch  dieselben 
entbehrlich  werden,  und  dass  überdiess  die  Ordnungselemente 
noch  manche  Vortheile  darbieten,  welche  die  imaginären  nicht 
oder  doch  nur  auf  dem  Wege  der  Rechnung  leisten  können. 
Zum  Schluss  mag  für  die  analytische  Methode  nur  noch  bemerkt 
werden,  dass  die  Strecke  zwischen  den  zwei  Ordnungspunkten 
einer  Richtung,  wenn  man  sie  noch  mit  V  —  1  multlplizirt,  jedes- 
mal das  absolute  imaginäre  Maass  angiebt,  zu  welchem  die  Rech- 
nung fiihrt. 
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XV. 

Entwickelung  des  Braches  ^ ■    in  eine  Reihe 

Ton  der  Form  a+&cos2^+ccos49+</co86^4-^cos8^-f  etc., 

hergeleitet  Ton 

Herrn  Professor  Dr.  Jf.  Ih.  fVolfers 
in  Berlin« 


Als  ich  Blich  vor  einiger  Zeit  damit  beschäftigte»  den  Flächen- 
inhalt von  Zonen  unserer  Erde«  also  eines  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  kleii^e  Axe  entstandenen  Sphäroids«  zu  bestim- 
men, kam  es  darauf  an»  die  obige  Umformung  zum  Behuf  einer 
einfachem  Integration  und  dann  einer  leichtern  Rechnung  herzu- 
leiten. Die  Form  der  Coefficienten  a»  b,  c,  etc.  war  mir  in 
einem  Aufsatze  gegeben»  nicht  aber  die  Art  ihrer  Herleitung»  und 
da  man  diese  Umformung  auch  wohl  in  andern  Fällen  zweckmässig 
finden  durfte;  so  will  ich  hier  zeigen»  wie  die  unten  folgenden 
Werthe  dieser  Coefficienten  sich  ergeben. 

In  Euler*s  Introductio  in  analysin  infinitomm  {.218.  findet 
man,  dass  in  der  aus  dem  Brache 

1  —  2pzcos4p  +f?*2;* 

hergeleiteten  recurrirenden  Reihe  das  allgemeine  Glied 

i<sin(n  -I-  l)y  +  BB\nnq> 

B\Xk(p  '^ 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Waifers: .  JSfiMekeiunff^  des  Bruches  i— /»coa«  ^*         *®* 

ist  Setzt  maa  dqh  ^1:^1,  £=0  nod  p=l,  so  CAtspricht  dem 
Brache 

in  der  aas  demselben  hergeleiteten  recurrirenden  B0ihe,  das  all- 
gemeine GHed 

ain(n  +  l)y^ 
'  sin9> 

Nach  einem  bekannten  elementi^ren  Satae  der  Algebra  ist  nun 

3)  ^_g — =««+«-t/3+a--«/3»  + +«/?--»  +  /?•, 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  atif  der  rechten  Seite  offenbar  n  -|- 1 
Ist  Wenn  nun  n-f  1  eine  gerade  Zahl  ist»  so  wird  kein  mit- 
telstes Glied  existiren,  sondern  es  werden  die  zwei  in  der  Uitte 
stehenden  Glieder  sein: 

4)  a'^.ß^+a'^.ß^', 

ist  hingegen  n-fl  ungerade,  so  ezlstirt  ein  mittelstes  Glied, 
und  zwar  ist  dasselbe: 

n    • 
Nun  ist  bekanntlich 

8in(ti  +  l)y^  %^f^ 

also  nach  3),  Indem  man 

und 

setzt: 
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1  — /«CO89 

SID9 

+  €(n-2)yV^ .  e-a9V^+ +  c^V^i.  e-C«^i)9V^  +  «"•HP*"-» 

oder 

....  +  «-(«-•)9V^  +  ir-y  V^ 

Addirt  man  nun  das  erste  and^  letzte,  das  zweite-  and  vorletzte, 
die  dritten  Glieder  von  vom  und  "ton  hinten,  a.  s.  w.;  so  wird 
offenbar 

ie«9V^  4.  er-^V-i^  =2cos«9 , 
e(«-i)5^ir=i  ^  g-(»-i)yVZi  =-2cos(n— l)q), 
c(ii-2)5pV^  +  c-<«-2)5pV^=2co8(n— 2)9, 
etc. 

und  man  Icommt,  wenn  it-f  1  gerade  ist,  nach  4)  zuletzt  auf  die 
beiden  Glieder 

8)  e5PV^  +  c-«^^  =:2cos9, 

wogegen,  wenn  n-\-\  ungerade  ist,  das  mittelste  GBed  nach  5) 

9)  «091^^=1 

wird.    Nach  der  Gleichung  2)  erhalten  wir  demnach: 


für  n=0,  a=-s;j5-=I, 

sin2y 
-   **=*'  *=-S5^=2cos9, 

10)        <   "    »=?'  <'=-riü^=^*'»"29.+l. 

>,    n:=3,  c{=  — r~^=2cos39-f  ^069» 


„   n=4,  «=?i^=2cos49+2co«29  +  l, 
tt.  s.  w. 

und,  indem  man  diese  Werthe  substitnirt,  ergiebt  sich : 
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-f  z«(2  cos  4^ +2  cos  29  4- i) 

-f  z«(2co659 -I- 2co839)  +  2ett*9>) 

-f  2^(2  cos  69 -1-2  cps  49 -1-2  008 29 -1-1) -f  Q.  8.  w. 

Ordnet  man  nmi  aber  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  nach  den 
CodimisseD  derselben  Winkel »  so  erhAlt  man: 

-f-2[l-hx*-f  z*  -|-2«+etc.]2co89 
+  «*[l+«*+2*  +  ««+efc.]2co829 

-h«»[l +*•+!* +«•-^etc.]2  cos  49 


etc. 


oder,  weil 


l+i«+«*^««+etc.  ät  j~j 

Mt: 

11) 

1 

l—%HSOB<p  +  X* 

1 

>  n -l- 2zCiMI(»\l-22S CM 2lD -t-Sz* COI 

IHe  Glieder  gehen  so  regelmSssig  fort,  dass  das  allgemeine  Glied 
sich  von  selbst  ergiebt    Da  nnn  unsere  Aufgabe  ist,  den  Bruch 

1 


1  — fftC0S9 

in 

eine 

Ihnhliche  Reihe 

SU  verwandeln. 

so  setzen  wb 

1 

1 

l-&««v  +  «^ 

2z 
- 1  t  j 

9 
rcos») 

und  so  aus  11): 
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1?)  : — s 

=  fi— i[l +2j;co8y+2»«co«29»+ 2z*eos39>  +  etc.]. 

Wenn  wir  nan  eiwUitb 

2» 

setzen,  so  folgen  hieraits  die  Wertbe: 
mittelst  deren  vnt  aus  12)  erhalten: 

1  ]  1  —  V"i«— tt« 

+  2(lz::^aH?)\os2^+2(Lz^)'co.3^  +  etc.] 

and  weno  wir  in  14)  —  ft  statt  (»  setzen,  sogleicii: 

+  2(i=^^ycos2^-2(i=^^^7co^+etc]. 
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Elementarer  Beweis  der  Formeln  von  Simpson  und 
Bradley  zur  Bestimmung  der  astronomischen  Kefrac- 
tion  and  der  Formel  filr  die  terrestrische  Refraction. 

dem  Heraasgeber. 


Vorbemerkung. 

Bei  der  grossen  Ausblldang  und  tief  gehenden  Bebandlnng, 
welche  in  neuerer  Zeit  der  Theorie  der  Mtronomiechen  Refrietion 
faavptsSchlich  darch  Laplace  und  Beseel  zu  Theil  geworden 
ist»  haben  freilich  die  berOhmten  Refractioneformeln  Ton  Thomaa 
Simpson  und  Bradley  nieht  viel  mehr  als  historischeu  Wertb* 
bdess  empfehlen  sieh  diese  Formeln»  Torzüglich  die  erstere,  «ehr 
durch  die  Einfachheit  und  Eleganz  ihrer  Form»  und  gewähren 
auch  bis  zu  Zenitbdistanzen  yon  etwa  86^  oder  Hoben  von  5^  eine 
grosse  Genauigkeit  Wegen  ihrer  Einfachheit  sind  dieselben  vor- 
züglich auch  geeignet  fQr  astronomische  und  nautische  Vorle- 
sungen von  mehr  elementarer  Natur»  in  dfenen  nicht  immer 
hinreichende  Zeit  geboten  sein  wird  zur  vollständigen  Eotwicke- 
Vang  der  zuerst  genannten  tiefer  gebenden  Refractionstbeorieeiu 
Endlich  setzen  auch  die  Formeb  von  Simpson  und  Bradley 
nur  die  allerersten  and  allereinfacbsten  Grundgeselae  der  Brech* 
uag  des  Lichts  voraus»  welche  sich  in  jedem  physikalischen 
Lebrbuche  finden  und  sehr  leicht  durch  einfache  Versuche  erläu- 
tert werden  können.  Zum  Behnfe  astronomischer  und  nautischer 
Vorlesungen  scheint  mir  daher  ein  strenger  elementarer  Beweis 
der  genannten  merkwürdigen  Formeln  sehr  wOnschenswerth  zu 
sein.    Eine  solche  elementare  Entwacketung  findet  man  zwar  in 
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der  Astronomie  Ton  J.  G.  F.  Bohnenberger.  TübiDgeo 
1811.  S.  26.,  die  aach  in  das  in  vielen  Beziehungen  ausgezeich- 
nete Handbuch  der  Schifffahrts-Kunde  von  C.  Rfimker. 
Fünfte  Auflage.  Hamburg.  1850.  S.  165.  aufgenommen  wor- 
den ist;  andere  elementare  Beweise  siod  mir  nicht  bekannt.  Ich 
muss  aber  gestehen,  dass  mir  dieser  Bohnenberger'sche  Beweis 
nie  sehr  zugesagt  hat  und  ich  von  demselben  daher  auch  bei  mei« 
nen  Vorlesungen  nie  Gebrauch  gemacht  habe;  jedenfalls  leidet 
derselbe  an  mancher  Unklarheit  und  Ungenauigkeit;  und  ausser* 
dem  bringt  Bohnenberger  dabei  den  Ausdruck  des  Brechungs- 
verhältnisses fQr  den  leeren  Raum  und  die  Luft  durch  deren  Dich- 
tigkeit (Vl  +  kD)  in  Anwendung«  dessen  man  in  der  That  bei 
diesem  Beweise  gar  nicht  bedarf.  Ich  werde  daher  im  Folgenden 
einen  nach  Öfter  wiederholten  Versuchen  von  mir  gefundenen  ele- 
mentaren Beweifl  der  bei<(en  genannten  Formeln  mittheilen ,  bei 
dem  ich  zugleich  die  Anzahl  der  zu  Grunde  gelegten  physikali- 
schen Principien  auf  ihr  Minimum  zu  reduciren  gesucht  habe. 
So  wie  im  Interesse  astronomischer  und  nautischer  Vorlesungen 
habe  ich  aber  auch  im  Interesse  geodätischer  Vorlesungen  die 
Entwickelung  der  bekannten  Berechnungsmethode  der  terrestri- 
schen Refraction  angeschlossen ,  da  es  wenigstens  mir  bei  sol- 
chen Vorlesungen  immer  höchst  unangenehm  gewesen  ist,  wenn 
ich 9  wie  dies  auch  fast  in  allen  Lehrbüchern  der  Geodäsie,  selbst 
in  den  grosseren,  geschieht,  den  betreffenden  Satz  ohne -scharfe 
Begründung  bloss  historisch  anzuführen  genOthlgt  gewesen  bin; 
und  sind  andere,  nach  wahrer  Gründlichkeit  strebende  Lehrer  der 
Geodäsie,  so  wie  der  Astronomie  und  Nautik,  mit  mir  etwa,  in 
gleichem  Falle  gewesen,  so  wird  denselben,  wie  ich  wünsche, 
durch  die  folgenden  Zeilen  vielleicht  ein  kleiner  Dienst  geleistet 
werden. 


S.  L 

Es  ist  ein  aus  den  ersten  Elementen  der  Lehre  vom  Lichte 
allgemein  bekanntes  Gesetz,  dass  ein  Lichtstrahl,  welcher  aus 
einem  durchsichtigen  KOrper  in  einen  anderen  durchsichtigen  K«5r- 
per  von  verschiedener  Dichtigkeit  übergeht,  bei  dem  Uebergange 
ans  dem'  einen  Korper  in  den  anderen  von  seinem  ursprünglichen 
geradlinigen  Wege  abgelenkt  wird,  und  zwar  in  dem  dichteren 
KOrper  sich  mehr  nach  dem  Einfallslothe  hin  neigt,  in  dem  we- 
niger dichten  Korper  sich  mehr  von  dem  Einfallslothe  entfernt, 
so  dass  also  der  in  dem  dichteren  KOrper  liegende  Theil  des 
Einfallsloths  immer  innerhalb  des  von  dem  einfallenden  und  dem 
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abgelenkten  Strahle,  welchen  letzteren  man  auch  den  gebrochenen 
Strahl  SU  nennen  pflegt,  eiogeschlosaenen,  zwei  rechte  Winkel 
nicht  übersteigenden  Winkels  liegt.  Nach  dem  Mario tte'scben 
Gesetze,  welches  wir  hier  aus  d^r  Physik  als  bekannt  Toraus- 
setzen,  nach  dem  nämlich  unter  Voraussetzung  einer  gleichen 
Temperatur  die  Dichtigkeit  der  Luft  immer  dem  Drucke,  unter 
welchem  sie  steht,  proportional  ist,  kann  nun  offenbar  die  Dich- 
tigkeit der  Luft  eine  gleichfurmige  nicht  sein,  sondern  dieselbe 
muss  desto  mehr  abnehmen,  je  mehr  man  sich  in  der  «Atmosphäre 
erhebt,  was  bekanntlich  auch  die  Erfahrung  vollkommen  bestätigt 
Denkt  man  sich  jetzt  die  Atmosphäre  In  mit  der  sphärischen  Erd- 
oberfläche concentrische  Schichten  von  gleicher,  aber  so  kleiner 
Höhe  getheilt,  dass  wir  fär's  Erste  die  Luft  in  jeder  Schicht  mit 
hinreichender  Annäherung  als  gleichförmig  dicht  annehmen  kön- 
nen, so  wird  ein  durch  die  Atmosphäre  sich  bewegender  Licht- 
strahl  bei  dem  Debergange  aus  jeder  Schicht  in  die  nächstfolgende 
eine  Ablenkung  von  seinem  geradlinigen  Wege  in  der  vorherge- 
henden Schicht,  eine  sogenannte  Brechung,  erleiden,  und  kann  sich 
also  in  der  Atmosphäre  nicht  nach  einer  geraden  Linie  bewegen, 
sondern  wird  vielmehr  immer  eine  gebrochene  Linie  beschreiben, 
welche  nothwendig  ihre  concave  Seite  der  Erde  zukehren  muss, 
weil  die  Dichtigkeit  der  Schichten  von  oben  nach  unten  bin  zu- 
nimmt und  in  dem  dichtereu  KOrper  der  *Lichtstrahl  nach  dem  Ein- 
fallslothe  hin  gelenkt  wird  oder,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  v^eil 
der  in  dem  dichteren  Kurper  liegende  Theil  Aes  Einfallsloths  immer 
innerhalb  des  von  dem  einfallenden  und  dem  gebrochenen  Strahle  ein- 
geschlossenen concaven  Winkels  liegt.  In  der  Natur  selbst  findet  aber 
nicht  eine  solche  schichtenweise  Abnahme  der  Dichtigkeit  der 
Luft  in  der  Atmosphäre,  wenn  man  in  derselben  steigt.  Statt, 
wie  wir  vorher  angenommen  haben,  sondern  die  Dichtigkeit  der 
Luft  muss  in  der  Atmosphäre  stetig  nach  oben  hin  abnehmen, 
und  die  Linie,  welche  ein  durch  die  Atmosphäre  gehender  Licht- 
strahl beschreibt,  kann  also  auch  keine  gebrochene,  sondern  muss 
vielmehr  eine  stetig  gekrümmte  Linie  sein,  deren  concave  Seite 
der  Erde  zugekehrt  ist.  Trifft  nun  ein  solcher  krummliniger  Strahl 
das  Auge  des  Beobachters ,  so  wird  derselbe  den  Punkt,  von 
welchem  der  Strahl  ausging,  immer  nach  der  Richtung  der  gera* 
den  Linie  erblicken,  welche  die  den  Strahl  darstellende  Curve  im 
Auge  des  Beobachters  berührt,  und  denkt  man  sich  zwischen  dem 
in  Rede  stehenden  Punkte  und  dem  Auge  des  Beobachters  eine 
gerade  Linie  gezogen,  so  wird  augenblicklich  erhellen,  dass  der 
Höhenwinkel,  unter  welchem  der  Beobachter  diesen  Punkt  er- 
blickt, jederzeit  grösser  als  der  wirkliche  Höhenwinkel  ist,  weil 
nämlich  die  Curve,    welche  der  Lichtstrahl  beschreibt,    ihre  con 
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cave  Seite  nach  der  Erde  bin  kehrt»  Arigens  aber  nach  den  be- 
kltnnten  Geeetzen  der  Brechung  der  Strahlen  sieb  fortwibrend  in 
der  darcb  den  leuchtenden  Punkt  und  das  Auge  des  Beobachters 
gelegten  vertikalen,  also  zugleich  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde 
gebenden  Ebene  bewegt.  Man  sieht  also,  dass  die  Hohen  der 
Gestirne  durch  die  sogenannte  atmosphSrische  Strahlenbrechung 
oder  Refraction,  mit  der  vrir  es  hier  zu  thun  haben,  wesentlich 
alterirt  werden  müssen,  weil  wir  wegen  der  Refraction  alle  6e* 
stime  in  einer  ihre  wirkliehe  Hohe  übersteigenden  Hohe  erblicken, 
wo  wir  unter  wirklicher  Hohe  die  Hohe  verstehen,  in  welcher  wir 
die  Gestirne  ohne  die  Refraction  erblicken  würden,  die  also  jeder* 
zeit  der  zwischen  dem  Auge  des  Beobachters  und  dem  Gestirne 
gezogenen  geraden  Linie  entspricht.  Unter  der  Strablenbre* 
chnng  oder  Refraction  selbst  versteht  man  den  von  dieser 
geraden  Linie  mit  der  an  den  Inrnromiinigen  Lichtstrahl  im  Auge 
des  Beobachters  gezogenen  Berührenden  eingeschlossenen  'Win- 
kel, um  welchen  also  alle  gemessenen  oder  beobachteten  Hohen 
vermindert  werden  müssen,  um  die  wahren  Hohen  zu  erhalten. 
Eben  so  wie  hiemach  die  Refraction  die  Hohen  vergrOssert,  ver- 
mindert sie  in  gleichem  Maasse  die  entsprechenden  Zenithdtstan* 
zen,  so  dass  also  zu  den  gemessenen  oder  beobachteten  Zenith- 
distanzen  jederzeit  die  Refraction  addirt  werden  muss,  um  die 
wahren  Zenithdistanzen  zu  erhalten. 

Man  sieht  hieraus,  wie  wichtig  die  Theorie  der  Refraction, 
nach  welcher  man  in  allen  Fällen  die  Grosse  der  Refraction  be- 
stimmen kann,  für  alle  astronomischen  Beobachtungen  ist.  Die 
vollständige  Entwickelung  dieser  Theorie  ist  aber  sehr  schwierig 
und  setzt  sehr  tief  gehende  mathematische  Kenntnisse  voraus« 
Indess  giebt  es  zwei  von  den  berühmten  englischen  Mathematikern 
Simpson  und  Bradley  gefundene  Refractionsforroeln,  welche 
sowohl  wegen  ihrer  sehr  eleganten  Form  merkwürdig,  als  auch 
deshalb  wichtig  und  bemerkenswerth  sind,  weil  sie  vermittelst 
des  geringsten  Maasses  physikalischer  Principien  einer  ganz  ele- 
loentaren  mathematischen  Entwickelung  ßihig  und  daher  auch  zu 
dem  Gebrauche  bei  astronomischen  und  nautischen  Vorlesungen 
sehr  geeignet  sind.  Für  diese  Formeln  einen  strengen  elementa- 
ren Beweis  zu  geben,  ist  der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Ab- 
handlung, wodurch  ich  hauptsächlich  astronomischen  und  nauti- 
schen Vorlesungen  zu  dienen  beabsichtige;  weil  aber  auch  die 
terrestrische  Refraction  für  die  Geodäsie  von  grosser  Wichtigkeit 
ist,  überdies  dieselbe  in  der  Nautik  bei  der  Berechnung  der  Kimm- 
tiefe oder  Kimmung  in  Anwendung  kommt,  so  werde  ich  haupt- 
sächlich im  Interesse  geodätischer  und  nautischer  Vorlesungen  auch 
eine   elementare  Entwickelung    der   terrestrischen   Refraction  an- 
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schliessen,  um  so  mehr,  weil  mir  Dicht  bekannt  ist,  dass  man  eine 
solche  elementare  Entwickelimg  in  genügender  Weise  schon  besässe. 


S.a. 

Wir  miissea  bei  der  Theorie  der  Refraction  nothwendig  von 
einigen  Erfahrungssälzen  über  die  Brechaqg  der  UchtstraUeii  äiMf: 
gehen »  deren  Begründung  durch  Versuche  der  Physik  überlassen 
bleiben  muss.  Diese  Erfahningssfttze,  deren  Zahl  wir  hier  aof 
ihr  kleinstas  .Maas«  basNchränkeii  werden,  sind  die  fiilgeiiden^ 


Für  jede  zwei  brechende  Korper  ist  das  Verhältniss  des  Si- 
nns des  Einfallswinkels  und  des  Sinus  des  Brechungswinkels  zn 
'einander  constant,  und  dieses  Verhältaiss  erhält  seinen  reciproken 
Werth,   wenn  man  die  beiden  Kürper  mit  einander  verwechselt. 

Den  hiernach  &k  dieselben  zwei  Korper  oonstairten  Bmeh, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Sinus  des  Einfallswinkels 
durch  den  Sinns  des  Brechungswinkels  dividirt,  nennt  man  den 
Brechnngsexponenten. 

Auch  hat  die  Erfahrung  gelehrt,  dass  der  Breühungsexponent 
immer  grOsser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist,  jenachdem  der 
Strahl  aus  einem  dünneren  in  einen  dichteren,  oder  aus  einem  dich- 
teren in  einen  dünnereu  Korper  übergeht,  fm  ersten  Falle  ist  also 
jederzeit  der  Einfallswinkel  grBsser  als  der  Brechungswinkel,  im 
zweiten  Falle  Ist  dagegen  der  Einfallswinkel  immer  kleiner  als  der 
Brechungswinkel. 

IL 

Wenn  für  die  beiden  brechenden  Korper  A  und  B  der  Brechungs- 
exponent m,  för  die  beiden  brechenden  Körper  A  und  C  der 
Brechungsexponent  n  ist,   so  ist  fär  die  beiden  brechenden  Kur- 

per  J?  und  C  jederzeit  ~  der  Brecbungsexponent. 

Namentlich  ist  dieser  Satz  auch  für  den  Fall,  wo  ^  der  leere 
Raum  ist  und  B  und  C  beliebige  Luftarten  oder  Gasarten  sind, 
durch  viele  Versuche  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  worden. 

Diese  wenigen  Erfahrungssätce  werben  hinreichen,  die  Theo- 
rie der  Refraction,  so  weit  wir  dies  hier  beabsichtigen,  zu  ent- 
wickeln. 
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§.3. 

Der  Mitfelpankt  der  Erde,  welche  wir  ab  eioe Kugel  betrach- 
ten, »ei  C.  (Taf.  II.  Fig.  6.)  Die  Atmospbfire  der  Erde  denken 
wir  uns  in  n  mit  der  Erdoberfläche  coDcentrische  Schiebten  von 
gleicher  Hube  getbeilt,  ntid  nehmen  fQr's  Erste  die  Luft  in  jeder 
dieser  Schichten ,  welche  von  obeti  nach  unten  die 

Iste,  2te,  3te,  4te,  ...•  nte 

Schicht  genannt  werden  sollen,  als  gleichförmig  dicht  an.  Die 
Brechungsexponenten  flir  den  leeren  Raum  und  die  Laft  in  der 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten,  ....  itteo 

Schicht  seien  beziehungsweise 

Ao»  ^i»  i%»  *$,  A4,  ....  Ah-1* 

TrUR  oun  ein  von  einem  Sterne  S  ausgebender  Lichtstrahl  SAo 
die  Atmosphäre  in  Aq»  so  wird  er  niacfa  und  nach  in  der 

Isten,  2ten,  3ten,  4tenj  ....  nten 

Schiebt  beziehungsweise  nach 

A^Aif  AiA^f  A^Jt^f  A^A^B  ••..  A»—iAn 

gebrochen  und  trifft  an  der  Erdoberfläche  In  An  das  Auge  des 
Beobachters.    Ziehen  wir  die  Linien 

CAq  ,  CfAi ,  C2I2  >  ^A^ ,  •  •  • .  LfAn—i  9 

so  sind  diese  Linien  als  die  Einfallslotbe  in  den  Punkten 

Ao»  Alf  A^,  A^9  ....  An^^ 

zu  betrachten,  und  die  über  An  hinaus  verlängerte  Linie  CAm, 
ein  Radius  der  Erde,  ist  die  Vertikale  des  Beobachters  in  Am- 
Bezeichnen  wir  nun  in  den  Punkten 

Aqs  Alf  ilj,  iis,  ••••  ^«— i 
die  Einfallswinkel  durch 

*6*  *i«  **»  's»  ••••  *•— 1 
und  die  entsprechenden  Brechungswinkel  durch 

fo»  h»  J*>  hf  ••••  f«-i> 
so  ist  nach  den  Erfabrungssätzen  $.  2.  I.  II. : 
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eiuto 
sin  1^1 

-«i 

einj,- 
8inz> 

sinj," 
u:  9. 
sin«^-i. 

w. 

Mnltiplicirt  man  alle  diese  Gleiehungeii  in  einander  und  hebt 
auf  der  rechten  Seite  aaf ,  was  sich  aufbeben  iSsst»  so  erhält  man 
die  CiMebting: 

sin  Iq  ein  Zy  sin  %^  sin  Zg  ...*  sin  Xa— t - 

sinjoslB^h  sin  jjfcSin|8  ....sin  ja-|      ^"*' 

Beieichneh  wir  nnn  noch  den  von  dem  Strahle  An-i  An  mit  der 
Vertihale  des  BeobiEtebtimgsorts  An  eingescblossenc^n  spiteen  Win* 
kel  diirob  if«;  se  haben  wir  in  den  Dr^ecben 

,   AqI/Ai,  .AiC.A%s  4^A^»  Af^CA^f  .^•\*,Ai^~^C^im 

nach  einem  bekannten  Sat^e  der  ebdnen  IVigonometrie;  otFenbat 
die  folgenden 'Pk-oportltteen:'  '  /.   v  .->. 

,  ,   ;.  ..  .,        ,  sin;o:^nzi  =  C^|:C4oi:   •?'...    •  /  . . 
'    .  mn^xsmt^^CAg^iCAu      . ,:  • .;   . 

■  ^'  ■     »•'        •Sin|2:sin^  =  €Js:Cil^ 

sin;3:sinz4=^C2l4:C4,»      ' 
n«  &  w» 
An^^i^inzf-^CAuiCAn^il  .  ; 

ans  denen  durch  Zusammensetzung  auf  der  Steile  die  Proportion 

sin;o6u^h^>Di^«u^}s  ••*•  ^}it-i  ^_ 
.    isin;i{i  8in2^sin%sinz4...*sin2ii^ 

od^  die'  Gleichung' 


i^CAnlCAo 
■ 


'       sinai  sin%sini8fttog4  '»*>  sinaii»     C4> 
sinfoslnh  sinfasinia  m..  sin}»^!  "^  CAu 

erhalten  wird.    Aus  der  Veigki^ohang  der  beid^  Gleichungen 
TheU  XXI.  14 
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sin  2o  sin  Zi  sin  ^  «in  %  .;;.nin  g«-^  _  , 
sin  Iq  810  Ix  siD  ^2  sui  3^  ••«•  sin  |n.i  ""^   "''^ ' 
sinzi  sinaa  «'"ft  siqf4«>,.  sinz»  _  CAp 
sin;o8in;isin2PasrD;9..«u«in;fi.i '~  CAn 


oder 


sin  Zi  sin  z^  sin  z^  sin  ^4 ....  sin  »»-1  _  fc-i 
siD|oSin|isiD|2^u^%  —  siD}n-i  "^sinV 

sin Zi  sin z^aiü z^  sin 3:4..'.. sin z»^| 1      CAp 

sin  Jo  Sin  li  «in  h  «*»  f j . . . .  sin  jn-i      sin  z«  *  Cil« 

mit  einander  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

A«-i         1       CAo 
sinzo'     sinzn   CAn 

oder^  wenn  wir  den  Halbmesser  der  Erde  CAu=^R  a^fc^M^,  die 
Hohe  der  Atmosphäre  durch  H  bezeichnen^  also  CAq=R+B  setzen : 

l^iussfin  wir  nup.»  um  ««  dem  in  der  Natur  wliklioh  »Statt  fiodM« 
dw  FaUe  einf^r  stetigen  Veränderung  derrDichtigfaeit  der  Lilift  in 
der  Atmosphäre  üb^rsugehen,  die An^aU  dergteifik  hQ.be»  St^hieb* 
ten,  in  welche  wir  die  Atmosphäre  getheilt  haben»  nämlich  die 
Zahl  n,  fn*s  Unendlich»  wachsen,  so  nähert  ku-^\  sich  offenbar 
den  J^rechungsei^popMitea  ßir  d^  le^eo  Raim  im4  die  jLuGk  ;a^o 
der  Erdoberfläche 9  welchen  wir  durch  K  .bee^iicbii^n  n<rfle»,  als 
seiner  Gränze»  und  Zn  nähert  sich  augenscheinlich  der  scheinba- 
ren, d.  h.  von  der  Refraction  aflicirten  Zenithdistanz  des  Sterns 
5  in  dem  Beobachtungserte  auf. der  £|4oberfläche,  welche  wir 
durch  Z  bezeichnen  woHe9*  als  «ei|»er  Grttnze.  Gehen  wir  also 
zu  der  Gränzgleichung  der  Gleichung 

Un'^iR8mxn^(B  +  H)ainxo 

für  in's  Unendliche  wachsende  n  über,  so  erhalten  wir  in  den 
jfffif^,,f^afllhTim  BepffichMngen  4m  GkMhwdgi 

KRainZMR  +  B)9i99^  . 

Ist  jetzt  (Taf.  II.  F}g.  6.)  ApA^  der  IcramnHnige  Strahl,  AnBn 
die  in  An  an  denselben  gezogene  Berfihrende,  Q  deren  Ourph- 
schnittspunkt  mit  der  ilber  Ap  hinaus  verlängerten  Linie  SAp; 
so  ist,  wenn  wir  den  Wffikel  ApCAn  dureh  O,  iden  Winkel  SOBn 
durch  O  bezeichnen.  In  dem  Vierecke  ApCAnO  offenbar: 
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ib=»+0-C. 


'i 


Der  Wiokel  SAnBn  ist,  wie  wir  ans  $.  1.  wissen»  die  Refraction 
oder  die  Strahlenbrechung^  und  bezeiclinen  wir  dieselbe  also  durch 
T,  den  Wiokel  A^^SAn  an  dem  Sterne  S  aber  durch  S\  so  Ist  in 
dem  Dreiecke  SO  An  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergeheoden: 

Wegen  der  gegen  die  Dimensionen  der  Erde  und  ihrer  Atmosphfire 
ungeheuer  fi^osMA  Boifernnng  der  Geatime  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  kann  man  aber  den  Winkel  S  ohne  merklichen  Fehler 
als  Terschwindend  betrachten  und  tii  der  vorhergehenden  Glei- 
chung vernachlässigen,  wodurch  man  die  Gleichung 

erhält,  welches,  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

ießsinZ  =  (Ä+iSr)  sin«p 

gesistel;  m  der*  Gtoicbung  ^        .  ^ 

'"   '  '        "'      Ä:ÄsinZ  =  (Ä  +  iff)ßin(Z+r-0  ,/.!,i 

fahrt 

In  dieser  Gleichung  ist  Aeine  constante  Grösse,,  und,  00  lapge 
die  Temperatur   der  Luft  in   der  Atmosphäre  sich   nicht  ändert, 
sind  auch  K  und  H  constante  Grössen.    So  lange  also  die  Tem 
p^atur  der  Luft  in  der  Atmosphäre  sieb  nicht  ändert,  ist 

KR 

eiQe  coDstante  GrSsse,  die  «vir  durch  A  bezeichnen,  also  .  . 

""'!■■•      .'     .  .        KM     ' .  „         .,".,     ..,.■.. 

setzen  woUea#  Dann  ivird  die  obige  Glekhungr 

•  r.  .\»   !  -..      .      -48in-Z=sio(Z^:r--0.     • 

Betrachten  wir  nun  wie  oben  wieder  den  Lichtstrahl  als  eine 
gebroj^bene  Lin)e^  so  polten  wir  in  Taf.  II.  Flg.  7.  einmal  fibediaupt 
swei  aufeinander  folgende  geradlinige  Theile  Ap-gJp  und  A^A^^^ 
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desselben  s  die  in  dem  Punkte  Ap  mit  einander  znsammenstoMen, 
in's  Ange  fassen.  Dann  ist  in  der  im  Obigen  eingeRlbrten  Be- 
zeichnung: 

In  dem  Dreiecke  ApCAp^i  ist  aber 

sin  }p :  sin  zp-^i  :±=  CAp^i :  CAp 

eder 

jiinjp^_jGVfi, 
Binzp^i       CAp 

Verbindet  man  diese  Cileichang  mit  der  ebi^en  Gieichvng 

sinzj»__   kp 
sinjp'^k^ 

durch  Huitipiication,  so  erhält  man  die  Gleichung 

sin  Zßt  Ap^  .  CAp^x  - 

sln^p-i-i     Ap-i"   CAp 

'  Bezeichnen  wir  aber  den  von  Ap  Ap^i  mit  der  VerlSngerung  von 
^p-i  ^9  ^^^  ^^^  Punkt  Ap  hinaus  an  dies^m^Copkte  eiogeseblos* 
senen  Winkel  durch  top  und  den  Winkel  ApCAp^  durch  Cp,  so 
ist  offenbar 

also  nach  dem  Obigen 

gjpay Ä^  CApi.1      -r 

mnizp  +  Cp-fCp)-kp^i'   CAp. 
oder 

sin(zp-f  Cp— ■fop) kp.~i.CAp 

sinzp  kp,  CAp-^i 

Wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Einheit  addirt 
und  subtrahirt  und  dann  dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

sin  fa  +  Cp  —  top)  +  sin zp  _  ^~i .  CAp+kp.  CAp^i 
sin (zp  +  Qi— tTp) —  sin :^  "~  Ap^i .  CAp^ kp .  CAp^j 

oder  nach  emer  bekannten  Zerlegung  der  Summe  und  Differenz 
zweier  Sinusse: 

t^n\zp+l(Cp—wp)]eo8l(Cp'-iOp)  _kp^i .  CAp+kp .  CAp^ 
eoB{zpi-\(Cp'^fOp)mui{Cp-Wp)-kp^.  CAp^kp.  CAp^i 
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Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

sini^_      sinzp 


eiDfp     8in(;^— ir„)     kp^^ 
oder   .  : 

fiinsp  A^ 

und  folglich  auf  ähnliche  Art  wie  Torfaer : 

sin  (zp  —  wp)  +  smzp  _kp^i  +  kp 
8in(ip— ny)  — sinfp     ip^ir^kp' 

sin  (zp  —  jtop)  cos  jfgp kpA-kp^i  *' 

cos  (i^ — ifCp)  sin  itcy  "^  Ap — kp^^ 

oder 

tang(ip— jwp)  _  Ap  +  *p-n 
.  '     imgiwp  kp^kp^' 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

im%\xp-^\{Cp'^Wp)^  _kp^.CAp^kp.CA^x 
Ua^\(Cp^^p)      -^kp^.CAp-^kp.CAp^t' 

tang (zp  —  jtcp)  __A:p  +  kp^ 
tangitcy  kp—^i 

erhfilt  man  durch  Division  die  Gleichung 

'...  .    tang{a;p  +  i(Cp— Wp)}         tangjigp 

tang  (zp  —  i«7p)       '  tang  UQ»— Wp) 
_  kp—kp^  kp-^i .  CAp  +  kp .  CAp\^x^ 

kp-i.CAp  —  kp.C4p+i'  kp+kp^i 

welche  Gleichung  man  aiich  auf  folgende  Art  ausdrflcken.  kann : 

tAng\zp+l(Cp—wp)]  jfop cosifQ»---top)      Wp 

tang  (zp — kwp)      *  sin  ^(Cp—wp)  ^'      cos  iwp       '  Cp — Wp 
KCp^wp) 
^  kp'-kp^i  kp^i.CAp  +  kp.CAp^i 

kp^l.Cj^—kp.CAp^x  *p+*^i 

Lassen  wir  nun  n  in's  Unendliche  wachsen»   so  nShern  sich 
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Wp  und  Cpy  also  auch  u>p  and  Cp—Wp  offenbar  der  Null  nk 
Gränze.    Also  n&hern  offenbar  die  Brüche 

tang(2|i-lf©p)       *         cosiiop      ,' 

sich  s&mmtlich  der  Einheit  als  Gränze,  und  die  Gränze,  welcher 
die  Grösse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger 
Gleichung  sich  nähert,  ist  folglich  einerlei  mit  der  Gränze,  wei- 
cher der  Bruch 

^P 


Q,  — fCj, 

sich  nähert.  Da  non  •  ab^r  wegen  der  obigen  Gleichung  diese 
Gränze  einerlei  ist  mit  A^r  Gränze^  welcher  unter  der  gemachten 
Voraussetzung 

kp^kp^x Ap~| .  CAp+kp .  CAp^i 

kp^i , CAp  —  /:p«  CAp+i '  kp-i-kp-i 

sich  nähert,  und  da  diese  letztere  Gränze,  weil  kp^^  und  kp  bloss 
▼on  den  entsprechenden  Dichtigkeiten  der  Luft,  diese  Dichtigkei- 
ten aber  bei  derselben  Temperatur  nur  von  den  Entfernungen 
CAp^i  und  CAp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  abbän|$en,  offen- 
bar bloss  von  der  Entfernnog  CAp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
abhängen  kann,  so  hängt  auch  die  Gränze,  welcher  der  Bruch 

Wp 


Cp-«^P. 

sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  bloss  von  der  Ent- 
fernung CAp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ab,  so  dass  also, 
wenn  wir 

setzen,  fp  eine  bloss  von  CAp  abhängende  Grosse  ist 

Setzen  wir  nun  in  der  sich  hieraus  ergebenden  Gleichung 

V>p=fp(Cp^fDp) 

für  p  nach  und  nach 

0,1,  2,3,  4,....a^l; 

so  erhalten  wir,  wobei  Taf.  IL  Fig.  8.  zu  vergleichen  ist,  die  fol- 
genden Gleichungen:  i 
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der  Fmtnmk^  v&n  Sknp9on  und  BtmdUy  tu.  W 

'•'  ''to.^/i<c58— «y),  ;^  .■;•     \  ;;  '  ; 

a.  6.  w. 

wo  die  Grussen  '-'  *     ■ 

/o>  fWf%y  fi*  ••••  A-i 

respecti^e  bloss  von 

CA^i  CAi,  CA^f*  CA^a  ••••  CAn—\ 

abhängen.  Weil  aber  die  Hohe  der  AtmosphSre  im  VerhSltnißs 
zu  dem  Halbmesser  der  Erde,  welchen  wir  uns  als  Längeneinheit 
angenommen  denken  kooneo,  6ebr  klein  ist,  so  sind  die  Differen- 
zen der  Grossen 

.  vx-«o>  ^-"1»  ^^a*  C/ifj, ....  t/An~-i 

im  Verhältniss  zu  dem  Halbmesser  der  Erde  sehr  klein,  also  diese 
Grossen  sehr  wenig  von  einandelr  verschieden ,  Und  es  kOnnen  da- 
Mniimflh  dici  6i;o8«^..  .    .    .        , 

fo*  fij  f%9  h»  ••••  /«-i 

nur  sehr  wenig  unter  einander  verschieden  sein.  Deshalb  wird 
es  verstattet  sein,  sich  fSr  jede  dieser  GfMseii  näberongsweliMr 
das  arithmetische  Mittel  zwischen  allen,  n  natürlich  unendlich 
gross  angenommen,  gesetzt  zu  denken,  was,  wenn  wir  dieses 
atithm^tiMdie  Mittel  dürcli./ beizeicbnen,  Wo  /'einevon  der  schein- 
baren ZenithdistaDGE  Züilefat  ahfafingeilde  und  ineofera  abo  eon- 
stapte  Grosse  Ist,  nach  dem  Obigen  zu  den  folgenden  Gleichun- 
gen fuhrt': !      " 

US   S.   W. 

Addirt  man  diese  Gleichungen  'zuäänntten,  so  erhält  man,  weif 
offenbar  *     f   •       •  . 

und,  wie,  mit  Rficksicht  darauf,  dass  wir  (Taf.  U.  Fig.  6.)  den  Winkel 
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AoSAm»  d.  h.  S,  als  TerschwiDdend^  ih  Ljnien  SJq  und  SAn  also  dn- 
ander  parallel  angenomiiieD  haben,  so  .dftss  folglich  die  Strahlen- 
brechung r=:^SAnBn=:^SOBM/^t,  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung  sogleich  lehrt, 

ist,  die  Gleichung 


also 


oder,  wenn  wir 


1 


C-^TZ 


r- 


setzen,   wo  B  eine  von   der  scheinbusen  Zenithdistanz  Z  nicht 
abhängende  und  insofern  also  constante  Gr5sse  ist,  die  Gleichung 

C— r= J?r  oder  r — C=  -Br.         . 

Führt  man  nun  diesen  Werth  iron  r  —  C  in  die  oben  geAuideite 
Gleichung 

J  sin  2  =  sin  (Ä  +  r  -  C) 

ein,  so  wird  dieselbe: 

J  sin  Z= sin  (Z  —  Br). 

Diese  Formel  heisst  nach*  ihrem  Erfinder  Thomas  Simp* 
soD  die  Simpsato*sche'  Refractionsformel. 

Eine  andere  Form  hat  der  berühmte  englische  Atronom  Brad- 
ley  dieser  Formel  gegeben.    Nach  derselben  ist  nämlich 

sin(Z-gr) 
sin 

also 


Z^=^' 


sin  Z  +  sin  (Z—Br)  _  1  -f  ^ 
sinZ— sin(Z— Är)""l— J' 

oder  nach  bekannten  Zerl^ungen: 

sin  (Z  -  ^Br)  cos  \Br  _\+A 
cos(Z— ißr)siniÄr;~  1— -4 ' 

also 
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(kr  Fofmet^  mmßia^^Mi  undBnuUe»  etc. 


j^iangiBrdtimgiZ^kBt). 


fol^icb 


NttD  ist  aborlA  faDmer  eiü  iMkr!  kleiner  Bogen  ^^uildl  na 

also  näheruDgsrreis^.  i Ar  fflpiangjlft*  aetBea,  w^dorciilcLie.voilm- 

gehende  GleichiiBg  folgende  Form  eri^tt 


ii" 


oder 


oder»  wenn  wir 


seteen: 


f.|±^r=.tang(Z-iÄ) 


2    1     Ji 


2    l^A  ,„ 


•1-- 


"Äl  +  i<' 


:•  »r. 


welbbes  die.Bradley'scIie  Refraotiiisslormel  Ist^^ . 

Mittebt  der  Simpaon'acheo  Förmö) 

B\u(Z—ßr)szAsmZ 

kann  die  Refraction  r,  weon  man  die  Coostanten  A  nni^,B  kennjt, 
leicht  und  tmmittelbar  aus  der  scheinbaren  Zenithdistaoz  Z  be- 
rechnet werden.    Aus  der  Bradley' sehen  Gleichi^ng 

r  =  m  taug  (Z  7"  Jir) 

kann  aber  die  Refraction  r»  wenn  man  die  Coilstttilen<  m  «nd  It 
kennt  und  die  scheinbare  Zenithdistanz  Z  gegeben  ist»  ^nur  durch 
einiges  Probiien  ipid  succe^sive  Ano^faem^g  besttinmt  it^^den. . 

Weil  aber  nr  immer  sehr  kleih  ist/  so  zeigt" 'jiesift  letztere 
Formel«  dass  die  Refraetionen  sich  nahe  wie  die  Tan- 
genten der  scheinbaren  Zenithdistanzen  verhalteai.. . 


«>  Man  welM  ditot   aa«  namcvitdien 
Bim  der  8im^»«B^sdieB.  FenaM 
nachher  die  Rede  Kein  Windei  . 


der.  Gonetante 
Beobachiangen,    roa  deaea 


Digitized  by  VjiOOQIC 


MO  Brumert:  MlmnaUat»  BnuH  . 

Die  in  der  Simpson' sehen  f'ormel 

8in(Z-^r)=:JainZ 

vorkommenden  GrSseen  il^iud  S  .sikid  nach  den^  Vorhergehenden 
offenbar  nnr  so  lange  constant,  so  lange  der  Zustand  der  Atme- 
■phirei>iaigisflndert  bleibt  >  und  Inbdelt  es  «tck  daher  ndi,  eine  Be* 
slükmingidibser  Consteiten,  so  kann  natttrfick  aur  von  einer  Be* 
Stimmung  derselben  föc  ^men  bestimmteD  Zustand  der  Atiho« 
Sphäre,  d.  h.  fär  bestimmte  Stände  des  Barometers  und  Thermo- 
meters, die  Rede  smAn^  J^t  man  %ü  einer  solchen  Bestimmung 
gelangt,  so  gilt  natfirlich  auch  die  Formel 

sin(Z-A*)=^sinZ 

nur  für  den  in  Rede  stebetiden  bestimmten  Zustand  der  Atmo- 
sphäre oder  für  die  in  Rede  stehenden  bestimmten  Stände  des 
Barometers  und  Thermometers,  und  demselben  Zustande  der  AI* 
mosphäre  entsprechen  dann  auch  nur  die  mittelst  der  obigen  For- 
mel berechneten  Refri^tionen.  ITa  pun  aber  die  Beobachtungen 
nothwendig  bei  sehr  verschiedenen  Zuständen  der  Atmosphäre, 
bei  sehr  verschiedenen  Ständen  des  Barometers  und  Thermome- 
ters, angestellt  werden,  müssen,  so  muss  man  die  mittelst  der 
obigen  Formel  berechneten  Refractionen  auf  jeden  andern  Zustand 
der  Atmosphäre'  zu  reduoftrsn  verstehen,  toobvt  Mr  bifaterkeii,  'dass 
man  die  aus  der  Formel  .bercjobneten.,  ^inem  bestimmten  Zustande 
der  Atmosphäre  entsprechenden  Refractionen  mittlere,  dagegen 
die  daraus  abgeleiteten  >  irgend  einem-  anderen,  zur  Zeit  einer 
Beobachtung  Statt  findenden  Zustande  der  Atmosphäre  entspre- 
chenden Refractionen  wahre  Refractionen  zu  nepnen  pflegt.  Wie 
man  sich  nun  bei  dem  in  Rede  stehenden  sehr  wichtigen  Ge- 
schäfte zu  verhalten  hat^  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

Das  Princip,  von  welchem  man  bei  den  Reductionen,  deren 
AKifthriing  lim,g(ilehr^.wer^n  soll,  im  Attgem^inep  ai^V^H  ist 
MgeKi4m:. 

I>l«=  Refractieneft  sind  den  DIehtifrkeHen  der  at- 
m^spbäjrisch<fn  Luft  proportional 

'Durch  theoretische  Untersuehnogea  ufid  vielfiiche  genaue  Be» 
obacfatangen  ist  die  wenigstens  sehr  nahe,  ifiiehti^eit  dieses 
Satzes  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  worden. 

>.  iNus  hat  dnreh  äuctsenst  i^eaaiie  Versuche  «Gay  Lussac  ge- 
neigt, dass,  wena  das  Yolttnen  mmt  gewisses Luftmasse  bei  der 
Temperatur  0  und  einem  gewiss^  Barometerstände   der  Einheit 
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gleich  gesetxt  wird,  das  Volomen  dieser  Laftmaase  hfk  der  Tem- 
peratur t  Dach  deraCjBateainalifatnneiDeler  und  demaelben  Baro- 
meteratande  ^ 

ist,  woliei  wir  auf  neuere  BestUmniingeii  des  in  diesem  Aasdmclce 
TorlcommeDdeD  numerischen  Coefficienten  weitere  Rücksicht  jetzt 
nicht  nehmen  wollen. 

Ausserdem  weiss  man,  dass  nach  dem  Maiiotte' sehen  Ge- 
setzt bei  mivmiB<iecter,7eraperiit«ir  di»  Okhtigkelt:)Aec  Loflr  dem 
Dr^ke,  unt^«  Vi^ohem  sie  «tebb  d»  h.  dem  Bait^nlefaBslaBde  pi9i>- 
|Mfti4»tiBL  ist  ,-,      '  .(•.. 

ii  Sei  nhnD  die'  DiektigkeU;  der  Luftrbei  derVempetatur  Oitfld 
4em  mittleren  Baremeterstande  (M,70; 'dagegen  ]p  die  DiehtJjiMt 
ietf  Luft  Vei  «der  Temperatur  t  nacü  d^m  OeirtestmidthertBomtler 
und  dem  BarometerstaMel  6  für  das'  meMsielM  ßkroiiiteter;  so'-lst, 
wenn  noth  d  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  der  teinpetatur  0  und 
dem  Barometerstände  b  bezeichnet,  nach  den  obigen*  Öeselzeiit 

'''^  ir:D=l  +  <.0,003?6:l    ' 

und  .,!.:,-' 

wo  man  rOcksichtUcb  der  ersten  Proportion  nicht  unbciacbt^JiM* 
sen  darf,  dass  die  Dichtigkeiten  sich  immer  umgekehrt  wie  die 
Volumina  Terhalten,  natQrlieh  unter  Voraussetzung  gleicher  Mas- 
sen.   Aus  den  beiden  Aigen  ProperfSmien  folgt: 

J) 1  d         b 

folglich,  wenn  man  n^ultiplicirt : 


oder 


D b 


'^=*-,t6:(l  +  <.0,0Ö375)^- 


Bezeichnet  daher  r  die  sogenannte  mittlere.  Refraction.  bei 
der  Temperatur  0  und  defn  Barometerstände  0^,76,  dagegen  r 
die  sogenannte  wahre  Refraction  hei  der  Temperatur  i  und  dem 
Barometerstande  6,  immer 'fai  Bezug  auf*  das  Centesimalthermome- 
ter  und  das  metrische  Barometer,  so  ist  nach  dem  obigen,  allen 
diesen  Reductionea  zu  Gmnd^  tu  legenden  allgemeinen  Princip: 
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folglich  uingdcehrt:  .^i  .   i 

0",76.(l+«.()JI)(B75) 


$.6. 


'•  Wir'milletr  nnä  «efgen,  wie  fllr  dte-T^ttperaturO  diid  den 
Barametorstand  Ov'^Tö  di«  Werthe  der  ConAtanten  A  und  ^  durch 
Beobachtungen  bestimmt  werden  können,  wozn  es  verscbledeiie 
mehi  ffdef.mnigergendiiD  JMethodtfn.lgidkt  .  Wir  frerdenimis  je- 
4e€li'bier:d«ir.fdgpti»den  Methode  b^dtenen,  die,  weno  ünoh  w6> 
i4ger  einCicb  «(«fiSiAiiühetJindi^re Methoden»  doch,  den  Vohnig  het, 
das8.siet».!vv»e.di^  «Mblen> übrigen  Methoden  thmi,  sa  nur  nlhe> 
ningow^e  jifiht%ei&  VoraoflsetziingeKi^gar  keine  Zdhcht  xu;  nehr- 
mep  bvaaeht.':     • ,  f  >>   ' 

Man  messe  mit  dem  Meridiankreise  die  Zenithdistanzen  Z  nnd 
Z'  eines  Circampolarsterds  bei  seinen  beiden  Durchgängen  durch 
den  Meridian  und  beobachte  gleichzeitig  die  Stände  des  Thermo- 
meters und  Barometers  |(>:fr;und  tf ,  £^  Sind  nun  r  und  W  die 
entsprechenden  mittleren  Refractionen  fiir  die  Temperatur  0  und 
deta  1BäV(ifmetHtsiffnd' 0**y)V;  s^  haben" wir  dFe'Glelbhuiigeii 

•  .-.'. J  ::  M ":     ..«iip.(Z-n»)?=^^.rin'Ä  .  •.     ...•/• 

shi(t27^;Pr')=n:4WiiZ';     «: 


denen  sich 


also 


Z  —  J?r=Arcsin(Jsin  Z), 
Z'— i3^'=Arcsin(^slnZ0; 


'  1  i(ja  M  Aresin  (J  sin  Z) 
*'  = B ' 

Z'-ArcsinC^sinZO 


1^== =?r 


'W 


3 


ergiebt.    Bezeichnen  wir  nun  die  wahren  Refractionen  durch  r  nnd 

f'*uriä  setzen  der  KtStze  wegen 

•j       ■  •      '      ■  .     *  .      '  '    ■  • 


Digitized  by  VJiOOQlC 


der  Po9mekk\99m.Mimp$o$i  und  Mrmdk»  ete. 


8o  Ut  nach  dem  yorhergehendeii  Ptoagrapben;. 

r  =  /r,  t^=/V; 

also  nach  dem  Ol^igen :  ^ 

fZ — Z'ArcsiDC^sinZ) 
r=^ i- — g-^ ^', 

)\fZ'^  Aroft{i>(J  wn  y)  >- 

Daher  sind  die  wahren  Zenitfadistanzen :  :  .!^^  m  i  >:       .> 

,         .    g  ,  ^_/(/vH?)gr-rArcsin<^sii^-  :^        : 

'    ^  ■  ,;•  (j^4-B)2^-rAT^sin<JsiA-jy)^        '" 

Bezeichnen  wir  nun. deiK^^h|*ei|iAbatand,  des. Pols  yom.  Zenith 
duccb  /*,  so  ist  bekanptlict  '.  '     .,  '    \'^\  .*     . 

also  nach  dem  Yorher^faendetrT  1^   • : '  -^  i- 

— i^ArpshiC^sinZ'), 

oder,  wenn  wir.  der  Kiirz.e,  wegen  . 

setzen: 

'  2BJP=i  +  zÄ - /•ArcsinCiJsin ij) -y Arcdin (A s» Z'). 

Beobachtet  man  nnn  in  derselben  Weise  wie  Yorher  noch  zwei 
andere  Circumpolarstem^,  bezeichnet.^d^j  gemec|a^nen  Zenith- 
distanzen  tßx  den  einen  Stern  durch  Zi,  Zi',  t^v  den  andern  Stern 
durch  ^>  Z^'V  lind  die  entsprechenden  St&nd^  ded^  Thermome. 
ters  und  ßaronietels  dÄi^h'.^/As;.j^%;V  iip^^.^l  t^',  bj; 
setzt  zi^gi^ich  der  Kürze  wegen 


-}  : 


so  wie 


^•--0",76;(l  +  ^.0;)9?75)r 
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und 
80  wie 


^•=K76.a+V. 0,00*75)' 


h=AZi+/i%',  i,  =  Z.+Zi'; 


H«fi2.+A'2i',  %=2l+Z,'; 


so  hat  man,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen ,  überhaupt  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

20/'=;  -i^^fAtcan(A  sin  Z)^/^^Arc8in  (A  sin  Z')> 
22rP=:7|^2^2r~/^Arc8in(i48iDZi>-/i'Arc8in(JsinZ|0> 
2BP=}^+  %S-y;  Arc^in  (J  sin  Z^--f%'  Arcsh  (il  sinZiO ; 

wielche  die  ilrei  nnl>ekannten  Gi^ossen  A^  ByP  enihtflten,  die  sich 
also  mittelst  derselben  bestimmen  iasseo  mGssen.  2u  dem  Ende 
multiplicire  man  die  dtfiioMgen  ClVBlobungen  nach  der  Reihe  mit 

undaddinrsi^daiMiiSBfliliandiBri  )80  erhSltman  segMcli.dlft^eichang 

0=     ?(ii— «a)  +  fi(2f-«)  +  fa(«— «i) 

— (2i'-25t)(/Arcsin(JstnZ)  + /'Are  sin  (J  sin  Z')) 
-  {H—Wx  Arcsin  {A  sio  Zj)  +//  Atcsin  (Jsin  Z^')  \ 
-^(x-,^)^^^Arcsin(ilsinZJ+A'Arcsin(JsinZaOI 
oder 

5=(ii^  2^)  {/Arcsin  (Jsin  Z) +/^Arcsin(i<sin  Z')} 
:  5-         +<t,^t)(/lArciBin(^sinZi)+/i'A?csfa(ii»liLat'jtt:. 

+(*— ^)tAArcsin(JsinZ4)+^'Arc8in(JsinZ,0},  . 

welche  nur  die  ein^rmbekannteiGrifss^  il  enthSlt«  Diese  Glei- 
chung kann  freilich  nur  durch  Näherung  aufgelöst  werden,  was 
aber  keine  Schwierigkeit  batv,  da  ;8ich.  ans  der  Gleichung 

sin(Z-2fr)  =  JsinZ, 

weil  r  immer  sehr  klein  ist»  leicht  fibersehen  lässt»  dass  A  der 
Einheit  nahe  kommen  muss.  -' * 
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der  Farmern  vm  Bimßiom  und  ßradkp  etc-  BIO 

Hat  man  aber  A  auf  dieM  W^ne  geAmdaB»  eb  ofgebea'  sich 
etwa  au  dön  beide»  61eidiaBf«D- .  •  >-:      i* 

wenn  lii'an  diösietbe  in  Bezügf  auf  £(  and  219P  afo  oobekäniite 
Gr58sen  Wie  zirei  Gfefehongeh  des  ersten  Grades  mit  ^i^ei  räbe- 
fcannteii  GrQssen  auf  gewMtoltche  Weise  aeflOst,  auch  leicbt-B 
and  2jBP^  and  dasvi>  wen* 'man  mit  dem  l>ebanTiteii  Werfbe  tofi 
SB 'Iß  den  befcaniiten  Werib  von  ^BP  diridirt,  aucli  A^-st^däss 
also  mittelst  der  obigaa  «Methode  zugleich  aach  der  Aiistand  P 
des  Pols  vom  Zenitb/ folglich  aucti  die  Polhöhe  90^ — P,  unab- 
hängig Ten  der  RefraeikMi  bestimmt  werden  i^an»,  wenn  bueh  nn- 
set  Häiiptawech  hier  nur  die  Bestinmang  der  beiden  ConslaAleii 
A  und  B  war. 

Will  man  statt  der  Temperatun  ^^,  und  der  Barometerh5he 
0^,76  eine  ande're  Temperatur  t  nach  dem  Centesimalthermome- 
ter  und  eine  andere  BarometetbObe  f>  zu  Grmidö  legen»  so  muss 
man  Im  Obigen  statt  des  Bmcba 

6 

0»,76(l+^a0037Q) 
überall  den  Bruch 

b 

«». {!  +  (<•- 1).0,00375} 


I,  wo  offenbar  b  «ad  fr.lihevhtept  bloss.  if(  «iieife»  .Blaass 
Sttsgediückt  so  Hein  blraueben. 

Witt  mätf  staltt  'das  CMle^imafthe»mome^s  das  •  aefatslgtbiil' 
lige  Thermometer  gel^auebeh,  so  muss  man  Im  Ob^|«li  st«lt'<Ml> 
Zahl  0,a»75  überall  die  Zahl 

^.0.00375  =J.O,00375, 

d.  i.  die  Zahl  0*0046875  setzen. 

Kennt  man  dt^  Constanten  A  und  B  der  Simpson 'sehen 
Formel,  so  Icunnen  die  Constanten  m  und  n  der  Bradley'schen 
Formel 

r^iiitang(2 — nr) 
mittelst  der  aus  $.  3.  bekannten  Formeln 


2    1-^  1  « 


leicht  berechnet  werden. 
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316  Grun&rt:  EUmeniarer  BeweU 

1  i '.  DasB'  die  Werdiö  der  Ceeffiefeivten  A,  B  mid  0i>  it»  die!  man 
in  den  betreffenden  Schriften  angegeben,  findet»  manche  VecscUe- 
denheite^  darbieten  9  kann  nicht  befremden, ,  da  diese  Werthe  die 
Resultate  voü  verschiedenen  Beobachtern  zu^  verschiedenen  Zeiten 
mit  veiBchiedetif^  Instmmenteh  angestellter  Beobiaciifdngen  «sind. 
Einige  der  verschiedenen  Refractiopsfoimeln  wolfepi  wir  jetzt  anfiBhren. 
.  Nach  V.  Zach's  Sottnentafeln  &  ICMl^)  ist  fOr  die  Tem- 
pera^r  von  50  Grad  des  Fahrenbeit'acben  Thermometers,  ww  mit 
Q..6rad  A^  acht«igtbeiligea  Thermometers  übereinstimmt,  upji  die 
Bl^lOmeterfa5be  von  29,6  englischea  Zollen  £=.27,776. ^ariim  ZoU^n: 

8in(Z— 5,9807.  r)=0>9983487. sin  Z. 

,  NachBorda**)  ist  för  tdie.  Teitaperatar  von  12  Grad  des 
aohla^theiligen  Thermometers;. und  dieBafometerhöhevon  28.2biU 
3  Linien  pariser  Maass: 

•    ^  .         r=:57*.tang(Z-.3r). 

Di^  ist  die  ursprifaglidie  Bradley'sche  Formel. 

Nach  Laplace'''^)  ist  fiir  die  Temperatur  0  und  die..Ban»* 
meterhohe  0"«76:  ^n 

r=60«',66tf.ttng(fZ -3,2ö.r). 


iAu9  den  In  %^  3*  ärigeistelttett  Betrachtungen  geht  von  arihst 
hervor,  dass,  wenn  in  Taf.  II.  Fig.  0.  il  ein  beliebiger  Punkt  in 
cteri)M^Maphiffi  und  f.ei»  Ptafct  .auf  der  £Td<)bedlSdie  Ist,  ii 
abl»r;iepe;^Wiwo.:PQiiatei^  <?ro«se.bi^eichM 

A  A  '  *' A  '  "m  •"•  ■  i 

ÄCB—ApF=n.AOF,. 
also,  wenn  wir  den  Winkel  ÄCB  dnrch  C  liezeichnen, 

„,,  .^  ,.  ...  ,,,,C=p.(n+l).J$/'.,'^iF=^       . 


•)  SL  ••  Anleitung  zur  geographiscben  Ortsbestimmung,  Tonäglich 
▼ermittelst  des  Spiegelseztanten ,  von  j.  G.  F.  Bobnenb erger«  Cröt- 
tingen.  1T95,    S.  112, 

**)  Description  et  usage  du  cerde  de  reflexion  par  le  Chevalier 
Borda.    Paris.  1787.    f.  dU 

*«*)  Tralt6  616mentaire  d'Astronomie  physiqoe  par  Biet.    Seconde 
Edition.    T.  I.    Paris.  1810.    p.  446. 
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gesetzt  werden  kann.  Wegen  der  Kleinheit  des  Bogens  AB  wird 
man  denselben  aber  näberungsweise  als  einen  Kreisbogen  betrach- 
ten, folglich 

ABF^BAE,  A^F=:2.ABF 

und  daher  nach  dem  Obigen 

oder,  wenn  der  Kürze  w^en 

1 


*-2(n  +  l) 
gesetzt  wird, 

A^F  =  iC 

setzen  können,    wo  natürlich^    so  wie  n,    auch  *i  eine  constante 
Grosse  ist. 

Den  Winkel  ABF  nennt  man  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
die  terrestrische  Refraction,  wogegen  die  friiher  von  uns  be- 
trachtete Refraction  die  astronomische  Refraction  genannt 
wird ,  weil  jener  mit  dem  Namen  der  terrestrischen  Refraction  be- 
zeichnete Winkel  ABF  gebraucht  wird,  um  die  in  dem  Punkte  £ 
gemessene  sogenannte  scheinbare,  d.  h.  von  der  Refraction  afli- 
cirte  Zenithdistanz  eines  terrestrischen  Objects  A  auf  die  wahre 
Zenithdistanz  zu  reduciren,  indem  man  diesen  Winkel  zu  der  ge- 
messenen oder  scheinbaren  Zenithdistanz  addirt,  von  der  gemes- 
senen oder  scheinbaren  Hohe  des  Ojbjepts  A  subtrahirt  Aus  dem 
Obigen  erhellet,  dass  der  in  Rede  stehende  Winkel  ABF  zu  dem 
Winkel  ACB  oder  C  atn  Mittelpunkte  der  £rde  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse  steht,  indem  nach  dem  Obigen 

A^F-iC 

war;   und  der  constante  Coefficient  i  wird  der  Coefficient  der  ter- 
restrischen Refraction  genannt. 

Um  den  numerischen  Werth  dieses  CoefBcienten  zu  bestim- 
men, hat  man  sich  der  Methode  der  sogenannten  gegenseitigen 
Zenithdistanzen  bedient  Sind  nämlich  A  und  B  in  Taf.  II.  Fig.  10. 
zwei  Punkte  auf  der  Eide,  die  sich  mit  Leichtigkeit  besteigen 
lassen  und  deren  horizontale  Entfernung,  d.  h.  der  Bogen  A'B', 
durch  eine  vorher  gegangenle  trigonometrische  Messung  genau  be- 
stimmt worden  ist;  so  messe  man  in  B  die  Zenithdistanz  z  von 
ThcU  XXI.  *  15 
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A,  und  in  A  die  ZenitbdisUnz  tf  von  B,  wo  ii4tflrllch  x  und  x' 
scheinbare»  d.  h.  von  der  Refraction  aflioirte  Zenithdistanzen  sind. 

Bezeichnen  wir  nun  die  terrestrische  Refraction  AßF=  BAE  durch 
r»  so  sind  die  wahren  Zenithdistanzen  von  A  und  B  beziehungs- 
weise 2 -ff*  und  i'  -{-T,  Den  'Winkel  C  am  Mittelpunkte  der  Erde 
kann  man  berechnen,  weil  der  Bogen  AB'  als  bekannt  voraus- 
gesetzt wird;  es  ist  nämlich,  wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde 
bezeichnet,   in  Secunden  ausgedrückt: 

C=206264.8.^=^^^.cotl-. 
und  in  Minuten  ausgedrückt: 


Nun  sind  aber,  wenn  man  sich  jetzt  alle  Winkel  in  Graden  aus- 
gedrückt denkt,  äie  drei  Winkel  des  Dreiecks  ABCi 

18(M>-(i'  +  r),   )80O-(2  +  r),  C; 
also 

ll80o-(2  +  r))  +  |180o-(j'+r))  +  C=180«, 

woraus  sich 
also 


ofgiebt    Nm  ist  aber  nach  d«n  Obigen  rsstC»  aiso 
und  folglich 


Werden  alle  Winkel  in  Minuten  ausgedrückt  angenommen,  so  Ist , 
.     l08(»-(2  +  i'-C) 

»= '    iC    "      ' 

und,   wenn   alle  Winkel  in  Secunden  ausgedruckt  angenommen 
werden,  so  ist 

*-  2C 
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C!«irSkiiU«fc  Mtst  a>»n  Meb  Delanbre 

1  =  0,06 
oder,  weil 

.0  =  0,0760 

vi,  auch 

1 
'=18- 

Andere  Angaben  sind  folgende: 

t  =  0,1000  nach  den  Engländern; 

t^O^OöiS  nach  Corabeuf; 

1=0,0685  nach  der  cmtpreiftwis^en  Gradmessung; 

t=0,0653  naeh  Gauss; 

t=0,0619  nach  Struve. 

Hiernach  scheint  allerdings  die  gewohnliche  Annahme  t=0,08 

oder  t=23  etwas  zu  gross  cu  sein;   der  Wahrheit  näher  würde 

woMcftwadasHfttel  zwischen 0,06md  0,06,  also  etwa  träO,07iui«iMii. 


XVII. 

Unter   welchen  Bedingangen  lässt   sich  F(xy  y)   als 
Funktion  yoii  <?(xyy)  darstellen? 

Von 

Herrn  Profe^sstr  Qr.  /.  Diengcr, 

an  der  polytechnischj^  Schale  zu  Carl^ruhe. 


In  seiner  „allgemeinen  Auflosung  der  Zahlengleti^ungQD" 
(Wien,  1851)  hat  Herr  Simon  Spitzer  (S.  46  ff.)  bereits  die«e 
Frage  in  gewisser  Weisse  beantwortet;  wenn  ich  sie  df^er  hier 
nochmals  Tornehme,  so  geschieht  diess  bloss  dairun,  um  dieselbe 


16* 
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220  Dienger:   unter  welchen  BetUnpungen 

eioerseits  darcb  rein  analytische  Mittel  zu  iSsen,  andererseits  die- 
selbe in  Etwas  zu  erweitern. 


Seien  Xy  y  zwei  unabhängige  Grössen,  F(Xy  y)  eine  (bekannte) 
Funktion  derselben,  und  man  stelle  sich  die  Frage,  ob  es  mög- 
lich sei,  F{Xyy)  als  Funktion  einer  Grosse  fpix^y)  darzustellen, 
welche  letztere  selbst  eine  Funktion  jener  Unabhängigen  Ist,  so 
dass  man  etwa  habe: 

F{Xyy)^f[q>{x,y)l  (1) 

Wenn  (1)  identisch  besteht,  so  muss  auch  sein: 

dx      8g) * dx*     8y  ~" 89  \hy 

Ans  diesen  zwei  Grieichungen  folgt,  dass 

SFSqp     8F8?_^  ,^, 

8a:8y""8^8ar"""  ^^> 

sein  muss,  welche  Gleichung  somit  nothwendig  Ist,  damit  die  an- 
gegebene Eigenschaft  Statt  habe.  Umgekehrt,  wenn  (2)  Statt  hat, 
ist  F(x,y)  eine  Funktion  von  q>(x,y).    Denn  man  hat  aus  (2): 

dq> 
Sx     S^Sy"""' 

Bw   d<p 
ist   nun    g^*gr=^(^*y)9  ^^  "&t  man  also  die  partielle  Differen- 
tialgleichung: 

'ai-^^.y)-g^=0,  (3) 

welche  bekanntlich  integrirt  wird,  wenn  man  die  Gleichungen 

8F=0,  dy  +  ij;(*,  y)8a: =0  (3') 

integrirt  Aus  der  ersten  folgt  F^na,  aus  der  zweiten  folge 
^'(^>^)=fti  ^^  muss  V(a;,  3f)  gleich  tp{x,y)  oder  eine  Funktion 
dieser  GrSsse  sein.    Denn  die  zweite  Gleichung  (3')  ist  eigentlich 

g^dy -f  s^8:r=0  und   ist  augenscheinlich  durch  ^(x,y)=b  oder 

^'(9(dr,  y))=:A  erföllt,  wo  ^'  eine  willkShrliche  Funktion  bedeu- 
tet.   Das  Integral  von  (3)  ist  somit 
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iäsu  sieh  F(x,  p)  ais  FwMkm  vom  tp(x,  y)  darUeUenf      221 

F=F(9(a:,y)), 

wo  F  eine  willkfifaTliche  Funktion  bedeutet»  nod  welche  Gleichung 
unsere  Behauptung  beweist. 

Umgekehrt  wird  man  aus  der  Gleichung  (2)  diejenige  Funk- 
tion (p  finden  kennen,  von  welcher  F  selbst  Funktion  Ist. 

hF     hF 
In  diesem  Falle  ist  F,  also  auch  ^>   -g- gegeben«  und  in  der 

Gleichung: 

dx  dy      8y  8a?"" 
ist  tp  gesucht    Man  hat  also: 

89=0,  ay+gp8j:=0, 

8JF  8F 
und  wenn   ^'''hit  ^^^^  abkürzen  lässt,  so  wird  das  Integral  der 

zweiten  Gleichung  von  einfacherer  Form  sein»  als /Xa?»5()=:6» 
welche  letztere  Gleichung  allerdings  gendgen  würde.  Ist  also 
^{x,y):=:b  das  so  erhaltene  Integral»  f  eine  willkfihrliche  Funk- 
tion» so  ist 

y  =  /'(i^(a;,y)),  (4) 

worin  als  einfachste  Form  enthalten  ist: 

9>='*(a:,  y).  (40 

Um  dann  endlich  in  (})  die  Funktion  f  zu  erhalten»  ist  zu  be- 
merken» dass 

y_8F89 

8<p  —  8j:'8.r  w 

Drfickt  man  auf  der  zweiten  Seite  dieser  Gleichung  Alles  als 
Funktion  von  q>  aus,  so  erhält  man  f  als  Funktion  von  tp  und 
also  auch  F(x,y), 

Es  ist  leicht  zu   übersehen»    dass  die  einfachere  Form  (4') 
immer  genügen  wird. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern. 

1)  Sei  F(a:,y)  =  3y«  +  12ay-12y  +  12^»-.24r  +  I!,  so  ist 
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also 


g^- g^=2,  mithin  die  Äu  integrirende  Gleichung: 
S^+28a;=0,  also  H>{x,y)=y^'imr=^fp{ß,ff)i 

hP   8rt) 

85  =  8l=^^  +  *2:^-^12=»%+2^)-12«6<p-12; 


d.  h. 


1^=69-12,  /'=3(p*--12g)  +  C, 


wo  C  eine  Konstante;  mithin  endlich: 

V+12a:y--%+l2a;«--24a?+ll=i8(y+2:»)*-12(y+2ar)+C, 
woraus  C=ll. 

2)  F{x,  y)=y*+2:Ui^»+atV+2*^+^--%*-3ary-3a:H8. 

8F 

aF 

Untersuchen  wir  nun,   ob  beide  GrOssen  einen  gemeinschall- 
liehen  Theiler  häbän. 

2j:»+6a:^+6a:yg^3ar4%»^j^ 


4a:H  6a:*y+  6ary2-6a:+2y»—  3^ 

oder  dividirt  durch  • — 3|^: 

2a?»+2a?3r+Öy«— 3 
2j:H6^^+6a:;/«— 3a:+%3-6y  j  2j:«  +  2ary +  2y*— 3 

4a;«y+4j:ya+4y8-% 
4r*y-f4:ry^ -1-43^^—6^ 
0 

also  ist  2a:«+2Lry  +  2iy«— 3  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler, 
und  wirklich  ist: 

3F  ÄF 

g^  =  (2a:H2a:y+2y^-^)(2y+a:),   g-=(2a:H2a:y+2y*-3)(2a:+^). 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist  demnach: 

(2v  +  ^)Ö3^  +  (2a:+y)aa:=Oi    woraus  y^  +  ;t*  +  ay=g)(x,y). 
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y*+2a:^«  +  3xV  +  2a:'^  +  ^— 3y*— 3a:y— 3a:*  +  8 
3)    F(a:,y)  =  ;r«-  2a:^— 4a:V+  ^V  +  4xy5>  +  4^*  -  5a?»  +  öary 


8F 


±=:&r*--  8a?3y  —  ISUV  +  2^:^  +  V  - 1^4:*  +  5^, 
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4)  F(ar,y)  =  2ar*+4;r»— 4r«y+2ar*-4ry  +  2ya  +  6. 

dF 

g^=:8ar» -8a:y  +  12:r«^4y+4a;=(a:«+a:-y)  (8a;+4), 

^=-4^*  +  4y-4r=(^H:r-y)(-4),    ^:^=-2x-l, 

2a;*  +  4a:»-4a:^ +  2ar«— 4ar(y  +  2y« +6=2(y—ar— a:^*+C,  C=6. 

(ar«-2a:y)c!y  +  (2a:y-y«)a«=0, 
welche  Gleichung  integrirt  wird,  wenn  man  y=at)  setzt,   woraus 

I=l=2,,-2,   r=y"-2y  +  C; 
jry — 2x^y^  +  xhf*  -  2a:*^  +  2xy^  =  a: V(^ — y)*  -  2ary(^ — y)  +  C\ 


II. 

Es  sei  nun  ferner  die  Frage  gestellt,  in  welchem  Falle  die 
zwei  Gleichungen 

q>(x,y)=0,  ^(x,y)=:0  (6) 

nicht  von  einander  verschieden  sind»  d.  h.  dass  sSmmtliche  Werthe 
von  X  und  y,  welche  der  einen  genügen »  auch  aus  der  anderen 
folgen,  was  alsdann  auf  unendlich  viele  Arten  sein  kann. 

Aus  der  ersten  (z.  B.)  der  Gleichungen  (6)  folgt,  dass  y  eine 
Funktion  von  x;  legt  man  also  x  einen  Werth  x'  bei,  so  folgt 
daraus,  dass  y  einen  (oder  auch  mehrere)  Werth  y*  annehme; 
legt  man  x  den  Werth  x'  +a  bei,  wo  a  unendlich  klein,  so  wird 
y  zu  y'+ß,  wo  ebenfalls  ß  unendlich  klein;  die  Werthe  x'^  y', 
so  wie  x'  +  a,  y'+ß  müssen  nun  auch  der  zweiten  Gleichung  (6) 
genügen;  also  muss  man  haben: 
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laut  tieh  Flx,t/)  Ott  PuHkUm  von  <f(x,y)  darstellen?      225 

9(a:',y')=0,    t(;(a;',y')=0,    9(3;'+«,  y'+/J)=0, 
ij;(ar'+«,    y'+/S)=0; 

wovon  die  zwei  letzteren,  vermöge  der  zwei  ersten,  heissen: 

und  woraus  man  erhält: 

Die  Gleichung  (7)  sagt,  nach  dem  in  L  Gezeigten ,  aus,  dass 
9>  eine  Funktion  von  i/;,  oder  allgemeiner,  dass  q>  und  if;  Funktio- 
nen einer  und  derselben  Funktion  f{x,  y)  sein  müssen.  Diess  ist 
nun  die  erste  Bedingung.  Die  zweite  ist  aber  die,  dass  diese 
Funktionen  von  f  zu  gleicher  Zeit  Null  sind.    Ist  also 

tp{a:,y)  =  tp'  |/(ar,y)],  ij;(ar,^)  =  ^'[f{pt,y)'\ ; 

so  folgen  aus  9)(a;,^)=0  eine  Reihe  konstanter  Werthe  von /(ar,^); 
setzt  man  diese  in  '^{pCyy)^  so  wird  '^{xyy)  ebenfalls  konstante 
Werthe  annehmen,  die  mithin,  wenn  die  Gleichungen  (6)  nicht 
▼erschieden  sein  sollen,  säromtlich  Null  sein  müssen. 

Ein  ähnliches  Resultat  erhält  man,  wenn  man  sich  die  Frage 
stellt,  in  welchem  Falle  die  Gleichungen  (6)  durch  kein  System 
reeller  Werthe  von  x  und  y  zugleich  befriedigt  werden  können. 

Um  dieselbe  zu  lösen,  setzen  wir  2=g)(x,y),  während  wir 
zugleich  i/^(<^,^)=0  haben.  Man  suche  nun  die  Systeme  von 
Werthen  für  x,  y,  welche  z  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
machen.  Fallen  nun  sämmtliche  Minima  von  z  positiv  aus,  so 
wird  es  offenbar  kein  System  der  x,  y  geben,  das  z=0  macht; 
fallen  sämmtliche  Maxima  negativ  aus,  so  ist  derselbe  Fall  vor- 
handen. In  diesen  Fällen  also  werden  die  Gleichungen  (6)  nicht 
zugleich  bestehen  können. 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  von  z  ist  aber : 

dxdy       dy  9j:~"   '  / 

welche  Gleichung,  wie  wir  so  eben  gesehen,  aussagt,  dass  9 
und  if/  Funktionen  derselben  Funktion  f{xy  y)  sind.  Daraus  folgt, 
dass  aus  tif(x,  y)  =  0  sich  eine  Reihe  von  konstanten  Werthen 
von  f{x,y)  ergeben,  für  welche  nun  auch  9)(^,  y),  d.  h.  z,  kon- 
stante Werthe  annehmen  wird.  Mit  anderen  Worten,  die  Werthe 
von  fp{x,  y)  sind  bestimmte  Konstanten,  wie  man  auch  das  System 
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der  Werthe  von  ar,  y,  das  der  Gleichung  ^(af,y)=0  genfigt, 
wählt.  Sind  also  diese  Konstanten  nicht  Null,  so  werden  sich 
die  Gleichungen  (6)  widersprechen  —  durchaus,  wenn  keine  Null 
ist,  tbeilweise,  wenn  nicht  alle  Null  sind.  Man  sieht  hieraus,  io 
welcher  Weise  beide  Fragen  zasammenfallen. 

Beispiel.    Sei 

9(a:,y)  =  a;«+^«  +  2a:*y+2^y«-2^— Sjr+^V-ß» 

g|=(l+y)(-2+Ste+%+ary),  ^  =  (l+ar)(-2+2a:+2y+2^); 

woraus 

9>(^>y)  =  (^  +  »+^y)*-2(a:+y+a:y)— 6=0. 
Eben  so 

tf;(ar,y)  =  (j:  +  y+a;y)*~3(a;+y  +  ;ry)+8=0. 
Ans  der  ersten  folgt: 

was,  in  die  zweite  gesetzt,  giebt:  li'^i/1.  Die  swei  Glelebvngeo 
widersprechen  sieb  demnach  vollständig. 

III. 

Die  Untersuchungen  des  §.  I.  lassen  sich  leicht  verallgemei- 
nern. Seien  zu  diesem  Ende  x^,  x^,...,^a;n  ihrer  n  unabhängige 
Veränderliche;  i\f  eine  Ftinktioii  derselben;  ^i,  ^^'''-^n-i  «hen- 
falls  Funktionen  von  jenen  Unabhängigen;  so  soll  die  Bedingung 
gefunden  werden,  die  if;,  7i,....,9r— i  erfiMlen  müssen,  damit  if; 
eine  Funktion  sämmtlicher  Grossen  ^^i ,....,  g^n-i  sei,  man  also 
etwa  habe: 

lf;=x  F(<Pi ,  g)2,  ....,  9«-l)-  (8) 

Aus  (8)  folgt  offenbar: 


d^  _SF  dq>x      BF  dq>.^  BF   8yn-i 


Bx, 


Bg}i  8ji?i      B^^Bxi     **"     Bfpi 


F    d(pn^i      \ 
n—1     BXi   *     I 


Bxn      Bg)i  Bxn      Btp^Bxn     "*      Btpu-l    Bxn       / 


(9) 


filiminiri    man    aus    diesen  n  Gleichungen   die  n  —  ]    Grüssen 


Digitized  by  VjiOOQIC 


lässt  $l€h  F(3t,v)  ah  FunkUan  tm  9Cs,p)  darstellen?       227 

5— ,....,5 ,  SO  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  den  Diffe- 

rentialquotientea  von  -^j  ^i, ....,  g)«-.i>  welche  die  gesuchte  Be- 
dingung ausspricht. 

Cm  diese  Gleichung  zu  finden»  kann  man  aus  irgend  welchen 

'                   '                                    dF             BF  ' 

n — 1  der  Gleichungen  (9)  die  Grossen  gT"»—- »3 bestimmen 

und  ihre  Werthe  in  die  nicht  benützte  setzen.  Gesetzt  z.B.»  man 
benutze  die  erste  der  Gleichungen  (9)  nicht»  und  erhalte  aus  den 
übrigen 

so  wird  die  Endgleichiing  sein : 

Was  Fiy...,y  Fn^i  anbelangt,  so  haben  bekanntlicl^  diese 
Grossen  alle  denselben  Nenner»  in  dem  die  Differentialquotienten 
von  t{>  nicht  vorkommen;  ferner  erhält  man  aus  diesem  gemein- 
schaftlichen Nenner  den  Zähler  von  F^ ,  wenn  man  if;  an  die  Stelle 
von  g>if  den  von  F^»  wenn  man  ip  an  die  Stelle  von  ip^  u.  s.  w. 
setzt.  Endlich  folgt  aus  (9)  unmittelbar»  dass»  wenn  if/=9>|,  man 
habe  Fi=l,  Fa=:....=F«_i=0.  Diess  Letztere  beachtend,  folgt 
aus  (10)»  dass  die  Endgleichung  erfüllt  ist»  wenn  ij;=:g>i.  Ordnet 
man  die  Gleichung  (10)  nach  ^,  so  ist  aus  der  Bildung  von 
F] » .... »  Ffi-i  leicht  zu  ersehen »  dass  sie  die  Form 

annimmt»  worin  /\,....»fn  kein  «^  enthalten.  Diese  Gleichung 
ist  also  erfallt»  wenn  ij;=9)i.  Da  für  ij;=9a  ist  Fi=0,  Fa=J, 
/'3=....  =  Fn-i=0»  so  ist  die  (10),  d.  h.  (10'),  auch  erfüllt,  mit- 
hin hat  man  identisch: 


(11) 


p  85^1-1     p  ^yn-i        ■  p*9>«-i_Q 


Ans  den  GAeichongen  (11)  lässtsich  nun  leicht  beweisen»  dass» 
wann  die  Bedingungsgleichang  {W)  erf&Ht  ist,  auch  ip  eine  Funk« 
lion  der  Grliss«»!  ^i,....^«^!  sein  wird.    Ist  nftmlich  F  eine  will* 
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kührlicbe  Funktion  dieser  Grossen,  und  multiplizirt  man  die  erste 

BF  dF 

der  Gleichungen  (11)  mit  k — ,  die  zweite  mit  5 —  u.  s.  w.,  addirt 

alsdann  shmmtlicbe  Gleichungen,  so  erhält  man: 

welche  Gleichung  -beweist,  dass  die  Funktion  F,  fSr  if;  gesetzt, 
der  (10')  genügt,  wodurch  dann  unsere  Behauptung  gerechtfertigt 
erscheint. 

Sollte  ip  eine  Funktion  bloss  einiger  der  Grossen  9^1,....  (aus- 
schliesslich)  sein,  so  würden  in  den  Gleichungen  (9)  weniger  als 
n — 1  Grossen  zn  eliminiren  sein,  so  dass  man  alsdann  mehr  als 
eine  Endgleichung  erhielte. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Resultate  des 
§.  II.  verallgemeinern,  was  wir  aber  (uglich  übergehen  kOnnen,  da 
auch  keinerlei  Schwierigkeit  dabei  ist. 


XVIII. 

Ueber  die  Anzahl  and  Summe  der  Complexionen  bei 
Variationen  und  Combinationen. 

Von   dem 

Feldmesser  Herrn  C.  fVasmund 

za  Stralsund. 


Das  Folgende  habe  ich  mir  vor  Jahren  zu  einem  praktischen 
Zwecke  durch  blosse  Induction  abgeleitet.  Eine  Bemerkung,  welche 
mir  kürzlich  in  der  „Theorie  der  independenten  Darstel- 
lung der  höheren  Differentialquotienten  von  Hoppe 
(Cap.  XIII.)'^  aufstiess,  und  worin  der  Herr  Verfasser  die  Mei- 
nung  ausspricht >  dass  für  die  Summe  der  combinatorischen  Pro- 
ducte  kein  independenter  Ausdruck  zu  existiren  scheine,  veran- 
lasst mich  zu  dessen  Mittheilang,  anter  dem  Wunsche,  dass  da- 
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durch  eine  weitere  BegrundaDg  und  VervoIlstSndignng  des  Gegen- 
standes veranlasst  werden  muge. 


I.    Werden   die   einzelnen   Complezionen    als  Producte 

gedacht, 

so  ergeben  sich  bei  genauerer  Betrachtung  des  Gesetzes »  nach 
welchem  die  höheren  Klassen  aus  den  niederen  entstehen,  fol- 
gende Beziehungen: 

1)  Bei   Variationen    mit    Wiederholung    aus    den   Elementen 
1, 2, 3....m«  wenn  k  dieKlasse  bezeichnet,  die  recurrirende  Gleichung 


und  da 


ist,  überhaupt 


SF'(l....m)=(m  +  l),SF'(l....m), 


ÄP(l.,-f»)=(ni  +  l)« 


SP(l...-m)=[(m  +  I)J*. 


2)  Bei   Variationen    ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen 
1,  2,  3...«m  die  recurrirende  Gleichung: 

S  F(l....ni)=Ä  { mS  F(l.,..m-l)+(m- 1)  S  F(l ....  m— 2) 

+(m-2)SF(l....m-^)+....+itSF(l....A-.l)| 
Äl^(L...iii)=(m+l)a 

5  Al....m)==l  .2{2(m+l)3  +  3{m  + 1)4) 

SI^(L...fii)=1.2.3{6(m  +  l)4+20(m  +  l)^  +  15(m  +  l)e} 

S^(l....m)=±1.2.3.4(24(m+l)5+130(m+l)«+210(m+l)r+105(m+l^^ 

was  auf  das  folgende  Gesetz  schliessen  lässt: 

3)  Bei  Combinationen  mit  Wiederholung  aus   den  Elementen 
1.2.3....m  die  recurrirende  Gleichung: 
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SC(l....m)=mSC(l....m)+(m-l)SCß....tn—l) 

+(m-2)5(t?(l....m-2)+....+2SC'(1....2)+lSC'(l) 

Sd'(l....m)=(m  +  l)t  ' 

Sd(l ....  «)  =  (»  +  2),  +  3(m  +  2)4 

SC'(l....in)=:(i«+3)4  +  10(m+3)4  +  15(OT+3), 

Sdo. ....  m)= (m+4),  +25(m+4),  +  106(m+4),  +  10ß(m+4)a 


SCa ....  m) = Ä'(m + *)*+i + JTCm  +  *)»+«  +  fi*'(in  +  A)»-^  + ... 

....+ BW  (m +*)«». 

4)  Bei  CombinatioDeD  ohne  Wiederholnng  ans  den  Elementen 
1,  2,  3,....m  die  recnirirende  Gleichung: 

SC(l....m) =mSC(l ....  m  - 1)  +  (m— 1)SC(1 ....  m — 2) 

+(m— 2)Säl....OT— 3)+....+ASai-.*-l) 
S<J(l....m)=(»i»+I)a 

S^l....m)=2(m+1), +3{m+l)4 

sd[l....m)=6(m+ 1)4  +  20(m+ 1),  +  15(m+l)4 

S^(l....m)=24(ni+l),+130(m+I)4  -(-2I0(m+I)r+  105(m+lXi 


SC(l....m) = i<'(m+l)t+i + ^''(iiH-l)H-»+.i*"(i»»+I)*+.  +  -.. 

....+^(*)(m+l)tt. 

Zar  Entwickelung  der  hier  vorkommenden,   von  m  nnabbSngi- 
gen  CoefBcienten  A',  A"....  und  ß",  B"....  bat  man  zunSchst  nach  3): 

SC'(l)=B'(A+l)o 

SC'(1.2)=5'(A+2),  +Ä''a+2)o 

5^(1 .2.3)=Ä'(A+3),+B''(*+3)i  +  fi«(A+3^ 

SC'a.2.3.4)=Ä'(A+4),+  fi''(*+4),+ir<Jt+4)»+Ä'''(*-f4)„ 

n.  8.  w. 
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und 

fi'   =SCO.) 

B"  =ÄC(1.2)— (H2),S<^(I) 
Bf  =SC'a.2.3)-(*+3),  SC'(1.2)+(*+3)(,S(7(l) 

J?/»'=:5<?(1.2.3.4)-(*+4),SC'(1.2.3)+(A+4),SC'(l.2)-(iH-4)sSC(l) 

u.  s.  w. 

5C'(1)  =  1 

SCrt .  2) = SCI  +  2SC'(1)  +  2!«ic(l) +. ... + 2* 

SC7(1.2.3)t=:ÄC'(1.2)+3ic(1.2)+3»S^(1.2)+....3* 
*  1  t-i  fc— a 

SCa .  2.3 . 4)=  SC(1 .2.3)  +  4.  SC(1 .2.3)+4«SC(1.2.3)+....4* 

u.  s.  w. 
Ferner  nach  4): 

SC(l....*)=^'(A+l)o 

Sai...*+l)=i<'(*+2)i +iäl'(*+2)o 

SCtl.  ••*+2)=^'(*+3)a+ ^'(A+3)i  +  A'iHZ)^ 

SC(I.-.-^+3)= J'(*+4),  +^''(Ä+4),+^(*-M), +y</F(*+4)o 

U.  8«  W. 


i<'  =sq[i....Ä) 

il*  =SC(l--*+l)-(*+2)|SC'(l...Jl) 

Jr  =  Sai....*+2)  -  (*+3)iSC(I....il+l)+(Ä+3),5ai....A) 
Air=^  SCa...^k^3)  -.(A+4)iSai....Ä+2) + (A+4),  SC(l...Mi) 

-(A+4),SC(1....A) 
n.  8.  w. 

SC(i...Jc)     =(1.2.3....*) 

SC(l....*+l)=Sai....*)  +  (A+I)S^1....A) 

5C(1....*+2)=ÄC(1..^+1)  +  (*+2)5C(i....*+l) 

Sq:i....A+3)  =  SC(l....A+2) +(*+3)  SC(1  ....*+2) 

Q«   St  W. 
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Darch  Vorstehendes  ist  die  successive  BestimmuDg  der  Coef- 
ficienten  ermöglicht.  Bei  der  ZurückfOhrung  dieser  Werthe  auf 
Ausdrücke  unter  den  gewöhnlichen  Rechnungsformen  mag  es 
schwierig  sein,  die  Uebersichtlichkeit  des  Bildungsgesetzes  fest- 
zuhalten. Für  die  weitere  Begründung  und  Entwickelung  dürfte 
Vieles  aus  des  Herrn  Schläfli  Abhandlung»  Archiv  X.,  pag.386. 
und  XII.,  pag.  53.  zu  benutzen  sein. 


IL    Werden  die   einzelnen  Complexionen   als  Summen 

gedacht 

und  entwickelt  man 

(1 ^j:«+i\fc 

=  aarO+  o'a:H  a"ar*  + ....  +  a(^)  orH  ••  +  a^^^) x^  =  F, 

so  erhält  man  bekanntlich  in  den  Exponenten  von  a:  alle  Variatio- 
nen mit  Wiederholung  der  Arten  Klasse  aus  den  Elementen 
0, 1,  2, ....  n,  und  die  CoeflQzienten  zu  x'^^  x\  a:*, ....  jr^.„.a:*"  geben 
respective  zugleich  die  Anzahl  dieser  Verbindungen  zur  Summe 
0,  I9  % ..«.  A....  Im  an ;  auch  ist  unschwer  zu  ersehen,  dass  F  (für  ar=l) 

8F 
=  der  Anzahl  der  sämmtlichen  Verbindungen,  ^  (für  a;=l)  =  der 

Summe  sämmtlicher  Verbindungen,  j-^-n — r-g-j  (füra:=0)=  der 

Anzahl  der  Verbindungen  zur  Summe  X  sein  werde,  woraus  sich 
dann  durch  Multiplication  mit  X  auch  die  Summe  der  letztem  er- 
giebt.  Für  die  Variationen  ohne  Wiederholung,  sowie  für  die 
Combinationen,  leisten  die  in  Folgendem  unter  F  begriffenen  Funk- 
tionen Dasselbe. 

1)  Bei  Variationen  mit  Wiederholung   der  Aten   Klasse    aus 
den  Elementen  0,  I,  2,  3, ....  n: 

/l— .,/r«+i\*  dF  n  k 

F=(^j^J  ,  F(füra:=l)=(«+1)*.  |^  (filr  a:=l)=5^n+l)» 

2)  Bei  Variationen  mit  Wiederholung  der  Arten  Klasse  aus  den 
Elementen  l,  2,  3..... m: 

„     /ar-a?"+iV    „,^         ,,      ,   ,.    8F....         ..       (m+l)Ar,   .. 

F-\^   1-a:  )  •  '^(fö'^*^^)  =  0»)^  g^(f"r^=l)  =  — 2^(»»)*- 

3)  Bei  Variationen  ohne  Wiederholung  der  Arten  Klasse  aus 
den  Elementen  0,  1,  2,  3.... n: 


Digitized  by  VjOOQIC 


der  Comptexloneri  bet  Yartattönen  md  Cimbtitäitonen.  ■     $33 


F-d .2.3...*)  |— ir^- .     t_^  |-;c»     ••- 

\.  }J!'(Ärar=l)  =  (l.S.3....ifc)(n  +  l)t. 
j^  (ftfr  a;=l)=(1.2.3....Ä).^(B+l)t.    . 

4>  Bei  Turiation«!!  ohoe  WiederlmhiBg  der  itm  Klasse  «as 
den  Eidp^ntei^  l,  2,  3.^jn: 

ll—jj^-H»   l-ii-»-M*  l_3*i-M-» 


Fosa/i.sÜ)  ji^ 


•■„Vi"  ■;:  •  .•■.;,:::.:.    ."  -r^^^^t^r.Tz^i«'^. 

FffBi  a:=l)  =  (1.2.3....*)(m)t, 


6)  Bei  Combinationen  mit  Wiederholung  der  j^en  Klaase  aus 
den  Elementen  0^  1,2,  3....n: 

,  •'  *  "  "  .      '  ... 

0)  Sei  ÄCMorl^Miltkmen  mH  WSederhofong  der  kten  Ktäasb  aus 
den  Elementen  1,  2,  3....m: 


^  Bei  OmhlMMomtk   ohne  Wiederbohmg;  der  Aten  Klasse 
ans  den' EtemeMeti' 0/ 1 ,  2,  9....n: 

F(fflr:r=l)  =  (n+l)fc;    ^.(för  ar=l)  =  ^(n  +  l)^ 
Theil  ni.  Iß 
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8)  Bei  CorobinationeD  ohne  Wiederholang  der  kten  Klasse 
aus  den  ElementeD  l,%3.,..m: 

|l^a4»-H-i    1--^«-^+«  1-0?»-*+»     l-<gf -1  l-^a*\    iKfc-fi) 

F(fllr:r=l)  =  (m)*;  ^  (fär  :r=l>=^^5+l)*  (m)*. 

Die  obigen  mit  F  bezeichneten  Funktionen  sind  f&r  die  hier 
in  Betracht  Icommenden  Ffille  stets  ganze  Funktionen,  haj>en  in 
der  Entwickeiung  in  gleichen  Abständen  von  beiden  Enden  die- 
selben Coeffizienten,  und  geben  noch  zu  manchen  Betrachtimgen 
Veranlassung.  So  wird  s.  B.  bei  der  Funktion  unter  5)  durch 
Vertauschung  von  n  und  k  der  Werth  nicht  geändert,  so  dass 
also  in  Betreff  der  Anzahl  und  Summe  der  Complezionen  die 
kte  Klasse  der  Corobinationen  mit  Wiederholung  aus  den  Elemen- 
ten 0.1.2....n  gleich  ist  der  nteu  Klasse  aus  den  Elementen 
0.1.2«...^  u.  s.  w. 

Bei  der  Ableitung  der  höheren  Differentialquotienten  bin  ich, 
die  F&lle  1)  und  2)  ausgenommen,  auf  Schwierigkeiten  gestossen ; 
doch  wird  der  Werth  derselben  i&r  x=zO  wohi  zu  ermitteln  sein. 


Nachschrift  des  Herausgebers* 

Rflcksichtlich  der  in  diesem  Aufsatze  gebranchten  Bezeich- 
nung bemerkt  der  geehrte  Herr  Verfasser  desselben  in  einem 
Briefe  an  mich  Folgendes,  was  ich  zu  leichterem  Veratftndniss 
noch  beifüge: 

Variationen  und  Combinationen  sind  mit  V  und  C,  Variatio- 
nen und  Combinationen  mit  Wiederholung  mit  V  und  O  bezeich- 
net, die  Klassenzahl  darüber  und  die  Elemente  rechts  daneben 
gesetzt.    Die  Summe  von  Variationen  und  Cembinatiooen  habe  ich 

durch  das  vorgesetzte  <S  bezeichnet,  so  dass  also  unter  SV'(h.,.m) 
die  Summe  der  Variationen  mit  Wiederholung  der  Aten  Klasse 
aus  den  Elementen  1,2,3  ....m  zu  verstehen  ist;  aasserdem  kommt 
nur  noch  die  gebräuchliche  Bezeichnung  der  Binomial-CoefBzien- 
ten  (m)k»  (m  +  2)^  u.  s.  w.  vor. 
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Methode,   den  Darchmesser  der  Pupille   sowohl  bei  Tage 

als  bei  Nacht  am  eigenen  Auge  zu  messen. 

Von  Herrn  Profesior  S.  Stampfer  zu  Wien. 

(Ans  den   Silzungsberichtea  der  Kaiserliclien  Akademie  der  Wiasenacliaften 
zu  Wien  Band  VIII.  Heft  IV.   S.  511.) 

BekanDtlicfa  erscheint  ein  entfernter  Lichtpunkt  durch  eine 
geeignete  Canvexiinse  angesehen  (dem  kurzsichtigen  Auge  auch 
ohne  Linse)  als  ein  lichter  Kreis,  dessen  scheinbarer  Durchmes- 
ser Ton  dem  Durchmesser  der  Pupille  abhängt.  Die  Erscheinung 
ist  ganz  dieselbe  wie  in  einem  Fernrohre ,  dessen  Ocnlar  nicht 
eingestellt  ist»  auch  hier  geht  das  Bild  eines  entfernten  Licht- 
punktes, z.  B.  eines  Sternes,  in  einen  bellen  Kreis  über,  dessen 
Durchmesser  unter  übrigens  gleichen  Umständen  von  der  Oeff- 
nung  des  Objectives  abhängt.  Um  dieses  dentlicher  zu  mächen, 
sei  (Taf.  ü.  Flg.  II.)  AB  die  Vorderfläche  des  Auges,  MN  die 
Retina;  aba'b'  sei  der  vom  leuchtenden  Punkte  kommende  und 
in  das  Auge  eindringende  Lichtbuschel.  Dieser  kann  als  ein 
Cylinder  angesehen  werden,  welcher  xhit  der  Pupille  gleichen 
Durchmesser  hat.  Wegen  der  bei  bb'  vorgelegten  Convexlinse, 
oder  weil  das  Auge  kurzsichtig  ist,  ftllt  die  Spitze  e  des  Kegels 
(das  Bild)  nicht  auf  die  Netzhaut,  sondern  vor  dieselbe,  und  es 
entsteht  auf  der  Netzhaut  ein  Lichtkreis,  dessen  Durchmesser 
um  vom  Durchmesser  bb'  abhängt.  In  Folge  dessen  sieht  das 
Auge  in  der  Ferne  einen  lichten  Kreis ,  dessen  scheinbarer  Durch- 
messer durch  den  Durchmesser  mn  bestimmt  wird.  Wird  nun 
eine  Blendung  kh' ,  z.  B.  eine  Spalte  aus  Kartenpapier,  deren 
Oeffnung  sich  vergHissem  und  verkleinem  lässt,   vor  das  Auge 
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gehalten  and  so  regalirt,  dassder  entfernte  Lichtkreis,  mithin  aneb 
der  Kreis  fnn,  zu  beiden  Seiten  berührt  wird,  so  ist  die  OeffDang 
der  Spalte  zugleich  die  Oeffoung  der  Pupille.  Wie  man  sieht, 
hat  eine  grossere  oder  geringere  Entfernung  der  Spalte  vom  Auge 
keinen  merklichen  Einflusa.  Durch  die  Wahl  der  vorgelegten 
Linse  kann  der  gesehene  Lichtkreis  beliebig  gross  gemächt  wer- 
den» und  der  Versuch  ist  um  so  genauer,  je  grosser  derselbe  ist, 
vorausgesetzt,  dass  er  die  nuthige  Helligkeit  hat.  Zur  Nachtzeit 
sind  die  hellsten  Sterne,  z.  B.  Jupiter,  oder  ein  entferntes  Licht 
besonders  geeignet.  Die  grosstrauglicbe,  nur  in  voller  Finsterniss 
vorhandene  Pupillen-Oeffnung  wird  zwar  auch  auf  diese  Art  nicht 
erhalten»  weil  das  geringe,  zum  Versuche  nothige  Licht  dieselbe 
etwas  verkleinert;  indessen  wird  der  Unterschied  unbedeutend 
sein,  wenn  der  Versuch  in  ganz  dunkler  Nacht  mit  einem  ent* 
fernten  Lichte  gemacht  wird,  dessen  Helligkeit  dazu  eben  noch 
hinreicht.  Eine  40  Klafter  entfernte  Strassen- Gaslampe  gab  uns 
schon  eine  entschieden  kleinere  Oeffhung,  als  ein  etwa  100  Klaf- 
ter entferntes  Kerzenlicht. 

Um  den  Versuch  bei  Tage  zu  machen,  ist  es  am  besten,  den 
Lichtpunkt  durch  refiectirtes  Sonnenlicht  herzustellen,  was  auf 
verschiedene  Art  geschehen  kann.  Eine  Convexlinse,  einepolirte 
Hetallkugel,  jede  sphärische  Wölbung  an  einer  Glasflasche  giebt 
durch  Reflexion,  des  Senaenlicbtes  einen:  solche»  Licbtfmiifct« : 

Der  Tersuch  ist  einer  ziemlichen  Genauigkeit' f!^hig;'selft'ilt' 
her  Ungeübteren  stieg  die  mittlere  Unsicherheit  eilnes  efd^eU^n 
Versuches  nicht  ober  Vio  LInte. 

Nach  diesem  Verfahren  wird  eigentlich  der  Durchmesser  des 
Lichtbuscheis  bei  seinem  Eintritte  in  die  Hornhaut  erhalte^,;  da 
aber  die  Pupille  etwa  1,6  Linie  rückwärts  liegte  69. ist  ihr  w^ret 
Durchmesser  etwas  kleiner.  Nach  den  mittleren  Dimepsionen  dea 
menschlichen  Auges  folgt,  dass  der  nach  dieser  Methode  gc|fim: 
dene  Durchmesser  mit  0,90  zu  mul,tiplip|ien  ist^  ,um  den  wabf^ii 
Durchmesser  der  Pupille  au  erhalten.  ,  Ferner  l^aben  wir  bisher 
vorausgesetzt,  dass  die  vorgelegte  Linse  sich  mogllcbst  nahe  am 
Auge  beCnde.  Ist  dieses  nicht  der, Fall«,  so  ist  eine  weitere  Ver: 
besserung  noth wendig.  Sei  F  die  Brennweite  dieser  Lins^,  g  ihr 
Abfiktand  vom  Auge,  d  die  beobachtete  Oeffming  der  S[palte,  so 
_  ist  wahirer  Durchmesser  der  Pupille  . 


=:0.9d(l-f.). 


WO  F  fiir  GoncavIiDsen  negativ  zu  nehmen  Ist.    Streng  geK^oinnien 
hat  auch   die  Oeffoung  ifit  PopilW,   die  scheinbare  Grosse  d«« 
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Lichtkreises,  ^^\Tiek\4lQ' Kurz-  oder  WeitoiGhtidceit  des  Auges 
selbst  anf  diest\VBrkf««eriu)g  tih!infiU;*'^eul''Airdf41ifer  wohl  im- 
mer geringer  ist,  als  die  Unsicherheit  des  Versac|ies,  f®,^,|][^i®^ 
unnOthig  seio,  diese  Umstände  durch  eine  siemKtJh' 'öraiplrcttttP 
Formel  zu  berficksicbtigen.  -.wx 

Erscheint  endlich  der  bttchtenäe^  Punkt  selbst  unter  einem 
merklichen  scheinbaren  Durchmesser,  nämlich  für  den  Fall,  ^' 
seio  Bild  auf  die  Retina  fällt,  so  ist  geoau  genommen  dieser 
Durchmesser  von^tt#Jb  tN^  »LtMifttlblrcMfts  aO^ieieben.    Der  Fall 

massig  grossen  Licntflamme  in  geringer  Ent^^if^g  ^f i^hjt  f^irfl^ii 
der  Fehler  ist  jedoch  um  so  geringer,  je  grosser  der  scheinbare 
Durchmesser  des  LicJbtkreises  ist.  vAiii  man  immer  in  seiner  Ge- 
walt  hat.  n.  M 

I,     v>      vfttr.^bewR.^'iigonometrie. 

^*\  .  >S.  MviAmeransgeber. 

Die  bekannten  Formeln  f&r  Bm(x+y)  und  cos(ar-fy)  laslii^ti' 
sich  als  Re1ationei9b,^^wjsch^\de^  dre^(Wif]%eln  eines  ebenen 
Dreiecks  auffassen,  wodurch  man  einen  einfachen  Beweis  der  in 
Rede  stehenden  Formeln  selbst  gewinnt.  ""''' 

In  dem  el^n^n  Dii^ck^  ABC  (Tut.  IL  Fi^.l2. 13.)>  dessen  Win- 
kel wir  durch  xiH&  Bui^l^sti^l|en  A,  }S^,  Chkz^OMin 'Hellen,  fUle 
man  von  den  Ecken  B  und  C  auf  die  notbigenfalls  verlänserten 
Gegenseiten  AC  und  AB  die  Perpendikel  £/>'tiUd^J  %^ 
nun  zuerst  (Taf.  II.  Fig.  12.:^yd|e  Winkel  A  und  B  beide  spitz  sind, 
so  ist  ^Y     *    ' '"" 


CE  ^     AE 


BtüAss^,  cosJss^;         .     ""'•"•'     '•• 


.    _     Cte  o     BE, 

j|g^  •    i  -.i,.!;,.!  ■•■     ••:.••     .'••1    i'-.i'    '»iti    i  !l'i;il.-.it! 

•    A       »  ;i.'Ä     <*.'*«  + CB.iJE     CE.AB 


-t. 


1     <•    "••'" 


> 


aber 

also  :.(.•       ••■  .    »»'    .»'i^   II'»;'!»:*   '<  »I»    '•-»»•     *«ii'    im, 
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S8  MffeetteH. 

sin  Jco8i&:f  cos  Jaia^ff  =5^|^y^2^s^^ 


ood.j^lglicli,  w#il 

ist:      •    '  

siaC=:ainAcoBB+ coBÄsiaB* 


Wenn  (Taf.  O.  Fis.  13.)  der  Whkel  A  stampf,  also  der  Win- 


kel B  spite 


rat.  u.  ins.  j 
ist,  so  ist^' 


Min  vl-u.-  Äx^«-  >i-in  » -  CE.BE—CE.AE     CE.AB^ 
AnAcoBB+cosAMinB^. ^j^^^g =2c:äC' 

alw  .  ,    1... 

C£.ABssAC.BD=,^ABC, 

also 

t„^       »•        ^  s    »    AC.BD     BD 

sin4cos£ -f  cos^sin  £=^2grg^=:  ^> 


slnC=:-jjg 


und  folglich,  weil 

ist,  wieder 

sin  C=  sin^l  cos£ -I- cosil  sin  A 

Im  Dreieck  ABC  hat  man  daher  zwischen  den  drei  Winkeln 
überhaupt  die  drei  folgenden  Relationen : 

Isin  Jsssin  Acos  CHh  coSiBsin  C, 
sin  B  =sin  Ccos  A  +  cos  Csin  A, 
sin  C=sinilcos  A-f-cosilsinB. 

Ffihrt  man  nnn  in  die  zweite  dieser  Gleidiungen  den  Werth 
▼on  sin  C  ans  der  dritten  ein,  so  ergiebt  sich: 
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sin  A^BlnBzsBinAeoaAcoBB*t^^  CwimA^ 
vnd  fo^^ich»  w^n  »an  dwcli  tbkA  dividirt; 

i(iQ  J  ain  £Ub  eos^  eosi? -f  iMi»C7, 
woraus 

cos  Cs:  sin  il  sin  iB — cos  id  cos  ü 
folgt 

Daher  bat  man  jetzt  die  drei  folgenden  Relatii^i^en:. 

icos^l  sssin  Ami  C~coSiBcosC; 
cos  £= sin  Csin^  —  cos  C^cos  J, 
tnH'CiSLfgitkA^B-^'eonAtiimB.'     ' 
Weil  non 

ist»  so  ist  l>ekanntlich 

sinCa:sin(iJ-fii),  cosCs«^eos(iJi+il); 
also  nach  1)  und  2): 

(  sin(il-f i^sssinJcosB-f cosilsini?, 
u)     I 

(  cos(i4-f^=cosJcosB— sinifsinB. 

Setsen  wir  jetzt 

so  ist  nach  3) : 

sinil=:«in<il— ^  ciMsB-|rcos(i4— jB)sinB, 

cos  il=cos(2l-*i?)co8  A— s(n(2l— A)siaB; 

und  bestimnit  man  nun  aus  diesen  beidon  Gloicbnngen  sii(J— iff) 
imd  cos(J—B)  Bitteist  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination, 
so  erhält  man : 

(sini3«-f-cosi3*)sin(il— .i;)sssinjicosB— cosifaini?, 
(sinlI*4-cosJB<)oos(il— £)  =  cos<^cos£-fslnJsinB; 

also 
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"'      4)     I 

isio  (J  it  1})«  «Ar^^ifcM'J?  4^'  «o^if  Kita  üf ; 


.1  ' 


Satz  von  der  Hyperbel. 

Em  Pankt  and  zwei  sieb  schneidende  gerade  Linien  seien  ge- 
geben. Wenii  ^BaB'tbnn  *v^\  dent  Ngegebteen  Punlcte  gerade  Linien 
in  beliebiger  ^^zaU  auszieht,  .welche  d'^e  beiden  g^ebenen  Linien 
schneiden  9  and^äiir  jenen  Linien  von  dem  gegebenen  Punkte  ans 
Stücke  abschftVidetV.^Aich^  ANl.9ffisoh4a.1ian  gegebenen  Linien 
liegenden  Stücken  der  von  dem  gegebenen  Punkte  aus  gezogenen 
Linien  gleich  sind,  so  liegen  die  Endpunkte  jener  aVgcfschfalttenen 
Stocke  in  einer  HyperbüL  I  Biesef^M  BiiSh  ziemlich  einfache  Satz 
scheint  zu  weiteren  Betrachtungen  Veranlas^ui^  j^ebep  zu  können, 
und  wird  dann  seine  nähere  Bestimmung»  als  ihm  hier  der  ICiUrze 
wegen  gegeMni iterden*  koBiile^>  vop(^V>st •  findea^^  mi ^ 


. '  _•    lt    11   {\    {'  M.i; 


Druckfehler 

In  Theil  XXI.  Heft  11.  '  '  *'     '  " 

Verbesseroogeii  10  Lehmann^«:  ,,Beiinig  zur  Berechnang  der  Zahl  n.** 

S.  126  Z.  12  V.  u.  Statt  98.622564845  lies  98,62554846. 
S.  I3a**k:"«'Äid  ^.W:'\A  kVält  „AideW/*'il!c8rUii«ere." 

S.  141  i&:'8  ^V  o.^stÄ«  ^|EA|5^qieJ  ^^^^ - 

(A    ik^lilS«.  I  V.  ».UtetiiMafltgeMibce«  4ies  ;»st&tthaAe.^'>    '^ 
S.  152  Z.  10  V.  o.  statt  g^q^  lies  g-pj^.      . ,  .,       . 

8.  153  Z.  d  T.  o.  statt  004764  lies  004763. 
S-/^»-  te.'  4- V.  Ä  «alt  '• .— «Öi382:...'"^  He«  '„  -fißi»». « 
S..^72  Z.  4  v.,o.  s^tt  ,,.+211838^..«  )ie«  ,,+21«^,". 
&'l73  Z.  7  ▼.  u.  statt  „965624"  lies  „966624..,." 
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Ergänzung  deB  ersten  Jak^^i'schen'  Theorems  von  den 
elliptischen  Funktionen  der  ersten  Art. 

Von 

Herrn  Essen , 

befirer  am  Gymnasiom  zu  Stargardl. 


Es  sei 

J      VI  — c«sina>« 

0 

in  eine  gerade  Anzahl  p  von  Tbeilen  getbejit,  and  es  tverde 

durch  am  bezeichnet,     ßestimmt  man  alsdann  den  Winkel  ^  so, 
dasB  man  hat 

in  welcher  Gleichung  x  lilr  sing)  steht:  so  ist 

Vl-cVmv*'~'*t/      VT^tep/ 

indem 
Theil  XXI.  IT       ' 
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942       Estern:    BrffOmmnp  äe»  erMtt  JakoäfscMen  Theorems 


_  sing, * .  8intt3*.  8IPtt5* « >  ■  .  SJDtty-i 

A:=:cP6in  «j^ .  «in  «g^ sincr^-i 


zu  denken  ist. 

Beweis,    Es  ist,  wenn  amp(9)=:9  gesetzt  wird, 

tang  1^2  a>"P  (9  +  ^-)  +  2 *™P (^  ^  ~p"y  J  ~  ^^^W^"-  • 
Setzen  wir  nun 

and  suchen  wir  sintf;  in  :r=6!n97=sinanip(9)  auszudrflcken,  wenn 

lf;=2^1 +2ds'f  2^ft-- -^f»-! 

gesetzt  wird.    Man  erhält  aus  tan g'^m^  tang  qp^form: 

.  cosy+tsinyzfgm 

2^«i  =  log. eos^^t'sinP^  * 


OA    •—  I      coRy —tsiny^g» 
-  i^^mi— log.  ^^^ ^  ^  ,si„g,J«„ • 


Da  nun 


sinV'= — ; 2i ' 

so  leitet  man  leicht  ab:  ^ 

*"**=-23S("  = 2ÄBi ' 

wenn  man  der  Kurze  wegen  durch  A  das  Product 

(cos  q>-i'i  sin  9^ajL)(coa  9  -f  ^'sin  *pAct^) ..."  (cos  9  ^  t  sin  9»  ^«p  -1) 

vorsteiit  und  unter  9  Dasjenige  versteht,  was  ans  A  hervorgeht, 
wena  fiberali  das  Zeichen  -t-  mit  — «  vertauscht  wird«  ZunSchst 
findet  man 

2lÄ=(l— c«8inai*a-«)(l— c«sina3«Ä2)....(l  — c«sin«;-ia:»), 

welchen  Ausdruck  wir  fortan  mit  F  bezeichnen  woBen.  Entwickelt 
man  sodann  das  Product  A  durch  Multiplicatioa,  so  nimmt  das^ 
selbe  folgende  Form  an: 
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p»n  Hen  eUfptiseken  Functimim  ^er  ernten  ifU  24S 

[co89>^ — C2CO89)  *   . sin^^^rf  C^Gos^^  *  .sing?^.....] 

-t-t'8iD9K:o897[C^coft9)  *  -^€^€089  *  .8in9'....]; 
und  man  erhält  sodann: 

i^  ^  [co89*  —  C9COS9  *   .  sin9# . . . .  ] 

ILT?  UTA 

—  t  ain  ^ .  cos  g>[  6\  cos^)  *  — Cgcos^  *    .  sin^*  ..•,]. 

Hierans  ist  ersichtlich ,  das»  d«r  Ausdruck  filr  ^^  auf  di«  nack 
stehende  Form  gebracht  werden  kann: 

Um  den  Zähler  von  sin^  als  ein  Product  von  p  Factoren  dar« 
zustellen»  mfissen  wir  diejenigen  Werthe  von  ^=8in9»  kennen,  für 
welche  8i|^^:=0  wird.    Man  liat 

.  1/;=     amp[^v+^;^^J+amp[^^-£^DJ 
+  »™P^+^ö]+amp[9-^D] 
+  amp|^9+£=^^Z)]+amp[y-  ^  />] 


+  amp[^+-D]+amp|]9  -  j^/>J 


Die  redkte  (Seite  dieser  Gleichung  tässt  sich.  Indem  man  auerst 
in  der  linken  Kolonne  von  oben  nach  unten  und  eodann  In  d^r 
rechten  von  upten  nach  oben  &rfgeht.  In  folgender  Weise .  an- 
ordnen t 

+amp[^+-/>]+amp[9-  -/>].... 

+amp[y  -  ^^ßj^aropfj— ^  />]+amp[flr-£^/)]. 

IT* 
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%44        Esttn:    Ergän'iting  äei  erften  Jnhobi*$cfim  Thterems 

Nun  wollen  wir  durch  t|;/a  DaRJenipre  bezeicbnen,  was  ans  f^  wird, 
trenn  man 

1  mD  ^  .. 

setzt;  ferner  sei  bemerkt,  dass  allemal  sein  muss: 

amp|^D  +  ~] +amp£/>  -  y  J=:ä. 
Hieraus  folgt  so^eicfa-,  das«  man  habe; 


Nimmt  man  sodann 


.^.rtZl^D 


Und  vergleicht  i/;p-2  mit  ^y,  so  findet  man«  dass  im  Allgemeinen 
jedes  Glied  in  das  folgende  übergegangen  ist;  ausgeschieden  ist 


anipP/>  +  ^— Z>]|, 


P 
und  datOr  nen  hinzugekommen 


amp[--D]  =  -amp[^-D]|; 


P 
folglich  wird  ^^«2  um 

d.  h>  «m  :'i^.  kleiner  sein  als  ^f*    Indem  man  «uf  di««t  Wwf 
w^eiter  söhligst,  erhält  mau  folgende  Reihe  von  Wertben: 

p  p  —  \  » —  2      . 

f^>^s:n,  lCi=|,  %=0,  ^,=;5—2"t--<F-i)=5=-'^^^'^»  ^'-|i.=-|  »; 

also  allgemein:. 

m 
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■90m  dm  eSüßUMCken  Punciiemen  äer  ersten  Ar 4,  3^^ 

Es  wird  also  sii)^=;<l  für   .    .  « 

9^0,  ±0«,  ±«4»  ±««»   -dbcj»       '         * 
wonms  sich  folg^ra  iSsst; 

Um  ouD  auch  ämtm  tihnlicl^en  Ausdruck  ftfr  co*^  zu,  fiiy^cVr: 
hat  man 

._d!±** •'  ■<=■' 

co8^  =  -2ZB-' 

wodurch  sich  cos^  mittelst  eines  Bruches  darstellen  iSsst,  dessen 
ZSbier  nach '  p  vom  pten  Gerade  sein  wird.  Die  Ansicht  der 
verschiedenen  Werthe  von  if;  zeigt,  dass  man  nehmen  könne: 


caai#= 


*\^^'£rui)^  > ' 


und  6s  bestimiJit'Steh  dfer  coostante  Factor  Claicbli  wenn- man  be^ 
d^nkt/ diiss  fiAf  91^0  auch  »if^^sO,  also  cös^^stl- W«rde«'iMyiii. 
Dadurch  .erhält  man  C=l.  '  .i  /    ! 

Wir  wollen  cos^f^s  setzen  i^nd  dann  der  Kurze  wegen  schreiben : 

1)         X=-p  II)      l_,«=^^(l-;e«). 

Substituirt '  mäh  f&r  x  jetzt  —  und  fiSr  z  gleichzeitig  V- »  so  Wtrd^ 

der  Gleichung  Ij^  genögt,  wenn  man  nimmt: 

III)    ^=:€Psina|^.  sinffg^ ....  sinap-i . 

Durch  eben  dieselbe  Substitution  geht  aber  die  Gleichung  1^)* 
fiber  in: 

worin  Q^  för  das  Product 

(1  -  c«sio€r,«a:«)(l  —  c^Incr^Äo^ ....  (1  —  Aino^-ai») 
und 
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34&       E8$en:    ErgintUn^  äe$  ersten  Jakobri^Men  Tkt^reme 
gcsetit  ist.    Hieraus  erliält  mao : 

IV)  VTi:?  V^r^rÄ:v=J^Vr^^^  V^i^^^^ 

_^^  k       stn«i*.itincib^w.«8intti^i 

R 
SMtl  tnäh  m«  z  B^iiMM  WMtli  y  tmd'qndrirt»  so  iionm« 

VI)    (F»— fi«)(F«-i5*Ä*)±t^Q«ö'«(l-ar«)(l-c«*«). 
Man  ist  es  leiclit,  sich  zu  ttberzeugeii,  dass  die  Fanctioo 

cx  ex  ex    . 

ein  PolynlDffi  vom  (p^2!)t«D  Grade  sein  tnass.    Denn  es  ist  sowohl 

Fk-  als  auch  R-g-^  vom  (3p-^I)ten  Grade;  das  letzte  Glied  aber 

vdidy  wenn  ma»  iAe  feaefa  Potenzen  von  a  estmcfcelt»  ««Jbeiden 
idwtiscli  «ad  nlnss  sieh  düher  forthebsn.  D^mpaeb  luinn  Sisit 
bekanntlich  schliessen,  dsss 


j-w=.(p'^-«i?) 


sein  werde,  indem  a  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet.   Diese 
Coostante  *M  in  folgender  Weise  zu  bestimmen.    Man  hfit 


dz      dc^»%lf  9^ 


folglich  erhilt  man 


und  wenn  man  x  uDeodlich  klein  denkt: 


9*         f* 


Aus  der  Gleichung  II)  folgt . 


Digitized  by  VjiOOQIC 


mm  4m  tUtpütUtm  AmicMm«!  4$r  eruem  Art.    .        947 

woran«,  w««»  ohmi  x  uaendllob  Jtl«w  Bimml«  bervfrg^bt^ 

Dieser  Wertb,  lo  die   obige   Gleichuog  gesetzt,    giebt  a»=— f». 
Man  erhält  also 

8ar  öz 

wopns  man  leicbt  ableitet: 

V^r-c«sin9«""''j      Vl-*«cos^' 
0  e 

Nimmt  man  p=52,  so  wird 


nod  ^«,s=V6,  iodeni  6  für  Vi— c>  gesettt  ist.    Dwaiu  folgt: 
1)  tg*,=tg|=tg9>.V"F. 

aico 
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Aujs  der  Gleichung  4)  folgt  aber : 

'2,4* 


l+*=T:r7.  «'= 


l+A'  •"  -(1  +  ife)«' 
wodordi  die  Gteichiing  6)  die  'folgende  Gestalt  anDimmt : 

^    J     Ar: "4*      .     ,"    Si.t/     Vl-A'coe'*«' 


Setzt  man  aber 


also 


/,        28inocosa> 


80  hat  man  bekanntlich 

/»  ay       '  1  +  Ä  /•>'       "  8»' 

t/";         4*       .       ~     '^    J       Vl-A«8in^'»' 

Da  DUO  aus  den  Gleichungen  3)  und  3)  hervorgeht: 

•    *  '  '_jL_ 

2V^1  —  A^.  sing)  cos  (p 
;  .  ta.,g9=F       iVA^äisiny»      '         • 

80  folgt 

Vi  — Ä»co8^«"^i/       Vl^*«sint);'«  ' 
wofern  gegeben  ist 

tangt(;=  Vi— A*'.  taogif/, 
wovon  man  sich  auch  unmittelbar  0berzeagen  kann. 
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Ueber  d!0  Permätattöns/zählen    (Fäktorielten   mit  der 

Differenz  Eins)  und  ihre  Anwendaiig  auTs  Difierea- 

tiiren  und  Integriren. 

'    .      •       '  •      '  .       '    ..  '  !  , 

:...,..  .    Yoo   . 

Il«rrn  Dr.  fVilkelm  Jäämgsdarf 


'     I)  Allgemeiiier  Begriff  des  Differentiireik«.  .    . 

Uer  Ife  DUhreatial^u^ftiMi  einer-  beUeyg^o,  FuokliaD  >ird 
reprfisentirt  durch  eine  Kurve»  deren  Gleichung  ist: 

Dii^e  K^ur^e   hat  ihre  Schnittpunkte  mit  der  ^-Aze  da,  wo 
äie  dein' i[{;-^I)t^n  Diifefehtialquotienten  entdpi^echendd  Kurve 

_8C-V(j?) 

ihi%  Maünrn  t>der'  Mibtma  belltet.  Ganz  dieselbe  Betnehanf^  IIa« 
detzWiseben  Je  zwei  beliebigen  successiven'Diffeittftiiilqiiotienteth 
Kurven  Statt  '  '  -        • 

!,  ',G(etvj>bnridh  iverstebl  map  voter  ^eai'.Crrad  {;  idqa  PiU(erent|«4? 

quotlenten     L^ji-  nur  #ii|e  poiHtiveigaiae..Zahl.    Fasst  man  aber 
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den  Begriff  desselben  allgemeiner  auf,  so  ergiebl  sich  sofort  die 
Berechtigung  folgender  Bezeicbnnngen : 

80  dass  man  also  das  {te  Integral  als  das  —  £te  Differential  be- 
trachtet 

DefrUebergang  yom^ften  zum  ({:-fl)ten  und  ({;->] ;ten  Differea- 
tialquotienten  geschieht  nicht  plötzlich ,  sondern  stetig  durch  die 
Vermittlung  von  Funktionen,  welche  als  gebrochene  Diffe- 
rential4]*uotienten  darzustellen  sind.  Diese  können  nun  eben- 
falls positiv  oder  negativ  sein«  Im  letzteren  Falle  haben  wir  es 
mit  einer  Funktion  zu  thun,  die  das  'Mittelglied  zwischen  zwei 
auf  emauder  folgenden  ganzen  Integralen  bildet 

Dadurch  dass  man  In  y^^'T^  i  S^^^  allgemein  reell,  posi- 
tiv oddr  negativ,  ganz  oder  gebrochen  annimmt,  Ist  man  In  Stand 
gesetzt,  Diffentiiren  und  Integreren  niiter  demselben  Gesichtspunkt 
aufzufassen,  so  dass  man  in  den  nach  diesem  Princip  aufgesfell- 
^  ten  Differentialformeln  Mos  t=  — 1  zu  setzen  braucht,  am  das 
Integral  der  betreffenden  Funktion  zu  erhalten. 

Da  die  Potenz  a^  flir  alle  anderen  Funktionen  den  Ausgangs- 
punkt biidet,  sonach  »aiieb  alle  Funktionen  sieb  beliebig  differen- 
tiiren  lassen,  wenn  man  das  allgemeine  •  z.  B.  £te,  Differential  von 
ir*  k^tmif  so  welleii  wir  dieses  zuerst  bestimmen. 

Der  {te  Differentialquoti^nt  von  a^ : 

?^?=:m.iii-l «i— J;+l.a?--C  (i) 

besteht  ausser  der  Potenz  a^"^,  welche  (är  jeden  beUel»igen 
reellen  Werth  von  {  zulässig  ist,  noch  aus  dem  Produkt: 

m.m-*l....m  — t+l, 

w<4ohes  die  AomU  der  Permutationen  vqn  m  Elementen  zn  Je  t 
«updHlfdBt,  uv4i  das  wir  ilaber  mit  (m/^  (9»  Grössen  peimutirt  i^ 
je  {)  bezeichnen  wollen.  x  ^ 

bt  {  positiv  ganz,  so  ist  das  Produkt  (mPQ  segebeii,  nicht 
aber,  wetin (beliebig  posHtv  edet  negativ  ist,  d.  %.  das PMdukt 

m.ifi'-^l; m-J-t+l  •    ''    ""  ' 
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und  täte  AmmmHtm  äut^  DilfertniHrtm  umi  liUefrtten.     S5l 

ist  ein  spedeiler  Fall  eioer  FmikCon,  weldM  Ar  {=1,  2»  3.... 
die  respekfiven  Werthe: 

m,  flR.m-^l»  is.m^Kfs— 3»  q.  •«  w.« 

anniihnit. 

Die  Haupteigenschaften  dieser  Fanktion  lasse«  sich  leicht  a 
priori  angeben. 

< 
Da  wir  nftmlich  das  Produkt 

auch  so  schreiben  ^fcüiraeii: 

(m.m-l....m-£+2)(m-t+l)=(m«-l)(m-i:+l), 
so  ergibt  sich  sofort: 

j(mf^=(m^f+l)(m/t-l).  '  (\\) 

Eb«lfis<y  bf 

iii,»i— I....TO— t+l=>m(m  — l..,.m  — f  +  l),     , 

(m/%  =  m(iii-lf^— 1) 

•* 

oder,  da  (nach  (II))- 

.(iiiPö  =  (iii-f+l)(in/t-l) 

ist  y 

Die  Forniel  (II)  glebt  fllr  f=l,  0,  -1,  —2 

rml»l)^m,<iii/H))=l,  <»«/*- l)  =  -ii. 

(mP-2)=^^_^,j^^_^.2j,  U.S.W. 
Aus  Fchrmel  (HI)  dl^igeil  folgeni  wir  (ü^  incsslt 


(0«-l)=?-|^(l«-.l) 


oder 
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Mit  Anwendung  dieser  Ei^n0ehafteik  der  J'vaktioD  {mPQ  aaf 
Gleichung  (1)  erhält  man  nun  sogleich,  wenn  man  einerseits  {bsl, 
2,  3....,  andererseits' {;=0,  —1,  —2,  ....  setzt: 

-g^,-^=/;r"8;r=(m/»-l)a:-+J  =  5^*"H..      .  .;  ,. 

U.   S.    iV.  -    1    .  • 

Wir  wollen  nun  eine  Methode  angehen,  wie  man  einen  he- 
liebigen  Differentialquotienten  (ganz  oder  gebrochen,  positiv,  o^.^in 
negativ)  einer  beliebigen  Funktion  in  eine  Reihe  entwickeln  kann, 
sofern  man  nur  die  ganzen  positiven  Differentialquotienten  dersel- 
ben kennt.  Man  erhält  nSmli^h  durch  successives  Differentiirep, 
des  Produkts  yz^f{x).fp{x)i 


8C(/ta:)(p(a:))_        ac<p(j:)       f  a/To:)  8C--V(j?) 

"äiC       -'^'^^"for  ■*■  1  "S^    Sa:«-*  ::  • 

Für  fix)=y,  9>(«')=^  gibt  dies: 
oder  da  .        ,  ■         - 
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und  lire,  A\tm\^Mwfa  ^mr»^  üilttrenttfrmi  und  iniegriren.     (|l| 

-^j;3f-=^(0n-»^»--.«.9«;.  .^ 

uod 

oder  '  '  •         •   .'• 

.         +     1.2      d«*   1-C.2-J+-'-     V^, 
Vom  aieser  R«the  ist  die  Bernonlli'tehe  Reihe: 

jrix)(}x—f{x).x—  g^   j  2+   g^a  1.2.3     "••• 

derjenige   specielle  Fall,    in   welchen   sie   fSr  (^  —  1  al^ergeht 
Man  erhält  nSmrich  an»  (V)  fSf  tsz  —  1: 

_  (OP- 1) ,^^v      ldj(x)xl .2&^X)    X*  '        , 


Setzt  man  in  den  Werth  de«  (ten  Differentialqiiotlentenron  «ff 
'm—6,  90  wird  daraus,  wie  6ich  schon  oben  ergab: 


S^=(0/^-^ 


w&hnei^d  für  mcss:^ 


herroTgeht 
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f 
Die  Fanktionen  (0/%  und  (iPQ  erscbeinen  daher  als  'apecietle 
FlÜle  von  (mPQ  und  mOasen  sich  aas  derselben  entwickeln  lassen. 


2)  Die  Faktorlelle  (»#%). 

Eintvrickeb  wir  nnn  zäerst  die  Faktorielle  (ml^» 

Das  Produkt  (m/^sm.m  — l....m— (-|-1  besteht  aus  t  ein- 
fachen Faktoren  in  Bezug  apf  m,  lisst  sich  also  als  eine  Glet- 
chuDg  vom  Cten  Grad  in  Bezug  aufm  betrachten»  deren  Wurzeln 
0»  1,  2.^.  ({;—!)  sind.  Ordnet  man  diese  Gleichung  nach  Poten- 
zen von  m,  80  entsteht  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

JSs  ist  sonach  die  Eotwickelung  fSr  (mPH)  gefunden,  sofern 
die  successivpn  Punktionen  f(Q,  /^(t)*--  ^ich  angeben  lassen. 

^asst  man  die  Bedeutung  der  Funktionen  AD»  rOÜ^"  ^» 
successiver  Coeflficienten  einer  Gleichung,  deren  Wurzeln  0,  1»  2... 
...(--'l  sind,  näher  ins  Auge,  so  ergibt  «ich:. 

Aö=«ii:+«aJ^. 
A£)=&it+*»i*+Ä,£»f  Ä^s*,  u,  s.  w. 

wobei ^ur  noch  ii|,  a«;  &i,  b^,  63,  64;....  zu  bestimmen  sind,  so 
dass  man  hat: 

(m/^:^mC+(ai{:+ii^mC-i+(6,r+«*+6,£»+64j*)mC-H ....      (1) 

Kommt  es  nnn  darauf  an,  die  CpeiBcienten  «i,  a^;  61,  6g, 
69,  64;  u.  s.w.  numerisch  anzugeben,  und  wMiman  nicht  zugleich 
das  Gesetz  ihres  Zusammenhangs  auffinden,  so  fiihrt  folgende  Me- 
thode zum  Ziel, 

Setzt  man  in  Gleichung  (1)  i  successiv  =1,2,  3....,  so 
kennt  man  einerseits  direkt  die  Werthe  (mPl),  (mP2)....,  nimlich 
(tnPl)=mf  (mP2)=iif.m-l,  u.  s.  w.  und  andeTers^its  erhält  maQ 
die  entsprechenden  Werthe  durch  die  Coeflicienten  a^,  a^;  6|» 
itf  b%9  b^\,...  ausgedrfickt 

Zur  Vereinfachung  dieser  Operation  kan  man  sich  folgender 
Hfllfsbötrachtungeo  bedienen.    Setzt  man  nämlich  in  der  GMdnmg? 

(mi%=mC  +r(Öm^-Hr(£)m^-f  .... 

{:=:],  und  bezeichnet  die  Werthe,  die  dann  /'({)«  fiO'^-  anneh- 
men, mit  /'(l),  /*(!)....;  so  wird: 
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Da  iian  an  und  lOr  atch  (i?iPl)=fii  ist,  ao  ist  diese  Gleichung 
nicht  anders  mogHch,  als  wenn 

r(i)+^/"a)+in«)+.™ 

für  sich  =:r  Noil  ist  Da  aber  m  jede  beliebige  Zahl  sein  Icann, 
so  Ist  nicht  nur  /'(!),'  sondern  auch  /*(1),  /*'(!),  ....jedes  ftir 
sich  gleich  Null.  ' 

Setzt  man  weiter  in  (1)  2;=^  2,  so  entsteht: 

woraus  ebenso 

/^(2)=j0,  /^(2)=0,  u.  s.  w. 

folgt. 

Man  erUlt  so  folgende  Systeme  von  Gleichungen : 

An=oAi)=or(i)=o." 

/'(2)=0/^(2)=0.... 

r(3)=o.... 

woraus  folgt,  dass 

AC):  Oundl; 

AC):  0,  1  und  2; 

Aß:  0,  1,  2  und  3;  u.  s.  w. 
zu  Wurzeln  haben ,  also  auch  so  geschrieben  -werden  kfinnen :     , 

AO=^f-.l.t-2.y'.9,'(0, 

A(ö=t.t-i.i:-2.j:-.3.v^9)''(C),  u.  s.  w. 

Die   Gonstanten  qy   q\  y'^.«*.»  so  wie    die  Funktionen   ^'(O» 
^'(t)»  ^''(i)****»  0'>nd  nun  sehr  leicht  mittelst  der  Gleichungen 

(mPlJs:»!,.  (mP2)  =  m.m — I,  (m#'3)r=in.m  — l.m---2,  n«  s.  w. 
zu  finden,  so  dass  man  erhält: 
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und  ikr€  Mmemkm§  «u/^«  D^ermOHref^  tmd  Integriren.     355 

Cm  das  Gesetz  de»  .ZosamiiieiibaDgs  der  CoefBcicnten  in  den 
Funktionen  /*(£),  /^(J)#  /*!(£) ••••  besser  äbersehen  zu  können,  be- 
zeichnen wir  mit  ^Ü,  n)  ,die  Somme  dei  Combinationen  der  {;  ver- 
schiedenen Grossen  0,  1»  2...1bisf— 1  zu  Jen»  sodass  man  hat: 

(mi^=mC— '^(fcl)m«-i+^(fc2)fiiC-«-^t/;(£,3)m«:-»+....'      (1) 

Setzt  man  st^tt  t'.  t+1»  so  Ist 

Nun  ist  aber  auch 

(m«+l)=(m-0(m«), 
d.  h.,  wenn  matf  fRr  {mPQ  axis  (1)  seinen  Wertb  einsetzt: 

+  (*(f,2)  +£i>'Äl)>»C-i-(^(£;3)+fi/;(fc2))iiiC-«+....    (3) 

Hält  man  (3)  mit  (2)  zusammen»  so  folgt:  i 

^(t+  l,n)=ttf^(£,«-l)  +  *(£;«).  (4) 

Die  Vereinigung  von  Gleichung  (1)  und  (4)  fahrt  uns  direkt 
zur  Bestimmung  der  Coefficienten  des  Ausdrucks  för  (mPQ  und 
ihres  ßildungsgesetzes. 

Das  nte  Glied  der  Entwickelung  fär  (mJPQ  (s.  (1))  bat  nSm- 
lich  die  Form: 

Der  Faktor  ^(&n-l)  hat  die  Form:   .. 

iJ;(t,n-l)=il£*--^+B£*-^+a*-H....  (5) 

Setzen  wir  nun  diesem  nte  Glied  als  bekannt  voraus>  so  wissen 
wir»  dass  im.  (it-f  l)ten  Glied  der  Coefficient  von  mC-H-s  die 
Form  hat: 

.      ^.  ♦ß;n)==«C«»+ßi?^-*+y£*^«+ (6) 

Nun  ist  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz: 

ip{f+l,n;— t|^«,n;-t-   j  g^   +  1.2.8J«  +  1.2.3. 8£«+-        ^^ 

Aus  Gleichung  (4)  wird  daher: 
Thell  XXI  18 
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oder  da 


ist: 


+  — TF""*^^  "*■ 172 /*C**^'+.... 

.  2tt.2»-t.2n— 2  „__,  . 
+ 1X3 ««*^  + 


d.h. 


„     2«.^— 1 

o      ,    ^.2n.2n--l        _    ^     ^ TT^^ 

2n-l.ß+-j^^a=B,  ß= ^^ ; 

-      .  2n-l  .2«— 2  -  .  2« .  2n— 1 .  2n— 2       ^ 
2«-2.y+ o— <»+ rO «=<^' 

_    2ii.2n-l.2it— 2       2»— 1.2»— 2. 
^~  1.2.ä         " O P 

y= äji:^ «.«.w. 

Wir  kennen  «kw  nan  da«  rekorreite  Bildoagageseti  *)  der 
Reihe  flir  (mPQ  und  erhalten  so  direkt: 


*)  Dm  0«Mts  de«  XoMunaMhang«  dieaer  CotttdmUn  hat  ta«nt 
Kramp  ia  ••iner  „Analyae  des  refraction*  attronomiqae«  «t 
lerrettres"  (Stra««biirg  1T99)  Kegabaa. 
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i 


mut  tun  Anmmdwv  o»f'  O^M^ntUrm  Mur  tntefiirm.     7^3 

t 

also  dieselbe  Reibe  wie  oben  (Fofknel  (VI)). 

Die  Formel  fSr  (mPQ  (VI)  hat  am  meisteo  Aehnlicbkeit  mit 
der  Bldomialformei  unter  folgender  Form: 

(m— 1)5 =mC-CmC-i  +£:izJ  ,„c-«— ,...  =:(,»-l)(m— i)  ....(m— 1) , 

=iii(m— l)....(m  — C  +  1). 

Beides  sind  die  Entwickelrnigen  eines  Produkts  von  ^  Fakto- 
ren, welche  bei  d^r  Elcponentialfunktion  mC  einander  gleich,  bei 
der  Funktion  (m/%)  um  je  Eins  verschieden  sind. 

Aus  dieser  Analoga  lässt  sich  die  Berechtigntig  herleiten, 
die  Entwickelung .  von  (miP£)  auch  auf  den  Fall  auszudehnen ,  wo 
^  negativ  oder  gebrochen  ist. 

Einige  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  Funktion  (m/'p, 
namentliish  aber  Ihre  Hauptaoalogien  mit  der  Elponentialfiinktion 
ergeben  sich,  wenn  man  das  Produkt 

nach  Formel  (IV)  differenttirt,  indem  man 
seist.    Man  erhftlt  so«  da 

ist: 


18« 
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+^j^{m-n)(m--«—l)j?«-»^*(«/^— 2)0^-^4«+... 
=  a:«-C  {(itPC)  +  |-(in~nPl)(iiPf— 1)  + 

was  sich  wegen 

(«PS— l)=j^^  (nach  Formel  II), 

auch  so  schreiben  iässt: 

t"'^)=<"^>^-'-rn:=g+l-^-T72-n-g+l.»-{+2-<-"»^' 

oder,  wenn  man  statt  m:  m-|-n  setzt: 

(VII) 

(m+nP0={nPi)  \i  +  j  i^=:f|ri+-rr  n-£-i-i.«-gq:2+' •>• 

Vermittelst   dieser  Gleichang  lassen   sich    leicht   för  (mPE) 
diejenigen  Relationen  aufstellen,  die  den  folgenden: 


*)  Setzt  man  in  dieser  Gleichang  n=(»  «o  erhält  man  den  folgen- 
den Aasdrack: 


.m-C-1 


(mn)_|  .  C  m-{     g.g-lm-C.i] 
(C7^— **"!     1     +    1.2  1 

^^-y,.      ist  aber  die  Anzahl  der  Combinationen  von  m  Grönen  sa  je  (;. 
E«  druckt  sonach   diese  letztere  Reihe  daz  Interpolationzgesetz  fär  die 


Newton^schen  Binomialcoe£ficienten  au«. 
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und  ikre  Anwendung  au/*s  Dig'erefUUren  und  hUegrlfen.       38ft 

der  Exponentialfunktion  entsprechen. 

Oa  sich  nämlich  das  Hauptprodukt: 

(mft)  =  m  .m—  1 ....  (m—  f  +  1)^ 

in  eine  beliebige  Anzahl  von  Faktorengruppen  zerlegen  ISsst«  so 
hat  man  als  allgemeinen  Ausdruck  des  in  Gleichung  (II)  enthal- 
tenen Gesetzes: 

(m/^'+S^+r+...0=(innO(m-C'/VO(m--(C'+r)Pr) ....    (VUI) 

Hieraus  folgt,  da  nach  Gleichung  (Vll)(n=:fii,  »i=— C,  f=C" 
gesetzt) 

(m— C'i>r) 

=  (m«'')i/;(r,  f,  m), 
ebenso : 


(m-(C'+n«"') 

/«DH/rxn    nr+n    rcr-i)  (r+n(£^+r+i) 

=(7iiPr)t/;(f+r,  r,  m)  u.  s.  w. 


veiBteht. 

Die  der  Gleichung  (IX)  analoge  Potenzformel  ist: 

wiC'+C-K" +....  ^TnC'm^'mC'" .... 
Setzt  man  in  Formel  (IX) 

{;'=r=r....=t. 


....l 


ist: 

(m/^+r+r+....) 

=:(mKO(mPt'0(m/^0...*(r.  t!'s  «»).^(J'+r,  T,  m)...,    (IX) 
insofern  man  unter 

^(a,  6,  m) 
die  Reihe: 

^'"l.m-Hl        1.2    m— 6+1. m— 6+2"" 
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80  erhält  man: 

(mPiiO=(m/^»t»;(t,  f,  m)^(2{,  t,  m)^^,  f,  m)....       (X) 

...t<'((«-l)£,  t,  »1), 

wobei .  n  als   ganze  positive  Zahl  vorausgesetzt  wird.    Die  Glei- 
chung (X)  ist  der  Potenzforoiel : 

tft<»<=g(f}|C)» 
analog. 


3)  KutwicheluDg  vao  \ot{mPQ 

Wenn  es  sieh  darum  handelt,  Air  {mPQ  Tabellen  zu  berech- 
nen, so  reicht  die  Formel  (VI),  in  sofern  man  m  und  i  geeignet 
(d.  h.  so,  dass  Gleichung  (VI)  nicht  divergent  wird)  wählt t  voll- 
kommen aus.  Der  Anwendung  wegen  aber,  die  wir  von  derFak- 
torielle  (mft)   ^^^^  Differ^ntiireo  maobeo»  erscheint   es  zweck- 

massig,  auch  ßir  \og{mPQ  einen  Ausdruck  zu  finden. 

Wir  bestimmen  Iog(iii/^)  als  /  .  „^  ,  wobei  es  sich  also 
zunächst  darum  handelt»  "***^r      '°  findeu. 


Es  ist  aber 


(1) 


und  nach  Gleichung  (VIII) 

(mi^+8£)=(m/^(iii-f/^0;  (2) 

weiter  nach  Formel  (VI) 

(m-tP9Ö 

=(m-öac,,  +  (-^  +  ^_^+^+^+....)at,.    (3) 

wobei  wir  mit  a,  ß,  y,  d....  die  Konstanten  bezeichnen,  welehe 
zum  Vorschein  kommen,  wenn  man 

(m-5P9£)=(m-^öC+/-0£).(m-.£)öc-i+/^-(a£).(m-£)a;-«  +  .... 
=  (m-.£)öC|l  +  -_  +  __^  +  _}, 

entwickelt  und  die  höheren  Potensen  ven  %  vernachlässigt. 
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und  ikrf  JümmHaif  mn  IHfitrmimrm  «ml  Megrire^     961 
Weiter  ist: 

={l+8£loW--ni-|3t+....)=H3tllogm-|).        (i) 

Man  findet  daher  dmch  Eine^t^nng  der  Werthe  ans  Gl.  (3) 
und  (4)  in  (2  und  (1): 


I 


1 


I 


11 

+ 


f 

I 


8      B 


^      N 


+ 


1- 


I 


is 

S 
I 


f 


1^ 
I 


A 

r 


I 

1 


Digitized  by  VjOOQIC 


263  H^-  Lanf$do^rt:   Geber  die  PermutaUons%akien 

Die  Konstante  bestimmen  wir  dadurch,  dass  für  '^ 

{:=0    loglwtJP0)=!=logl=:O^ 
ist.    Man  bat  daher  , 

und 

e  e  t^         •       m  ß/    \  1\ 


Bestimmung  der  Coefficlenten  a,  /3,  y^  d....  in 
Gleichung  fXI). 

Um  das  relnirrente  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  u,  ß, 
y,  8,.,.  aufzufinden,  betrachten  wir  zunächst  die  Ausdrücke  (mf8{;) 

e 

und  (nPdQ,  welche  zugleich  ßfar  die  Entwickelung  von  log^PQ 
die  Grundlage  bilden. 

Setzt  man  in  Gleich.  (VII)  statt  m-f  n:  m,  statt  m:  m^^n, 
statt  t:  di  und  vernachlässigt  die  höh<freD  Potenzen  von  di,  so 
wird: 
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und  ihre  Anwendttny  aufs  DiftermUüren  und  ItOegriren.      36$ 


.©5 


^ 


+ 


I 


* 

S 
o 


+ 

V     + 


3 


I 


s 


«B  <-s 


1 

Q3 


t 


4 

I  « 

+ 


I 


liO 


1 


I 

53 


I 


fcOil 


t 


Odi 


t"^ 


3 


3 


+ 

I 


+ 


9 


l»0 


fcOl 


00 
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Daher  anch: 

•••     ^l.m+l     2.m-|-l.m+2^3.m+l.m+2.m-|-3    -^J' 
und 

Sem  man  (X|II)=:(2),  so  wird: 

(  p  PP-"*     I     ^ 

•  "'^  U.iu+l     «.m+l.m+2  + ^ 

_m — n     Im— n.ni--n — 1      l  m — n .  m-^^.— I .  »i— w— 2 
~MT~2    n-M.n-l-2     +J        tf|-l.Rf2.n^  "•    ^^> 

Wenn  man  in  dieser  Gleichnng  n=3m  setzt,  m  Terackwindet 
die  Reibe  rechts  ipid  man  belcommt: 

,:g???±s +^__  _,  _)+^___  __j + .... 

welche  Gleichung  «ich  zur  Bestimmaog  voo  a,  ß,  y....  vorzogs- 
weise  «gnet.  Man  braucht  nämlich  dem  p  nur  einen  bestimmten 
ganzen  positiven  Werth  zu  geben.  Setzt  man  z.  B.  pz=zl  und 
statt  m:  X,  so  wird, 

DifferentUrt  man  beiderseits  und  entwickelt  die  Brüche  von  der 
Form   .    ■  |v,  nach  dem  binomischen  Lehrsatz,  so  wird: 
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und  Or*  4mHiiätmt  «iT»  D^tirvtMrmt  toKf  bOegriren.     985 

und 

j.      t  -"i  .     2.8         a.g.4   .    2.8.4.g  i 

+   •JT7i«  +  n2:i»~1.2.3a:»'*'l.2.3.4.««~-( 

•  MlJzia.J'*         3.4.5        3.4.5.6  i 

+  ''PU.:r«  +  l.^~  1.2.3*» +  1.3,3, 4«' I 

}  -4    .     4.6         4.5.6    .    4.5.6.7  i 

T*'' M.«*  +  1.2.ji*~1.9.3«'  + l.a.3.4<r»~'"-| 

+ 

_  1       O       1.2.8        1.2.8.4 

"  ««"■  1 .  a:»  +  1 .2  .a«  ~  rrO:P+ '"" 

Dureb  GUiebsetzuog  der  beiderseits  gleicheu  Potenzen  erhalt 
man: 
-^2       2 

,^2.3.4       3.4--.  4-       2.3.4  \       (XVII) 

*+i:2:3«-r:22^ +r3''-r2:3' 

-.2.3.4.5       3.4.8.-^4.0-       6^     2.8.4.6 

i+oxi^-ro^^ + o^- i'**=o:3:4' 

u*  s.  w. 

Dieses  Schema   stimmt  mit    dem  BlUiingsscfaema  der  Ber- 
nouUi'sehen  ZahUn  fibereio,  so  dass  rogn  hat: 

1 

(ö=— gÄ5=— ^,  U.S.W.*) 


')  Zum  Unterschied  von  dem  sonst  häafig  in  dieser  AbhaQdiqnir  vor- 
kommenden £  ist  dieses  £  in  Parenthesen  eingeschlossen  irorden.  6. 
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Man  kann  daher,  wenn  man  mit  Bi,  B^,  B^.,.,  die  Ber- 
Doulli'scben  Zahlen  bezeichnet,  Gleichung  XI.  auch  so  schreiben : 

«  •  C*l«iii         1/1        1\ 

+  3-^^-((^.-^.)-5?S^»(ösAö-.-i)+"  (^^"') 

e 

4}  Entwickelang  von  log(^/^) 

Der  Werth  von  (£Ä)  lässt  sich  nach  Formel  (VI)  nicht  direkt 
berechnen,  ebensowenig  derjenige  von  (OPS),  weil  für  mzzif;  und 
ffir  m=0  diese  Formel  divergent  wird  oder  (für  m=0)  Glieder 
von    unzulässiger   Gestalt  ((K  u.  s.  w.)    erhält     Am    leichtesten 

« 
kommt  man  zum  Ziel,  wenn  man  zuerst  für  log(£i^  einen  Aus- 
druck sucht. 

Wirll>estimmenlog(SPS)  ebenfalls  wieder  als  /  ~7^^r*  Man  Ist  ^ 

8(f«)_  (C+8gn+8g)-tt^ 

"^    ■"  8C 

Es  ist  aber  weiter: 

tt+8f PC+80  =  (C+BtPcMPdQ  (l) 

und 

Setzt  man  in  Gleichung  (XII)  m=d^,  n=0,  so  wird  daraus: 
OfP90=*(OP9ö  I  l+3P(i7i  +2^+....)}=(0PaO,    (3) 

weil    -fidS*  gegen  1  verschwindet. 

Nun  ist  nach  (XII),  wenn  man  dort  m=0  setzt: 

(O«ö=:(«P0£)ll-8Kj^-5:^  +  3:^-....)      (4) 
und  nach  Formel  (XIV): 
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und  täte  Ampemhmff  auf*  DUTtrettltre»  tmd  Integriren.     987 

(«i^ö=l  +  8J(l^  +  J+^  +  ^,+  .~.).  (5) 

Daher  mit  Benützung  der  Formeln  (2),  (3),  (4),  (S): 

(f + a{;/t+öö=(£PO  u+a{(j^ + ^xr .  J  +  ^^^=1^.  5+....)  I 
ri+2'  1.2  +3    03"+- 

n  In       In 


'*5..  i_Q  +  *'- 


Daher 


l.n-fl     2n+2     3n-f3 


ri+2  1.2   '^3      1.2.3    ""^^ 


=  ^^=(ti^)|  +  logn  +  J  +  ^  +  ^,  +  ....  [      (XIX) 

^  n  1    n        1    n    * 

'l.«+l     2n+2     3  n+3  ""•••• 

aod 

l)  Zur  Integration  der  Reihe 

/",U  ,U.l-f  ,lM~g.2-f        ..^ 

y  ^ii+j"T^+3  1.2.3  +--)^f 

setzen  wir  in  Gl.  (XV)  m=0  und  p=n  und  erhalten: 
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In      In.n— 1  ,  In.«— l.n— 2 

—    *•     .  1    n.n-fl      ,  1     fi.nHH.n+2  __^ 

Wird  bierin  n:^l;  gesetzt»  so  erhält  inaii; 

11-2.1.2+  a.1.2.3       ^r:m+5TP5+5i+3+-*> 

Daher 


•)  Die  Reihe 

TTFfl  +51+2+37ff5+ ••=* 

IftMt  sich   anch  alc  ein  bettimmtec   Integral    ansdrocken.     Kennt  man 
nämlich: 

^■"rTFI  + 27^+5  +  3.5+3+- •* 


so  ist: 


Denn 


d«  h. 


Si*=T  +  "2"  +  ~3""+   -—^^     *^+  2+y+-  •• 


3(^+?+T  +  -) 

85 =l+ar+a«+...=j:^ 


Daher 


l+«+a:Ha:*+ ...*=tey*j^=-iog(l-if). 

S=-y«<:-iiog(l— ar)8ar,  Ä=— /*^-Mog(l-.:r)8ar, 

wobei  die  Konstante  so  su  wählen  ict,  dais  f nr  d;=4>  das  Integral  gleich 
Nnll  ist. 
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taut  Ikf»  kKmeMiait  mf  D^hrenMrM  tmd  iiUepHrm.     SQQ 

J  ^n+rrr+z  1.2.3   +••••> 

Nun  bt  al^^ein 
Daher 


d.  h. 


^  (XXI) 

insofern  man  die  Summe  pi  +  s; -f  s  "1*  •■••  ""'^  '"  beMkbnet 
2)  Die  Summen  der  Reihen 

und 

l.«+l+2n+2  +  3n+3+ 

sind  ebenfalls  leicht  zu  bestimmen. 


Digitized  by  VJiOOQlC 


270  M^*  Langtd&rf:    Veb«r  die  PermuUUimmakien 

Da  wir  nämlich  obeo  gefuttden  habett,  dads 

«=55,  ^=  —  5*1,  d=  +  j^a»  (ö=— 'gÄ» 

u.  8.  w.  sind,  sofern  Bi,  B^,  i?6— *    die  Bemoalli'acheD  .2fablen 
Torstellen,  so  konvergirt  die  Reihe 

jedenfalls  bis  zu  eioem  gewissen  Gliede»  wenn  man  n  hinl&ilg- 
lieh  gross  annimmt 
Die  Summe  der  Reihe 

rn+I+2n+2^3n+5  +  -  • 

endlich  erhält  man  fiir  n  positiv  ganz  nach  Gl.  (XX),  indem  der 
dieser  Reihe  identische  Ausdruck 

^  ?.     1^«>^^1  .  In.n — l>n— 2 

ri""2TLT'+8    ro      ••' 

f&r  n  positiv  ganz  sich  in  eine  geschlossene  Gliederzahl  ver* 
wandelt. 

Die  Differenz  der  beiden  Reihen: 

ist  eine  konstante  von  n  selbst  unabhängige  Grosse.    Bezeichnet 
man  dieselbe  mit  — «1 ,  so  erigbt  sich 


/ 


^^=-,j/8f:+H/j0t-,,/5^+,«/{:^- .... 


d.  h. 


Iog(fPö=-.,f  +  ^«•-.j£* +yf -  •  +coost; 


*)  Diese  Reihe  gehört  zn  der  Klasse  der  halbconTergenten,  weil  die 

Bemoolli'schen  Zahlen  B^,  B^,  B^ über  eine  gewisse  Gränze  hinan« 

so  stark  wachsen,  dass  sich  die  (201— '1)(^  Eiir  (2m-|-l)ten  für  mm  wie 
iipm*  Terhält.  So  lange  daher  n  eine  endliche  Zahl  ist,  divergirt  die 
Reihe  jedenfalls  von  einem  gewissen  Glied  an ,  ist  aber  bis  an  diesem 
Glied  konfergent. 
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und  ikte  MimetktHMff  auf'i  DiftreniUren  find  Integriren,      373 
fir  (sO  ist  ({#Q:=1,  daher  €oii8t.=0,  also: 

iog({pß=-»it+ t:*-^t»+ Jt*- ....  (xxu)  *) 


*)  Die  Werthe  f,,  s^^  s^^»-,  lauen  «Ich  leicht  beskiinmen,  indem 

'«  —  Im  "t*  2"»  "*"  3«  "**  "" 

für  m  gerade  sicli  als  Fonktion  Ton  nr  aoadräcken  and  fär  01  ungerade 
•ich  darch  stark  konvergirende  Reihen  geben  lässt,  in  weiche 
ebenfallt  die  Bernoulircchen  Zahlen  eingehen.    Ebenso  kann  man 

^«tfß  /l  1  X' 

,,=-aog«+-+-,+-...)+n^^^+2:^+....; 

auch  yermiitelBt  der Gleichaag  (XXII)  bestimmen,  indem fnr  £=1  if^PJ^j^zl 

e 
and  l9g(CPi)=^0  ist,  so  das»  man  erhält: 

Nach  der  Gleichung: 

(i+ aps:>=:  (f +i)  (l+i)....  (l+i)  (t/^. 

wobei  2;  beliebig,  a  poaitiT  ganz  ist,  hat  man  auch: 

logtt+«PO  =  log(f+l)+log(^+l)+....+Iog(|+l)+log(tn), 

d.  h»  wenn  man  Alles  rechterhand  in  Reihen  entwickelt  und  das  Znsam* 
mengehorige  Tereinigt: 

ioga:+«^PÖ=(i  +1 + J+-...4|-»i)t 

,111       i,e» 

— ^H  - 18  -  2»  ~  P~  "^^  J 
Pur  C=sl  ist: 

Da  aber 
TheU  XXI.  IS 
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Diese  Reihe  kooTer^  flir  Werthe  tou  «l  und  >— L  wie 

der  Quotient  des  (n-f  l)ten  und  nten  Gliedes  derselben   filr  »od 
ergibt. 


5)  Entwickeinng  von  log(0/%9  sowie  Ton  dPQ  und  (0/^. 
Da  nach  Gleichung  (VIII) 

Ut,  so  Itat  mtLO  sogleich: 

l4(0/^+iog(-.JP-ö=0. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Entwickeinng  von  log  (01%)  ganz  dieselben 

e 

Coefficienten  wie  die  Entwickeinng  von  iog(£/^  besitzt  und  nur 
die  Coefficienten  der  «geraden  Potenzen  von  (  das  entgegengesetzte 
Zeichen  haben ,  d.  h. 

iog(OPö=-*if:-J?-jJ»--..       (xxni) 

Diese  Reihe  kpavergirt  ebenfalls  ftr  Werthe  von  i<J  und  > — I. 

Mittelst  der  Methode   der  unbestimmten  Coefficienten  lassen 

sich  nun  leicht  noch  die  folgenden  beiden  Entwickelungen  finden: 

(fPÖÄl  ^,it+  2(ii+#iai)C«-5(*,+v,+*iaJJ»+....    (XXIV) 

wobei  ai='i»  fls=<Ä+*iöi»  o»=«8+<Ä«i+^fls>  «•  »•  w.  ist; 

(0/%==l-fiJ~g(ii-fi«j)i«--3(«,--i^.-.fin|J{:^...,  (XXV) 


isft,   to  iMst  ticb  auch  ««t^en: 
log(l+«)=I  +  |  +  5+...+j-^ 

+2((«+l)« '  («+2)«+ ■7~3((a+l)»  •  (a+2)»+")+ - 

oder  da  für  a  OD  rsehU  mir  die  erste  Klammer  dbrig  Ueibt: 
für  aoD  and  ganz,  also  ein  neuer  Werth  für  die  Konstante  «j* 


Digitized  by  VjiOOQIC 


und  IMre  Mmmäntm  tmf^  Oif&enUtrtn  md  fnlejMren.      375 

wobei  iii=3j^,  n^==^H'^h^i>  «8='8'^^'»i— *iw«»  "•  «•^«  wt^S'^- 
rend  S|>  s««  i^....  dieselbe  Bedeutnng  wie  in  Gleichung  (XXII) 
und  CHeicbung  (XXXIII)  haben. 

C)    Witkliche   Answerthang   der   Funktionen 
,  =  (m«)  undy  =  (fR), 

FQr  die  wirkliche  Auswerthung  der  Funktion  ^=(mf^  ist 
die  Formel  (VI)  die  bequemste.    Nach  ihr  ist: 

Diese  Reibe  ist  brauchbar ,  wenn  m  gross,  i  ein  kleiner  Bruch 
ist    Ftir  t=^'n  findet  man: 

»9326     384477. 

Dies  ist  eine  balbkODTergente  Reihe,  und  zwar  beginat  ihre 
Direi^enz  am  so  frflher,  je  kleiner  man  m  nimmt  Fär  m=l 
reiciit  ihre  Konvergenz  nur  bis  etwa  zum  Oten  Gliede.  Nimmt 
man  dagegen  m^lO,  so  wird: 

i  1.000  000  000  +  0012  600  000-|-  (M)00078]26  \ 
-0,000  OOA  882  —  0,000  000  064  -f  0,000000015  ( 
f0,000  000  001 -0,000  000  000  ) 

=3,202  037  69. 

A«s  dem  Werth  von  (mP  s)  IXsst  sich  leicht  der  Werth  TOD  (m-fn/'a) 
und  von  (ßnPn  +  ö)  finden.    Man  hat  nSmlich : 

weieBe  iromieiD  iieiir  Deeuem  stnuy  wenn  man  yMw^ß  ver m  i%ceis  t 
Glelohnng  (VI)  berechnet  hat  und  successiv: 

(m-HPQ    (m-IK)    (mK+1)    (niiR:-!) 
(«+2«)    (III-2Ä).    (mR+2)    (mPt-2) 
\  :  \  : 

finden  wiB. 

So  z.  B.  findet  man  aas:    (lOP^ =3,202  037  59:  ' 

19' 
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Wir  haben  also  so:  {lp]^z:^l,Vili  379  16  gefunden.  Die  filof 
ersten  Glieder  der  Formel  für  mP^  (s.  oben)  geben  direkt: 

(1P?)=1,12729.... 
ab  Annäbemngswertb« 

Ist  in  {mPQ  m  ein  ächter  Brach,  z.  B.  ms^*    ^^  '^^'^  ™^" 

sich  ganz  in  ähnlicher  Weise,   um  die  far  diesen  Fall  mangelnde 
Conrergenz  der  Reihe  (Tf)  zu  umgehen.    Es  ist  nämlich: 

^*^- — (i+i)a+2)(4+3)....a+«) — <'+'''^- 

Ist  z.  B.  i^=ä  und  wiblt  man  »=10,  so  findet  man  mit  dirsk- 
ter  Benatznng  von  Gleichung  (VI): 

(^P^)=^'§{1.000  000  00  +  0,011  904  76+0.000  070  86 

—0.000  004  21  -  0,000  000  06  +....  I 
=:  %240  370  349 . 1,01 1 971 36=  3,279  161 98 

und  hieraus 

n    l\     2.4.6.8.10.12.14.16.18.»   /^V?  V  0  886  226  91 
\ry  --3.Ö.7.9.11.13.15. 17.19.21  \^^V'^ "'^  ^^ 

Man  kann  auch  die  Formel  (m-fn/^=.         _j,p^v(mf^,  wie 

in  Gleichung  (VII)  geschehen  ist»  so  umgestalten»  dass  man  den 

Faktor  7 — z =Tirv  in  eine  Reihe  verwandelt. 

Diese  Umwandlung  ist  dann  von  Nutzen»  wenn  m  eine  grosse 
Zahl»  {mPQ  bereits  bekannt  ist  und  i  und  n. kleine  Brache  sind»  so 
dass  die  Reihe: 

(m-fwPn)    __^  £.it  e.g— l.w.n— 1 

(m+f— nP«)""  ■'■l.iii-J:+l"*"1.2.m-t+l.m-f+2+- 

hinlänglich  convergent  wird. 
So  z.  B.  hat  man 

,     9  ^     1-lOg.  ll>^l(H:.21--IQ£....91-lO^ lOl-^lOg  /lOI  ^\ 
^"15^=    1    .    11     ■     21     ....    91     .     lOl VW  '^) 
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Nach  Gleicbang  (VU)  ist  aber: 

^  1  1  ZU 

/'*o*«^^  /inD^ii^  ®J.^^-<    *oiJ« 


1     _-£   _19 

,M-&2-{     10"  10    "Ig"       .      , 

^    1.2.3    ii-t.ia-c.is-f;  ■*■-•'■ 


Ffir  (r=^  ist 


A01„l\    ,,n^|l4O,OO476ig(M~(M)OOO93107-fO.OOO(IO7O6(M^ 
\m'2j-^^^'^V  I  -0.000000960+0,000000179-....  I  ' 

:^  3,202  037  59. 1,004  863  28«=  3.217  e09. 
Daher 
/     ^  ^1\ ...  96.86.76...,16.6.  -4/^,  „1\„     o««^«». 

*)  Du  nte  Glied  der  Klammerreihe  entateht,  Tom  9(ea  GIMe  aa, 
an«  dem  (n— l)teii  dnrch  Multiplikation  mit  dem  Faktor: 

(2« -5)  (10«— 21) 
"■10(«— I)(a»  +  17)' 

welcher  för  »00  =  -— ;-:-=— 1  Ut.    Die  Reihe  isl  daher,  da  die  ertlCM 
Glieder  sichtlich  konTergireti»  ehttnüill«  wieder  eine  halbkooTergenNb 
••)  Ict  (m/'-*0  Kb  finden«  •(>  iit  nach  GUi^hnng  CVUI) 

SebEt  man  hierin  C  sncceMiT  s=  1,  2, .... ,   «o  Ut 

(mP-l)=^^j  (mP-2)=^;j:p^j^jqpjj  n,  •.  w. 

Gaa«   dieoelben  Retnltate  erUlt  maa,   wena  naa  fa   Oleieiiaag  (VI) 
;=!=— 1,  —2,...  «etit.    Man  erh&lt  nftmlieh  in: 

(mP-l)=a  m-»  +f(-l)m-^+  A-l)»-»  +- . 
/'(-l)=j.-I.-2=+l; 

ebeneo  weiter: 

n-i)«-i.  r(~i)=+i.  ^'''(-i)«-!.  a.  *  w. 

Daher 
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HH  Anwendong  dieser  HäUegieichuDgeii  lisst  sich  nnii  auch  leicht 
(iPQ  uod  (0/^)  aus  <m/%)  bestimmen,  wenn  man  nur  m  passend 

wShIt.    So  z.  B.  haben  wir  oben  (2^2)  1*®^^°^^^'     ^^^  (^^^ 
findet  man: 

(0P|)= J(lPg)=0,564  189  58. 


7)    Diskussion  der  Funktion  y^mPQ, 

Man  muss  hierbei  vorerst  unterscheiden,  ob  m  positiv,   oder 
Null,  oder  ob  es  negativ  ist. 


(mP— 1)=|»-1  — OTT-«  +»i-8_, , 
Seilt  man  in  Gleichung  (VI)  j;:^— 2,   so  wird: 


m+r 


(mJP— 2)=:iir-»— 3m-»+7»r^— lSiii-»  +  ...±(2»-»-l)m— 

m«     m»  +  m*     m»+'- 

Fasten  wir  je  2  Gliedes,    ein  positives  und   ein  negatives,    zusammen, 
•o  erhalten  wir: 

•  -^     «i.  j   W—S  .  .   7m — 15  .       31m— 63 

IstM  Ghfd:       ■,  >  2tee  Gbed:  ■■      r---,    8tee  Ghed:  a — ,• 

m'  m*  m^ 

..^tee  Glied:  (2^^— 1)---(2'^^) 
m*H-* 

Dae  nte  Glied  besteht  sonach  aus  den  4  Werthen: 

^Ü?   -L     2«"       1 

Wir  erhalten  daher  fnr  die  4  entsprechenden   geometrischen  Reihen  die 
Gesammtsiimme: 

2  1  4  1 m»--3m«-f2m 

*— S?^""iii«-l'"»«(m«— 4)  +111(11»*— l)""m(fli*-l)(m*— 4) 

m.tw— l.m — ^2  1 

^m(m«-l)(m«— 4)""m+l.m+2' 

also   ebenfalU   (mP— 2)=  ^^^^^cj- 

Gans  auf  fibttliche  Weise  lassen  sich  auch  die  Ausdrucke  für  (fliP-»S), 
(m^-^)^..  ans  der  Fomel  O^)  entwickeln. 
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bt  fit  positiv,  «0  hat  es  keinen  wesentlichen  Etnfloftti  anf 
die  Gestalt  der  Kurve,  ob  es  ganz  oder  gebrochen  ist 

Ist  m  negativ  ganz,  so  verwandelt  sich  die  Kurve  jF=(]ni^ 
in  ein  System  von  isolirten  Punkten. 

Ist  m  negativ  gebrochen,  so  muss  man  einen  Unterschied 
machen,  ob  es  zwischen  0  und  —1,  —2  und  —3,  —4  und  — 6 
u.  s.  w.  oder  zwischen  — 1  und  — 2,  --3  und  — 4  u.  s.  w.  liegt. 
Sowohl  wenn  m  zwischen  — 2n  und  — (2n  +  l)  (n  positiv  ganz 
oder  Null),  als  auch  wenn  es  zwischen  — (2n+l)  und  —  (2it  +  2) 
liegt,  nähert  sich  die  Kurve  auf  der  negativen  Seite  der  £  der 
i'Kxe  als  Asymptote,  im  erstem  Fall  aber  von  oben,  im  zwei- 
ten von  unten  her. 

I)  Ist  m  positiv  ganz,  so  erhSit  man  für  die  Kurve y=(fii/^ 
vorerst  feste  Punkte,  wenn  man  i  successiv  =0, 1,2,  3....  und 
{;=— 1,  ^2,  —3....  setzt.    Es  ist  nämlich: 

(m«))=l, 
(mPI)=m, 
(mP2)  =  »i.w — I, 

(mAn— l)=:m .  m— 1  .m— 2....3 . 2, 
(mflrn)=m.m— l.m-2....3.2.1. 

Wir  sehen,  dass  von  {^=0  bis  {;=m— 1  die  Ordinaten 
zunehmen.  Für  f=m  erhält  man  wieder  dieselbe  Ordinate  wie 
fär  {;=m— 1.  Es  findet  also  zwischen  {;=m — 1  und  i^szm 
ein  Maximum  der  Ordinaten  Statt. 

Fflr  {:=:m-f  1  wird  (mPm-f  1)=0;  denn  es  ist  allemal  (mff-fl) 
=(»1 — 0(»i/^,  daher  (m/'m+l)=(m— m)(iiiftn)=0.  Ebenso  ist 
für  t=:m  +  2: 

(mPffi+2)=:(m.m+l)(mPrii+l)=0  u.  a  w. 

Es  nehmen  also  die  Ordinaten  {;=fii  und  (=iit-t-I 
stetig  ab  und  werden  für  £=m-f  1  Null.  Von  da  an  schnei- 
det die  Kurve  die  {;-Axe  in  unzählig  vielen  Punkten, 
die  alle  im  Abstand  Eins  von  einander  stehen. 

Für  ganze  IVerthe  von  {;,  die  kleiner  als  Null  sind,   erhalten 

wir  um  so  kleinere  Brüche  ((mP— l)r= — r-r,  (wiP— 2)= — n — th-...) 

^^  '    m+l'  ^  '    fn-fl.m-|-2    ' 

je  grosser  der  absolute  Werth  der  negativen  Abscisse  ist.    Für 

(;=:  — <x  wird  y=0.    Es  ist  also  auf  der  negativen  Seite 

der  i  die  {;-Axe  Asymptote  der  Kurve. 
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Die  Kurve  y=(iii/^  hat  hmnaeh  fiir  «  2.  B.  =^4  die  in 
Taf.  III.  Flg.  1.  dargestellte  Form: 
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Je  grosser  m  ist»  um  so  mehr  entfemeii  sich  die  Maxima 
und  Minima  aof  der  positiven  Sette  der  {  von  der  {:*Axe^  wäh- 
rend auf  der  negativen  Seite  d«r  l  die  asymptotische  AnnShemng 
der  Kurve  an  die  t-Axe  um  so  stäticei'  ist 
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3)  Ist  mttzO,  9o  erhih  imiis 


E»  kegiont  al8<^,  wto  Tat  m.  Fig.  3.  zeigt,  M  der  Kurv« 
3fss3(OI%  Am  HauptmaxfanuiB,  wdchos  f&r  m  gane  auf  der  posi- 
tiven  Seite  der  i  liegt  vnd  beim  AbDehmen  von  m  stets  kleioer 
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wkd,  anf  die  aegative  Seite  stt  ificken.  Je  mehr  m  sUi  dem 
Werthe  «^1  eihert,  me  so  mehr  erkebt  eich  wieder  dieeesOM^t« 
naxiBHm  anf  der  negativeB  Seite  der  £  ilMt  die  t*Ax».  Ini  wei- 
terem Veriaefe  lAA.  deMeilieB  a^rmptotlseh  nihemd,  a»  daae 
iamei  twisdien  dieaeafe  Haoptmexlmini  aed  tiem-fl^atit  Uafad« 
lieben  ein  WeDdongspaDlrt  der  Knrre  liegt  ^ 

9 
So  erUUt  man  f&r  y=(— ni^: 
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3)'Je  mehr  sich  m  dem  Wertbe  *— 1  nähert»  umso 
weiter  entfernt  sich  das  Hanptmaximnm  Itnlcs  von  der  f-Axa  Für 
fi»=s-^l  existirt  dasselbe  nicht  mehr,  sondern  die  Kmvey^-^IPQ 
repräsentirt  nar  ein  S3r8tem  isolirter  Punkte,  die  abvrecbsdnd  auf 
d4^  positiTen  und  auf  der  negatiTen  Seite  der  y  liegen.  Man  hat 
nSmlich : 

(-li>l)=-I  ^ 

(-l/>2)=— i.-2=1.2 

(—l/^=—l.— 2.-3=— 1.2.3  „   _ 

U*    S«     IT» 

U.   8.  W. 

Gibt  man  in  5^=(^li^  dem  i  einen  gebrochenen  Werth,  so 
erh&it  man  stets  imaginäre  Ordinaten.    Denn  bezeichnen  n  und  C' 

Zahlen»  die  prim  zu  einander  sind,  so  ist  y^P^)  ^^  ein  reel- 
ler endlicher  Werth.    Nun  ist  aber 


Die  Kurve  y=(— 1/^  hat  also  nur  reelle  Ordmaten  für  {:=sO, 
1,  2,  3....  u.  s.  w.    Siehe  Taf.  IIL  Fig.  4. 

4)  Welche  Gestalt  die  Kurve  $f^(mPQ  f&r  Werthe  von  si 
zwischen  -*1  und  —2  annimmt,  ergibt  sich  aus  der  graphi- 
schen Darstellung  Taf. III. Fig. 5.,6.und7.derfolgenden drei Schemate, 

die  Ordinaten  der  Kurven  y=(— jq/^,  y=(— a/^  ^^isF^i—m/PQ 
repräsentirend: 
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Es  liegt  alao,  weon  m  cwischen  —1  und  -—2  liegt,  das 
HanpüMziniiim  der  OrdioateD  auf  der  negativen  Seite  der  y. 
Je  mehr  sich  tu  in  y=^(mPQ  den  Grfinzwertlien  m=— 1  und 
m=:— 2  nähert,  um  so  nwhr  entfernt  sieb  dieses  Maximum  von 
der  C'Axe.  Zwischen  diesen  Grfinzwertlien  erreicht  dasselbe  ein- 
mal einen  Ideinsten  Wertb.  Der  C-Axe  nfihert  sich  die  Kurve 
von  der  negativen  Seite  der  f  asjrvptotiscb. 

6)  Ist  m^— '2,  so  erbfilt  map  wieder,  wie  ßr  m=:— I,  ein 
System  von  isolirtea  Punicten,  die  abwechsehid  auf  der  negativen 
und  pomttven  Seite  der  £•  Axe  liegen*  Diese  Penkte  finden  statt  Off 

£=-1;  0;  +1;  +2-M-      (Tat in.  Flg. 8.) 
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Filr  C=:^2  erhSlt  man  keine  reelle  Ordinate  mebr,  ebenso- 
wenig als  flir  alle  andere  ganse  negative  und  beliebige  gebrochene 
Werthe  von  (• 

6)    Liegt  m  zwischen  — 2  und  —3,  so  ergeben  sich  die 

21 
Karvenformen  Taf.  IV.  Fig.  9.,  10.  und  11.,  den  Kurven  y=(—  tr  PO» 

5  29 

y=(— 2#^,  .V=(— io'^)  entsprechend. 

Für  f}t=— 3  erhält  man  wieder  ein  System  von  isolirten  Punk- 
ten u.  8.  w.  Verallgemeinern  wir  den  letzten  Theil  dieser  Dis- 
kussion^ so  ergibt  sich  Folgendes: 

1)  Bezeichnet  —»  einen  beliebigen  positiven  echten  Bruchwerth 
und  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  schneidet  die  Kurve: 
ys^j^ — nPO  die  C-Axe  ausser  den  Punkten  auf  der  po- 
sitiven {;-Seite  auf  der  Minusseite  in  n  — 1  Punkten, 
deren  i  successiv: 

sind.    Ans  dem  Wertbe: 

resp.  aus  der  Beschaffenheit  der  beiden  letzten  Faktoren  des 
Nenners  folgt,  dass  für  ein  bestimmtes  n  das  Hauptmaxi- 
mum der  Ordinaten  2mal  sicii  dem  Unendlichen  nähert, 

m' 
einmal  wenn  --»  nahezu  =:Einsund  dann,  wenn  es  nahe 
tn 

tnf 
==  Mull  ist.    Für  zwischen  0  und  1  liegende  Werthe  yon  -^  liegt 

m' 
das  Hauptmaximum  im  Endlichen,  f&r  --3=0  und  :=1  im  Unend- 
lichen, d.  h.  im  letztern  Fall  hat  die  Kurve  y=  f -^  _^p^j   f^f 
2;=  —  it  keine  reellen  Ordinaten  mehr. 


Gibt 


man  im  Ausdruck  4f  =  f  ^— nP— £j  dem  t  einen  gan* 

zien  positiven  Zahl werth  >n  z.  B.  {;=n-|-p,  wobei  p  eine  ganze 
positive  Zahl  ißt,  so  entsteht: 
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DerNenner  dieses  Ausdrucks  besteht  ans  zwei  Tbeilen»  nämlich: 

— jT-n+l  I —19  9  welches  flir  ungerade 

m  /       nt 

Werthe  von  n»   die  >  1  sind,   positiv»   fär  gerade  Werthe  von  n» 

die  >2  sind»  negativ  ausfällt;   und 

2)  aus  den  Faktoren  ( -n^+l }••••* (—jy+/'y    Je  grösser  hierin 

p  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Wertb  vouir^— nP— (n+p)J. 

Hieraus  geht  hervor»    dass  die  2;-Axe  stets  Asymptote 
—a — nPij  ist»  und  dass  für  n  ungerade 

und  ^1  die  Kurve  sich  von  der  positiven  Seite»  für  n 
gerade  und  >2  von  der  negativen  Seite  derselbeo 
nähert 

2)  kt  in  y^(fnPQ  m  negativ  gans»   so  erhält  man: 

(-mPO)=l 

und»  nach  der  Formel  {mPQ  =  (m— 5  + 1)  (m/^—  1) : 

(-inPl)=(— m-I+l)(—«i«))=-wf, 

(— mP2)  =  (— m— 2  +  l)(— mPl)c=  +  m.m  +  l, 

( — jiiP3)= — iit.m+l.iii+2»  u.  8«  w. 

Die  Kurve  y=:(— mi^  hat  also  reelle  Punkte  in  Ab- 
fänden von  je  Eins  von  (=0  an  bis  ins  Unendliche. 
Auf  der  negativen  Seite  der  (  erhält  man : 

{-.mP-l)  =  ^:;;q:i-=— -j,  (•^mP-^:^.^—:^ 

111— l.m— 2 

V^ird  endlich^  indem  man  i  successiv  den  gansen  Zahlen  von  — 1 
bis  —  nt  gleich  setzt»  {;=  — (m-l)»  so  ergibt  sich: 

Theil  XXI.  20 
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<-'»^-<"'-^>>°'m-t.m~a.m^:...(m-(m-l))- 

(Das  positive  Zeichen  gilt  für  m  uogerade,  das  negative  ffirm  gerade.) 
Dagegen  wird  für  C«=— an: 

^^rnP--{m^l))  +1 +1 

erhält  also  einen  unzulässigen  Werth»  so  wie  auch: 

(-mP-rm+l))=^,  (-mP— (m+2))=:^,  u.s.w. 

Für  ganze  negative  Werthe  von  f  von  C=— 1  an  bis 
j;t=:^(7n— 1)  hat  also  die  Kurve  ff^-^-mPz)  ebenfalls  reelle 
Ordinaten,  darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Hiermit 
Ist  ^ber  die  Anzahl  der  reellen  Ordinaten  dieser  Kurve  erschdpft. 
Denn  für  einen  gebrochenen  Werth  von  (,  gleichviel  ob 

positiv  oder  negativ,  erhalten  alle  Ordinaten  dieForm  x* 

Bezeichnen  nämlich  n  und  ^'  Zahlen ,    die  |)rim  zu  einander 

sind,  so  ist  (OP^,)  stets  einreeller  endlicher  Werth.   Mus  ist  aber: 

n 

(-iP^)=:zi:p(pP^)=ö(OPj)-oD, 

1  r 


(-2Pg7)=  z:2+r'~*'*f '=*»  "•  ■•''• 


Ebenso 


-1+- 

(-2P^)=     -2q.i-(-lP~^)=».  u.  8.  w. 

Ist  also  — m  eine  negative  ganze  Zahl,  so  redncirt 
sieb  die  Kurve  ysz(—mPQ  auf  ein  System  von  isolirten 
Punkten,  von  welchen  auf  der  positiven  Seite  der  i 
unendlich  viele,  anf  der  negativen  Seite  (m— 1)  ab- 
wechselnd auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der 
Ordinaten  liegen. 
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Es  bleibt  uns  hud  noch  feu  diskutiren  übrig  die  Funktion : 

Dieselbe  lässt  sieb  xuriickf&hreii  Iraf  die  schon  oben  betrach- 
tete: ,v  =  (0/^,  indem  man  hat: 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  (^/%)  die  Form  Q=db  oc  erhält 

för  ^=~1>  —2,  —3,....  Das  Zeichen  des  Werthes  ±oo  bSngt 
davon  ab,  ton  welcher  Seite  man  sich  deo  Abscissen  ^=: — 1» 
— 2,  —3....  nähert 

Die  Kurve  ys=(Sf^  hat  daher  von  {=  —  1  an  nach  der 
negativen  Seite  der  i  hin  unzählig  viele  je  im  Abstand 
Eins  befindliche  auf  der  ^-Aze  senkrecht  stehende 
Asymptoten,  an  die  sich  die  Aeste  der  Kurve  ab- 
wechselnd auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der 
(-Axe  anschiiessen. 

Da  weiter  die  Kurve  ^»(0P--£)  zwischevi  t=— 1  und  C=:— 2, 
zwischen  {;= — 3  lind  {;= — 4u.  s.  w.  negative,  dagegen  zwischen 
t=0  und  f= — 1,  zwischen  C=  — 2  und  5=:i  — 3  u.  s.  w.  positive 
Ordinatenmaxima  besitzt,  so  folgt,  dass  die  Kurve  yz=:{^PQ 
in  den  betreffenden  Fällen  negative  oder  positive  Minima  der 
Ordinaten  besitzt. 

Da  endlich  die  beiderseitigen  Maxima  sich  bei  der  Kurve 
yr=:(OP — £)  mit  dcA  GrOsscrwerden  des  negativen  i  sich  immer 
weiter  von  der  {;-Axe  entfernen,  so  nähern  sich  die  Minima 
der  Kurve  y^^^PQ  um  so  mehr  der  C-Axe,  einen  je 
grosseren  negativen  Werth  i  erhält. 

Be)  der  Berechnung  der  Werthe  ton  {IPQ  bedient  tnätt  sich 
mit  Vortbeil  der  auf  dem  Weg«  der  Induktion  unmittelbar  sich 
ergebenden  Gleichung: 

(r+i/>t+i)*=(t+i)(j:«), 

wie  das  folgende  Schema  Mtgt : 


^>  fb  bedarf  keiner  £riiiii*rang^,  da««  dfe  Funktion  ÜPO  diei«lb6  iil, 
die  MM  geiröhalich  mit  C!  (Ohm)  oder  ICH  oder  (Cl-i  beiefehmt. 

20* 
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W.  Lanpiäorf:    Debet  die  Permuiaüonstakien 
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8)  Anwendung  der  Ausdrflcke  (ml^,  (OPQ  nnd  (£1%  beim 
Differentiiren  nnd  IntegrirenJ 

Wir  haben  bereits  zu  Anfang  dieser  Untersuchung  nachgewie- 
sen, dass  der  KoefBcient  von  ai'^^  in  dem  Ausdrack  des  {ten 
Differentialqnotienten  von  af^,  so  lange  (  ganz,  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  mit  der  Funktion  (mPH)  übereinstimmt 

Es  unterliegt  nun  keinem  Zweifei»  dass  sich  die  ganzen  (po- 
sitiven oder  negativen)  Differentiaiquotieuten  von  a^  auf  unzählig 
viele  Arten  mit  einander  verbinden,  d.  h.  Funktionen  angeben  las- 
sen,  die  für  {=....,  —2,  —  1,  0, 1, 2, 3,....  die  successiven  Werthe 
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m.m  — I.m — 2.«»-' 

annehmen;  jedenfalls  ist  aber  die  Funktion  {ptPf^  die  einfachste, 
durch  welche  diese  Interpolation  vermittelt  werden  kann. 

Diese  Idee  liegt  der  Terallgemeinemng  zu  Grunde,  welche 
sich  in  der  Formel  (V): 

ausspricht»  wenn  man  unter  (nicht  nur  eine  ganze  (positive 
oder  negative) y  sondern  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  versteht 

Da  uns  nun  nach  dem  Vorhergehenden  die  Funktionen  (fii/%, 
(0P£),  ÜP^  in  ihren  Eigenschaften  voUstSndig  bekannt  sind  und 
wir  die   Fälle    nachgewiesen  haben,   in  welchen   man  (ur  diese 

Funktionen  Ausdrücke  von  der  Form  x=J:Od  erhält,  so  sind  da- 
durch zugleich  die  Gränzen  festgestellt^  innerhalb  deren  man  sich 
hA  der  Anwendung  der  Formel  '^^   ^{"'^PQ^'f'^^  'Q  bewegen  hat. 

Es  ist  hieraus  klar,  dass  die  Formel  ^^^=  (»'^ö«*"^ 
nicht  zum  Ziele  fährt  In  dem  Fall: 

?^^^P=(-1P— l)aA=db»  and  allgemein 

Anderereraeits  wiasen  wir  aber  auch  direkt,  daasi  sich  d(e  Ent- 
wickelang: 

8-»(ar-i) 


8ar-i 


!=/|=.ö.« 


nicht  mehr  in  Einer  Potenz  von  x  zusammenfiissen  lässt.    Gans 
dasselbe  gilt  fär: 

/li*a*=/l(y*^)aar=?=^^[=(-l/*-2)*»=i:«]; 
ebenso: 
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/(/log«8;r).aK  Äy^(y*(y*^)  8x)s« 

Es  findet  also  die  Formel  ^^^=:(mPf)a;»-t  überall 

dann    ihre  Anwendung,    wenn  (mP^  nicht  die   Form  g- 

erhält,  ader  wenn  man  durchDifferentiation  oder  Inte- 
gration eines  Ausdrucks  von  der  Form  y=:x^  nicht 
auf  solche  Funktionen  gefO'brt  wird»  die  sich  nicht 
mehr  in  Einer  Potenz  von  x  zusammenfassen  lassen« 
Ist  dagegen  im  letzteren  Falle  die  Entwickelung  der  neuen  Funk-» 
tion  nach  Potenzen  von  a:  bekannt,  so  lässt  sich  deren  allge- 
meiner DifferentialquotleHt  sofort  angeben.  Ist  nSmIich  die  ge- 
gebene FunktioB; 

so  ist  der  (te  Differentialquotient  derselben: 
oder  da: 

(iPö = -jizf" '  (2PÖ = j_^2-{' (&pe)^j-g^^_^3j:^ w. «. w. 

8g(y)     (OPg).,  1,6.0:    1.2. cor«     l.^.Z.d.x^        x  ^cx^r^^ 

Diese  Gleichung  steht  zu  der  bereits  oben  entwickelten  Formel  (V) : 

d^fix)  _  (OPQ  [^  .  ,  i  df(x)  X        t,  t-^l  8^f(x)         x^         ,       ^ 

In  einer  ähnlichen  Beziehung  wie  der  Maklaurin*sche  zum  Tay- 
lor'scben  Satz»  was  sich  sogleich  ergibt,  wenn  man  statt  a»  6,  c... 
ihre  Werthe 

^"^^'     1.8»*  172  ~ä^^"- 

setzt.  Man  erhält  nach  diesen  beiden  Sätzen  die  folgenden  all- 
gemeinen Differentialformeln:- 
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y(<')_(0fO,.  .XX*         .      . 

(XXIX) 

8C(Mna;)      (Of^)/  «  ar»  ff \ 

8«C     -  "iC"  Vl=f-l_f .2-f .3-C '  l-C2-C.3-f.4-C.5-C   "7 

(OPO)  «"«(1+1  2.2_c-l .2.3.4.4=C'*'1....6.6-C ~"' 

( +«o»«^iirc-rx3:3rc+i:±'5^c~-^ 

8C(co8  ar)      (OPQ,,  ar'  £* . 

a^    -~ir^*-i-f.2_t+i-j.!i— c.3-f.4-t""-' 

*^       f         .      /    gar  t.:r»  Car»  i 

% 

8t|og(a;  +  l)  _  (0/^  j  ^_  l.a;'  1.2.a;».  i 

8:c«        -~ic   h-C^l-f.2-f  +  l-^.2-t.3-{;~  — I 

— ir«'*«(*+*)+ri+i-i^ — i72-'(j+i)*i-f.2-t+-' 

oder,  wen»  man  nieht ^v-j — —,  BooAen  •  »>■      nach  For- 
mel  rV)    direkt  entwickelt: 

8e(Ka:)_(0/^  •  1    *  4.     1    -I.     1     j.     ^    ^TVXn.^ 

— g^5---^(loga;+f:  j  iZ>+2.2_tl3.3_t+--p'  ^^^^'^    > 


^  Diese  Gleichung   druckt  eiue   höchst    merkwürdige    Eigi^nschalt 
des  natürlichen  Logarithmus  aas. 
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Ebenso : 

*^         s  "^  b-t.Iogo     2.2-t.log««  3 

(XXXH)  ♦) 


Für  ganze  negatiT«  Werthe  Ton  £  kann  man  lieh  leidbt  dnrch 
mittelbare  Probe  Ton  der  Richtigkeit  denelben  übeneogen.    E«  i«t  rnkm 
lieh  nach  ihr: 

El  ift  aber  nach  Gleichong  (XX),  wenn  man  dort  «=1  eetxt: 


daher 


1.2  +  2.3  +  3.4+ *' 


Durch  Differentiation  hiervon  erhält  man  wieder: 

e 
8(j?logar-a:)_,5_ 
äi ="<>8^- 

Ebenso  nach  Formel  (\XX): 

Nach  (XX)  ergibt  lich  aber  für  ii=2: 


2         2         2  2         0 

0  +  2:4  +  0+  — ==^^2X2^=4 


Daher 


6 

?:^§^=^(i4*-|)=/(/iog«ar)ar. 

Durch  sweimaliges  Differentiiren  erhält  man  wirklieh  wieder: 

a^ä— =Ioga:  tt.  Ä.  w. 

*)  Bei  diesen   sämmtlichen  Formeln  gilt   hinsichtlich   des  Werlhes 
▼on  £  nnr  die  Beschränkung ,    dass  er  nie  auf  Ausdrucke  von  der  Form 

>  führen  darf  (s.  oben). 
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Zu  diesen  GleiclmngeD»  welche  sidi  nach  Anleitung  der  For- 
mel (V)  leicht  beliebig  vennehren  lassen»  kommen  noch  die  be- 
reits öfter  angefahrten  Gmndformeln: 

,      ■     (     .       9)  ^-««).  ■■■■■■■ 

Die  zweite  derselben  drückt  aus,  dassron  einer  Konstanten 
nur  die  ganzen  positiven  Differentialqnotienten  =Null 
sind»  alle  übrigen  aber  nicht  * 

Die  Gleichung  3)  drückt  für  ganze  positive  Wertbe  von 
£  -eioe  aus  den  ersten  Elementen  des  Differentiirens  sich  ergebende 
Wahrheit  aus;  hier  aber  wird  sie  auch  auf  gebrochene 
Werthe  von  i  ausgedehnt    (Für  i  negativ  ganz  führt  sie  auf 

die  Form  dbn«  Ist  also  für  diesen  Fall  unzulässig.)  .. 

Zum  Schluss  der  gegenwärtigen  Arbeit  bestimmen  wir  noch 
den  allgemeinen  Differentialkoefficienten  des  Trinoms  (A-t-Bx^f-Cafly^ 
In  einer  eleganteren  Form»  als  ihn  Gleichung  (V)  unmittelbar  gibt 

Nennen  wir  A+Bx+Cüfl:=:y,  so  ist  ^  mit  den  darauf  folgen- 
den ganzen  Differentialkoefficienten  =Null  und  die  durch  £taiali- 
ges  Differentiiren  von  yP  entstehende  Gleichung  hat  die  Form: 


Zaweileii  ist  jedoch  die  Form  --  nnr  teheinbar.    So  werdea  in  der 
GleiehQDg  (V): 

wenn  (  positiv  ganz  r=n  ist,  dielt  ersten  Wertbe  der  Klammer  wegen: 
(0P£)  =  I-t .  2- C.3-t...(n^0  (OP{-n) 

alle  =0  and  der  (n-f  l)te  Thellsali  erhält  nlebt^die  Form  -,  weil  sich  das 

Produkt  1— >f....n  — C  im  Zähler  nnd  Nenner   streicht.     Die  folgenden 
Glieder  vom  (»-|-2)ten  an  werden  Null,  so  dass  übrig  bleibt: 

S*f(x)_  n....l  ar»  d^f{x) 
8a«  ~l.,..iia:«    8a?"  ' 

wie  sich  schon  von  selbst  Tersteht.   • 
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Daher  erhält  man  mit  Gleichsetzang  der  in  2)  nnd  3)  mit  ein- 
ander korrespondirenden  Werthe: 
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«»+fti  ft+l)+«»«+l)^+68ft+l)»+6«(t+i)«= «-2)  («o-K£+«rf^ 
cfe+c,  Ö+  l)+ci(£+l)' + Ci(t+1)»  +  citt+l)* + c,(C+l)» + «^(t+1)« 

=({:-4)(ato+ w + i^-i-6^+bj*) 

q.  8.  w. 
woraus  folgt: 

«i=— 2^.  ««=+2» 

5  137  aSS  8ft  5  1 

Es  iSsst  sieb  weiter  folgern,  dass  «o=j^=s<v>=....5=0  sein 
mfissen.    Man  bat  demnacb; 

.,    6..  137„    226^.85^ 

Es  lässt  sich  nmi  durck  Schlüsse,  die  deoen  ähnlich  sind, 
die  zu  dem  Bildungsgesetz  der  Koefficienten  in  Formel  (I)  gef&hrt 
haben,  nachweisen,  dass  die  successiven  Ktammerausdrficke: 

successiv  die  Werthe  0  und  1;  0,  1,  t  and  3;  n,  a.  w.  zu  Wur- 
zeln haben  müssen,  vodorch  die  CSleicbmig  4)  folgende  Gestalt 
annimmt: 


Digitized  by  VjiOOQIC 


300 


W.  Lon09d»rf:   Ueter  di*  PenmtaUomtaäU» 


t 


SS 

11 


t 


2    S. 


•I 

rl 

Is 

°  3 
s  S. 

tl 

tB 
3  =• 


1 


S  3. 
IS* 

a.- 


1.^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


«Ml  Mre  iMMMiiMf  Mr/*«  D^sreumre»  und  Megrtren.     Ml 


11 


P 


f 


k8    I 


I 
•fr 

I 


sl 


^ 


1 


8. 


II 


II 

+ 

kS 


S  tr 

r 

.  w 

I 

A 

•     Q 

i 

[ 


s. 


Digitized  by  VjiOOQIC 


I 

Diese  Reihe  ist  dann  aDwendbar»  wenn  i  n^atiT  ganz  ist; 
nur  giebt  sie  dann  stets  aneDdliche  Reihen. 

Ist  t  positiv  ganz,  %.  B.  =a,  so  ist 

(OPa)  = -j- . -g- .... -j^  («P«), 

Hod  es  streidit  sich  (l*-s) ....  (a— ft)  gegen  dasselbe  Prodnict  im 
Kenner  des  (a-f  l)teD  Gliedes  der  Klammer«  so  dass  flbrig  bleibt: 

8:r* 

was  Gleifihnng  (XXXIII}  anmittelbar  gibt 

Ist  p  positiv  ganz,  so  bricht  Gleichong  (XXXIV)  an  einem 
bestimmten  Gliede  ab. 

Anqh  eine  dem  Taylor'schen  Satze  analoge  allgemeloe  Dile- 
rentiirfornel  kann  man  bei  unmittelbarer  Anwendung  der  Formel  (V) 
auf  depselben  entvfickeln. 

Die  Ausflihrung  dieser  £ntwickelung  würde  die  GrSnzen  die- 
ses Aufiuitzes  flberschrriten,  weshalb  hier  nur  das  Resnitat  der- 
selben folgt: 
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Allgemeine  Gleichungen   der  Loxodromen  anf  Rota- 
tionsflachen. 

Vc« 
dem   Herausgeber. 


Alle  Winkel  denken  wir  uns  im  Folgenden  durch  mit  einem 
der  Einheit  gleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreisbogen  ge* 
messen»  und  wollen,  dies  Torausgesetzt»  die  Polargleichung  der 
Curve»  durch  deren  Umdrehung  die  Fläche»  auf  welcher  wir  uns 
die  Loxodröme  gezogen  denken»  entstanden  ist»  durch 

■■'  1)    r  =  A9') 

beseichnen»  wo  bekanntlich  r  der, Radius  Vector  heisst»  und 
q>  die  centrische  fireite  genannt  werden  soll»  was  Jeder  ver- 
stehen wird,  wer  weiss»  Was  in  der  Geographie  und  Geodfisle 
mit  dem  Namen  geocentrische  Breite  bezeichnet  wird. 

Auf  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  FiSche  dec- 
ken wir  uns  nun  zwei  ißnnkte»  deren  Längen  *)  und  centrische 
Breiten  Lq,  g?o  und  X|»'^i  sein  mögen»  wo  Li  grosser  als  Lq  sein 
soll»  dagegen  q>i  sowohl  grosser»  als  auch  kleiner  als  g>Q  sein 
kann.  Die  Breitendifferenz  g>i — 9^  theilen  wir  in  n  gleiche  Theile 
und  bezeichnen  jeden  dieser  Theile  durch  «»   so  dass  also 

£_  yi  — 9o 


*)  Jedem  wird  ohne  weitere  Erläuteruiig  dentlich  tefn,  was  wir  an* 
ter  dieflem  Aacdrncke  hier  yerttehen.  Eben  so  wird  nachher  die  Bedeu- 
tung de«  Wort«  Aeqaator  in  dem  Sinne,  in  welchem  wir  e«  hier  ge- 
brauchen, Ton  selbst  erhellen. 
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ist  Durch  alle  Punkte,  10  denen  dtt  den  einzdnen  Tbeilen  ent- 
sprechenden Yectoren  die  krumme^  Fläche  sch.nbiden,  legen  wir 
Parallelkreise  des  Aequators,  und  durch  deren  Durchschiüttsr 
punkte  mit  der  Loxodrt>nie»  welche  wir  uns  swlschen  den  Punk- 
ten (X^g'o)  ^^^  (J^9i)  A^f  d^  krummen  FUche  gezogen  denken 
kOonen^  lauter  Meridiane.  Indem  wir  nun  die  Loxodrqtme  Ton  dem 
Punkte  (/>o9>o)  ^^  Q^^l^  ^^™  Punkte  (Li^pi)  hin  In  dem  Sinne 
durchlaufen,  in  welchem  die  Längen  gezählt  werden,  seien  Fund 
Cr  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  derselben,  welche  durch 
die  vorhergehende  Construetion  erhalten  worden  sind,  und  H  sei 
der  Durchschnittspunkt  des  durch  F  gehenden  Parallelkreises  des 
Aequators  mit  dem  durch  G  gehenden  Meridiane.  Dann  sind  jP, 
Cr,  H  die  Ecken  eines  auf  der  krummen  Fläche  Regenden  re6ht* 
winkligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  FH,  GH  und  der  Hypote- 
nuse FG,  welches  desto  genauer  als  ein  ebenes  Dreieck  betrach- 
tet werden  kann,  je  grosser  die 'Anzahl  n  der  gleichen  Theile  ist, 
in  welche  wir  die  Breitendifferenz  9^  —  ^0  getheilt  haben.  Be* 
zeichnen  wir  nun  den  constanten  Winkel,  welchen  die  Loxodrome 
mit  allen  Meridianen  elnschliesst/'  indem  wir  diesen  Winkel  so 
nehmen,  dass  er  180^  nicht  Qbersteigt,  und  von  den  Meridianen 
aus  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Längen  gezählt  wer^ 
den,  von  der  Loxodrome  aus  nach  der  Seite  hin  liegt,  nach  wei* 
eher  die  positiven  Breiten  genommen  werden ,  durch  C;  so  ist  mit 
desto  grdsserer  Genauigkeit,  je  grösser  »ist: 

FH=FG.B\nC,  GÄ=±FG.cosC; 

wo  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  der  180^  nicht  übersteigende  Winkel  C  spitz  oder  stumpf  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  die  centrische  Breite  des  Punk- 
tes F  durch  q>,  den  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Veetor  durch 
r,  so  Ist,  wenn  wir 

^=rcos^,  y=TBmip 

setzen,  nach  1): 

alfl^,,  wenn  man  differentiirt : 

"8«  •   •    ' '  • 

woraus  man  sogleich  .  ..    ,  •  1 

Theil  XII.  21 
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<Hler 


(D^+d)'^^^»))^^^'^*»' 


8«^  +  %a  c=:  I  (/^(y))a+ (/"(tjp))*!  8lP^ 

erhSIt  Vteil  nun  offenbar  C  spitz  oder. stumpf  ist,  jenacbdera 
q>i  —^9^0  oder  i  positiv  oder  negativ  ist»  so  ist  hiernach  mit.  desto 
gruss^r^r  Genauigkeit,  je  grosser  n  ist: 

V    I...       :  .      C?i?=±t  VVi;9))«+  (rV9))^ 

indem  man  das^bere  oder  unteie  Zeichen  cimmt,  jenachdem  C 
spitz. oder  stumpf  ist;  also  ist  Bach  dem  Obigen  mit  Beziehung 
der  oWen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

±*rc.cosc=±2V(/r9))«+(/'(g>))«, 

folglieji  ftft  i^öHiger  Allgemeiofaeit  : 

,    ,     ■    '.       FG.cosC^iV  (/1[9))*+ V'(9?))*- 

Bezeichnen  \^it  nun. die  n  <*itizelnen  Theile  der  Loxodrome, 
von  dem  Punkte  (J^o^o)  «o  »ach  dem  Punkte  (ii^i)  hin,'  der 
Reihe  nach  durch 

ki9  'i»  *a*  '3»'**v  *»-*^'f 
so  ist  in  Folge  vorstehender  Gleichung: 

*i  cos  C=i V  (/•f<Po+0)H(r(9o+0)^  .,    . 

U.      8.      W. 

.«-I  COS  C=  i\^(/((po  +  («-l)0)''+  a^(9'o  +  («-  1)0)»; 

welche  Gleichungen  sämmtlich  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
gelten,  je  grosser  n  ist.  Addirt  man  nun  alle,  diese  Gleichungen 
zusammen  und  geht  dann  für  in's  Unendliche  wachsende  n  zu  den 
Gränzen  ober,  so  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze  der  In- 
tegralrechnung, indem  man  die  Länge  des  zwischen  den  Punkten 
(2^9>o)  und  (£i9>])  liegenden  Bogens  der  Loxodrome  durch  $  be- 
zeichnet« «nnd  bedenkt,  dass  für  ein  unendlich  grosses  n  offenbar 

*o  +  «i+*a  +  «8  +  -  +*«-!  =  * 
ist»  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 
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der  laiBodr9mm.4iuf  iMatimiMflaehin.  3I7 

'  "•'••2)  *cosc==/^'ö'9V(Ag>))«+(/^<:9)K ;    '  . 

Bezeiobiien  .Wif  den  dem  Bogeo  FJf  .des  dufielj  rjp  gelegten 
Parallelkreisea  entsprechenden  Bogen  des  Aequator«»  d^rph^o^e* 
so  ist,  weil  FH  und  Fo^Tq  gleichen  Winkeln  am  Mittelponkte 
entsprechen  5  offenbar 

also 

Nach  dem  Obigeo  ist  aber 

FH=FG.amC; 


also  ist 


oBtlfolflieb,  weil  nach  <leai  Obif^en 


fy-,«y(/:(y))H(/'(y))* 


cosC 
ist: 


Bezeichnen  wir  nun  die  den  Bogen 

'o>  *i»  *a*  's»  ••••  *•— 1  ^ 

der  Loxodrome  entsprechenden  Bogen  des  Aequators  durch. 

Sof   Si9   iSj,  S^9  ....  Sm-'ls 

so  ist  nach  vorstehender  Gleichung:  ' 

^-*      Ayo)-co.yo    --A^Ö-taiigfi 


u.    s*    w. 


«      _,^^S^±0^±^M±^3J^/mitan«C 
*^'='      A9o  +  ("-l)0.co«(^+(»-l)0       /W.tangC. 


21* 
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Also  ist,  wenn  wir  suromifen  und  für  in*s  Unendliche  wach- 
sende n  zu  den  GrSnzen  übergeben,  weil  offenbar 

ist,  ita.ch  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der  Integralrech- 
nung : 

Die  beiden  Gleichungen: 

(«cos  c=J' '''  y/lfi^^^TJf'W*-^, 

*)  {     '•  .      , 

(^         ^  ^     J  f((p).cosq>  ^ 

sind  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Locodrome  auf  der  durch 
die  Gleichung  1)  charakterisirten  Rötalvoiisfl&che,  welche  wir  nrni 
auf  einige  Beispiele  anwenden  wollen. 

FGr  die  Kugel  i8tr^f(g>)  eine  constante  Grosse,  also  /'(9>)=0, 
und  folglich 

J  f{(p).C06(p  J        .rCOSg>     J  COS  9* 

also  sind  nach  4)  die  Gleichungen  der  Loxodrome  auf  der  Kugel: 

9i— 9^o=-co8t., 

-. 

L,-Z,„=tangC./'''^;  • 

wie  bekannt.  '  Bei  der  allgemein  bekannten  weiteren  Entwickelung 
dieser  Gleichungen  halten  wir  uns  hier  nicht  auf. 

Fflr  den  Cylinder  ist,  wenn  a  seinen  Halbmesser  bezeichnet, 
offenbar 

r  =x/(^)  3=  a  sec  gy,=2  a\cos  9-*, 

•  • .    i     .'  ,•  i       i\ 
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folglich 

v^(A«))>+(rC9'))'=^- 

Also  bt  nach  4): 


J        cos  9* 


Aber 

also  sind  die  Gleichungen  der  Loxodrome:  ^ 

,cosC=a(tangy|-tang9>o)=  coäißo<^B^7' 

■     ...  I  . 

T       r      *       ^*  *  N     tangCsin(yi— yo),         .,» 

L^-.AF=tangatangy|-^tangyo)=     cosyocosyt~.    .    ^ 

Man  erhält  hieraus  sogleich  die  Relation: 

:     '  «COSC  *       ^  .•  •;'■      ■     ^    '     •        '-^J 

7)    #   _2^=gcotC,  isinC:=:«(L|.r-i^o)        -.mMhI./ 

oder  ,  • 

8)    ,=?fc^). 

Ffir  den  Kegel  ist,  wie  leicht  erhellen  wirdj  wenn  wir  den 
Halbmesser  der  Grundfläche  durch  a,  die  Hohe  durch  b  bezeich*, 
nen,  wobei  man  Taf.  IV.  Fie.  14.  vergleichen  kann: 

a«^rcd^  9>:r  sin  y  sc  a :  6» 
woraus 


i'' 


r  = 


asiny-l-ftcoif^y/ 
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folgt    Daher  ist 

^  ab  (a  cos  y — 6  sin  y) 

und  folglich 

oder,  wie  man  leicht  findet:     * ;  . 

(^y))ny(y\)'=(,,i„;^/e,e;)4' 

also 

f\(p) .  cos  9>  cos  9>  (asin  9  -f  6  cos  9)* 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  Loxodrome: 

oy  ' 


£.-A,=  V«»+*».ta«gC/''^^^ 


a  sin  9 -|- 6  COS  9) 

Die  Gleichung  des  Unidrehungs-Ellipsolds    swis^heo  recht* 
winkligen  Coordiiiaton  Ist  bekanntlich : ' 


Nun  ist  aber  offenbar: 

•••    ...1 


',,,:. ,.,,j  ^\,  '  .  Vk^+3(*^rcosy,    :r=r8in9p;^  ;    '         ^^     ,.  ., 

Also  .   (  . 


/cosy^     siny«\ 


worans 


*  ""  a«sln 9«  +  ««cos  y»^  .     a«  -  6«  ' 

1 -jf-COS^ 
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•!•#>  we^'mta  wie  gowl»hiin«b      •    i.   .  t  ..  ,({.  v. 

setzt: 

'  VI  — e*co«^p* 
folgt    Daber  iiit  .  '^    ' 

und  hieraus,  wie  man  dorcb  IMffereDtiatioii  leicht  ^adet: 
AW— -(i_eacos^)l* 

Also  ist  .     :    '  -  ;     j,.'. 

_         6*  6^e^siny^cosy^  ' 

""1  — e«co89>«"*"  (l-c«co89^)» 

_6^(1^2g?coay^4'e^eosy^-f  e^siny^cosy^) 
^  TT  (1— e^cosigp*)*      ^"^ 

6*(1 — 2e^co8y^-f  e^cosy^ 
•~  (l-c^cosy«)» 

"~        (1 — c*c6sy* 


, _-, AVI— (2— Oc^cosy«     . 


uad  hieraus: 


/(y)^cosy  cosy(l— c*cosy*)     *    ^ 

Folglich  «lad  4lte  Ctleiehon^en  der  Lozodroiaej         , 


ir  '     .'       :    :  •:    .'^.    :  ,'.^    .  „> 
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Weon  wir  die  Breite,  d.  b.  den  NeigtingswiDkel  der  Normale 
gegen  die  Ebene  des  Aequators»  darjcb  5  bezeicbnen»  so  ist  be- 
kanutlicb: 


6» 
langes 

also 


tang9  =  ^tang<d. 


^  1 g^cosS* 

^*^  '^l+tang9*""a*co8  5«+Ä*siDO«' 

1       «         •     A«  fl*  cos  ö*  -f  S^  sin  ©• 
1  ^e«cosy»=&«^^^^^^,^.^-y 

^'^  "■  a«  •  co^ö»*^^  —  «♦cosc5«  +  ft*sin5»  ^ 
nnd  weil  nun 


also 


ist,  so  ist 


,-^=,-(1-^=^. 


l^(2,„«)e«cos9'=:^,^ffl'^^,^S,; 
endlich  ist 

cos 9 (1  —  e* cos Ä«) = a*6*cos  S  7~t -a  .  i^  -   -«vi' 

^ ^  ^  ^  (a*cos  ö*  +  Ä*sin  S^l 

Hiemach  erhält  man  mittelst  gehöriger  Sabstitution : 

Vi  — (2-e«)e»co8y>         ____a^68S__ 
(l-e«cos9«)  V^l-€»cos9)*  ^""(ÄösöHPSflSpV  . 

Vi— (^— e«)e«co8y«      _  ft^Bg i 

cos  9  (1 — «*  cos  9*)     ^     eos«5(ä^coso*-f-  6*sinö*)*^ 

and  bezeichoetiwir  nmi  die  deli  centrischen  oder,  bei  der^Srd'e, 
geocentrischen  Breilen^»  ^^  entsprechenden  (wahren  fireiteiraiidi 
c5of  Si;  so  ist  nach  dem  Obigen: 
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11) 


oder 


«cos< 


d.  L 


12) 


oder 


'^~aj       (1-«».IbS«)J' 

■. 

Li-L^^tmg  CJ       co8«>(l-e«sin3>) ' 

^       ,,       ^    /»••  dS  .    •   .. 

,co«C=a(I-e»)y       (i_,,,i„5.-)l» 

co8Ö(l-e>«iDS^' 


Die  Tollstäodige  Entwickelang  dieser  Gleichangen,  durch  Ibte- 
gr;ition«  bei  der  ich  mich  hier  nicht  aufhalten  fvili,  kann  man  )n 
meiner  Loxodromischen  Trigonometrie;.  Leipzig  1849. 
$.  17.  und  $.  18.  nachsehen.  Bekanntlich  beruhet  auf  diesen  Glei-' 
chungen  der  ganze  nicht  astronomische  Theiider  SchUfTahrtskunde» 
wenn  man  auf  die  Abplattung  der  Erde  Rucksicht  nimmt        '       .' 

Ffir  6=0»  d.  h.  für  die  KugeU  wena  man  .zugleich  azzbz^r 
setzt,  erhält  man  aas  den  Gleichungen  10): 


oder  ■  '\    J  '     V   ;  ■    ^* 


cos  9 


9,— 9o  =  7COsC, 
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gans  abereiMtimmeDd  mit  5),  wie  ea  sein  muss. 


Ueber  die  kürzeste  Entfernung^  ziveier  Normalen  eines 
EUipsöids  von  einander.  / 


dem   Herausgeber. 


.  \ 


Eine  In  das  Gebieif .  der .  I^uberen  Geoidfimd  g«hllMDde  Unter- 
suchung, die^  bis  jetzt  noch  nicht  zur  Reife  und  zum  Abschluss 
gediehen  ist,  ffihrte  mich  neulich  auf  die  Frage  nach  der  kfirze- 
sten  Entfernung^  zweijDr,  Normales  «inei .  Elllpsaid^v  insbesondere 
eines  Rotations-Ellipsoiüs ,  von  einander.  Den  Ausdruck»  welchen 
ich  ßr  die^e  kflrzeste  Entfernjing  fand,  halti^  ich^för  Wi  roerkwür- 
die>  dasH  ich  ibn>  nebst  der  Analysisi  welche  mich  dazu  führte, 
im  Folgenden  niittneileh  werde,  was  ich  auch  deshalb  thue,  weit 
mich  die  Merkwürdigkeit  dieses  Ausdrucl^s  ^u  der  Meinling  ver- 
anlasst;, dasif^  auch  die  Untersuchung  der  kürzesten 'Entfernungen 
der  Normalen  anderer  krümmer  Fläcben  z\i  gleich  merl^ttrdigen 
Resultaten  führen  werde  iind  daher  der  Aufmerksamkeit  d^r  Geo- 
meter^iApfoht'en'zu' wcrdfeW'i^erdleHt.      '  .       .         v  j.  .• 

:i'"      :'    "Uli    .-    '      .     .       <■•;   -       .      ;;,!  ■    , 

Die  Gleichung  eines-  beliebigen  dreiaxigen  Ellipsoids,  welches 
wir  zuerst  fn  Bötrachkii\g,fueh4^  wojleu^  bei  ^,^,^ 


« (f)**(f)*+e)*='- 


und  {fgKi  and  (figihi)  seien  zwei  beliebige  Punkte  auf  demselben, 
so  dass  also 
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^  I  (0'+(Ö>(*)'-- 
.:.m^W(Sf^'-'^-   ri    :: 

80  iit 


imd  da  nan  die  Gleicliang^n  der  NorMile  fh  dem*  sPunkte  {xyi), 
wenn  mr  die  Jaqfend/sn  Goordinat^n  dorch  jr«  ^9  }.  bezeichnen, 
nach  den  Letiren  der  anatytisch'eU'  Geometrie  bekanntlfäh  ' 

sind;  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen  des  Ellipsoids 
in  den  Punkten.  (^A)  un<^  (f\9t^i)y  wenn  die  laufenden  Coordina- 
ten  wieder  AvBch  x,  g,  ^  bezeichnet  werden:  '^ 

Die  Goordinaten  der  Di^cbschnittspunkte  der  kürzesten  Ent- 
fernung der  beiden  Noi;malen  Ton  ^and^r  mit  \di^b  beiden  Nor- 
malen seien  respective  u,  v,  to  und  Ui,  9|,  iO|;  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenibn :   ,    ^  '^  .     '    ''■  .       .  \ 


4) 


— 7""-— TT-^-nr-^' 


.V 


und  die  Gleichungen  der  liürzesten  Cutfefnung  sind 
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*;    oder  \ 

X — tft y — Pi  _^  g—fgt 

Nach  eioem  bekannten  geometrischen  EI«aiwtar4alEe«taiiiaber 
die  Icürzeste  Entfernung  zweier  geraden  Linien  von  einander  auf 
diesen  beiden  Geraden^ 8enkreiKht,^wdches  niittelst  des  Vorher- 
gehenden nach  den  Lehren  d,er/aViaiytiscne^  Geometrie  unmittel- 
bar zu  den  beiden  folgenden  Gleichungen  fährt: 

6)  j 
..      ({^(»«-U|)+ä(t-ti)  +  ^(«,-«^)=(».        _  _,,  ,  ^ 

Diese  beiden  GleicbnogeD  kann  man  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drflclien : 

^l(«-/)-(«h-/i)l+|i*Kf^ir)-(«'i-i^i))+^((«-*)-(€o,-A,)) 

^{  (»-/)-(«i-A) ) +§l  (''-5')-(«%-9i)l + *4  K«»-A)  -  («1  -  Ai^l 
'    •    ^ä'(/i-/)+&(^-fl')+|(Ai-A) 

_i    tfi  *^i    *^.  / 

und  setzen  wir  also  der  Kflrze  wegen 
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so  haben  wir  sor  Becitlmmiing  der*  Coordinaten  tf,  v,  «o  und  «i, 
Vi  j  tO|  der  DnrchechDittepunkte  der  kürzesten  Entfernung  der  bei- 
den Normalen  von  einander  mit  diesen  beiden  Normalen  nach  dem 
Obigen  (4)  und  6))  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

8) 

a*{u~-f)       bHv-g)       t^jw—h) 

/i  9i  A, 

^  { («-/)-(«i-A)l+§i  («'-i^)-(»i-v7i))+ p  t(.^Ä>-(«'.-Äi)l=*. 
^K«-/)-(««iri^))+pl(«'-ir)-(f,-i^,))+^l(«»-*)-(«^-A,)=-*. 

Aas  diesen sephs  Gleichungen  müssen  UyV^w  und  tfi,  0|,  tO| 
oder  u  —  f*  e— ^p,  tr^A  und  «i  —  A*  ^'i  ""^i»  •'^i — *i  bestimmt 
werden;  und  bezeichnet  man  dann  die  gesuchte  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Normalen  von  einander  durch  J5,^  so  findet  man 
E  mittelst  der  Formel : 


9)    £=VCu-ti,)*  +  (tJ-ei)+(fr~fr|)« 

Behufs  der  .Ai)flOsungdin''seehs  Gleichungen  8)  haben  wir  nun 
zuvorderst  aus  den  vier  ersten  derselben: 

(r-^>-  («i  -^i)  =  ^  («-/)  -  ^'  («i  -  fx) 

(w-A)-.(«,-Ä.)=s^(«-n-^(«,  -A) 

welches,    in  die  swei  letzten  der  Gleichungen  8)  gesetzt, .  nach 
einigen  ieidtten  B^eductioneti  die  zwei  fol|[enden  i^lteichungen  giebt: 
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▲u8  dieseo  l»eid«D  6leichnDgif0  erh&U  man  nueti  eiaagon  laich* 
tMiReductiaM^Q: 

u-f_k  fl^       "*"        A*       "*"        c^    

«i-AA  fl4      i-       ft4       -t-       ^ 

Hieraus  ergeben  sith  io  Verbindung  mit  den  Gieicbongen  8>, 
die  folgenden  Ausdrücke: 

10) 

0*6*       ■*■        A*c*        ■*        ^^5^;*     T 

o*ft«-      ■•"       -6*c*         "*■        C*«!*"^ 


«♦A4  ~~  T  A4«4  T  3^~ 


o*6*        ~         Ä*C*         T        «<o* 
lind 

«,-/,_*  ^»        t  ^         •«-         c4 

N  a*A*      "*■   .     6*c»       ^      c«o* 

(/+/.)/ .  Cy+yi)y  .  (*+*i)* 

~^^^ +        6*c»        +      c*a« 

•r=Ai_^  g*      +6*      ^'      c* 
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Zu  der  von  mir  bi«r  beabsicfatigte»  UtiteftnichBBg  ubßr.das 
Rotations  -  Ellipsoid  reicben  die  bisherigen  Betrachtungen  über  das 
allgemeine  dreiaxige  Cllipsoid  bin,  und  icli  will  dieselbe' daher 
jetzt  nicht  weiter  fortsetzen,  soodei»  Aun  »u)d«m  HoMV^ons^EUip- 
soid  übergehen. 

Bezeichnen  wir  wie  gewohnlich  die  beiden  Halbaxen  des  Ro- 
tations-Ellipsoids  durch  a  und  6,  so  ist  im  Vorhergehende!»  a=ir, 
6  =  a,  c=6  zu  setzen;  und  wenn  wir  die  Längen  der  Punkte 
(fgh)  und  (fiffihi)  r^spective  durch  io  und  coi^ihre  r^ducirten 
Breiten  *)  dagegen  respective  durch  c5  und  ^i  bezeiclAien ,  so  ist 
bekanntliche 

i/=:aoo6Q)cos6,   ar  =  cisinof)cosQ,  A=6sinQ; 
/^=acoso}|Cosid|,  j|r|=asino>|COs(d|,  A|=6sin€d|. 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  nun :  ' 


*)  Rücksichtlich  de«  für ,  mathematische  Geographie  and  Geodisio 
•ehr  irichtigen  Begriffs  der  redocirien  Qr^ite  eines.  Punkts  der  Erdober- 
fläche bemerke  ich  zu  besserem  Verstandniiii  des  Obigen  in  der  Kürze 
Folgendes«  Die  Breite  B  eines  Orts  ist  bekanntlich  der  Neigungswin- 
kel seiner  Normale  gegen  die  Ebene  ,d«s  Aeqna^^ri«  Denken  vfr  'uns 
nan  in  das  Erdellipsoid  über  der  Erdaze  als  Durchmesser  eine  Kuger%e- 
•chrieben  nehmen  auf  deren  Oberfläche  einen  Punkt,,  welcher  von  ^r 
Ebehe  des  Aequators  eben  so  yveii  entfernt  ist,  vie  defcr  auf  dem  Erd-' 
ellipsoid  liegende  Punkt,  dessen  Brette  B  ist,  nnd  ziehen  nach  dem  er- 
•teren  Punkte  einen  Halbmesser  der  in  AeMe 'stehenden  Ktij^l ,'  sto  fi«isst 
dessen  Neigungswinkel  liegen  die  Ebene  des  Aequators  die  redncirte 
Breite  !B  des  Punkts  auf  dem  Erdellipsoid  ion  ^  Breite  B,  Zwischen 
der  Breite  B  und  der  reducirten  Breite  fB  findet  immer  die  leicht  zu 
beweitende  Belation 

atangS  =  ^tang/? 

Statt,  und  mittelst   der  Formeln  tang!B=  -  tang^,  tangir=:  ^  tangB 

kann'  also  immer  leicht  ^  «oa  B  «nd  umgekehrt  B*  ans  0-geliiiidea  weis- 
den.  Man  findet  über  alle  diese  Dinge  ausführliche  Belehrung  in  mei- 
ner „Sphaeroidischen  Trigonometrie/*  Berlin.  1833.  4®.  Zweifln 
tes  Kapitel«  und  in  meiner  ,,LozQdro9i|.schei>  Tr|gonon^etrie." 
Leipsig.  1849.  8^.  Einleitung.;  auch  in  meinen  „Elementen  der 
ebenen,  sphaerischen  nnd  apfaaerortfiMcfeimiVrig^novt^tX'.ie, 
in  analytischer  Darstellung  mit  Anwendungen  auf  Astrono- 
mie und  Geodäsie.**    Leipaig.  1837.    #*•     ^        * 


Digitized  by  VJiOOQlC 


S90  ^rm^tf^Tt:   UUer  die  kär%eUe  &afimim§ 

tfh^9f\^=^ — «a«in((»— iai>oogöcosSi,  .       • 

ghi — A^i^F  ,  aftC&inocofiOsiDÖi— sinwisinücosüi), 
^fi  —  /%i=-*^a^(c08«)008€3«ni€5i^^oosiDi8in€icosSi)$  ' 
folglich 

f9i  — üf\ sin  (c)  T-  Q)a)  cos  5  cos  5| 

ghi  —Agi  ^ ,     sin  co  cos  5  sin  Qi  —  sin  cat  sio  5  cos  5| 

also 

(f9i-9f{f  .  ioK-hg^)^  ,  (A/;-/A|)«_8in(a)-a>i)^co85^cos5,» 

'     sin  5*cos  5i*+co8  ö^sin  öi*— 2cos  (od — C0|)sin  ö  cosö  sinO|  cosc5| 
+  ^äp         ^^ 

oder 

a*b*'      *        b*c*       ■*■        e*a* 


. =-^  j  sin  (fli— (»|)*co«  5*co8  3j* 
-f  T2(sinS^co6Q|^-f  c<>sc5VinO|^^--2cos(o>-- 0f)|)sin<;jco8(i)sinO|  co8(d|)] 
Ferner  ist ,, .wie  man  leicht  findet: 

"-     Mi         . 

=  -2lcosOi(cos(e3|  -f  cos(of)~o>i)coso)-f  T2sinOi(8ln5+sln5i)), 


(f+fi)f,(9  +  9i)9,  (*  +  *i)A 
a*     +        6*       ^        c*    . 


=:  ^leofiittCeoso  +  oos(<d — o>i)cos«)|}  -|- psinQ(siao  -f  siDVi)U. 

und   ."■••.         m" 

'  A=— ]1  —  sinSsirtOi— cos(a>— (Oi)co8  5co»5i}. 

•    Setien  wir  nan  :der  Kilnse  wegen 

13)    cosO=sinc3sinOx-|-cos(o>.— <»i)cosocosc$4, 
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80  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 

«4^4  -^  ^4^  T  ^.4^4 

I  a^ 

=  ^  t  sin  ©2  -  (1  —  p)  (sin  6«— sin (o)— a)4)2co« ö^cos  5**) |, 

«*~^^        64  —  +        e* 

1  '     a«        _  _ 

=  -5{2co8i©*  — (1  —  T2)siho,  («ino  +  sinöjjl, 

«4         +  /^4  +  c* 

1  «2 

=  ^t2cosiöa— (1  — ^^^8lo^{«inQ+sinö,)|, 

i5:  =  — Ssinie« 
Also  ist : 

14)  =         '   . 

a'  -  - 

2  C09  i^*  ~  (1  —  Tä) »'"  ^1  (®""  ^  +  *'"  ^i) 

«-/'=- Vsinl©« T— 75 -^— : T- 

sin®«— (1  —  .2)i«»"®^'"«*"(«**~*®i)*^®®^*^®®^i*! 

2cosi0*— (1— >2)8""^i(®*"^+®'""i) 
u-^=~2^sinje«— -5 ? ^^- , 

8in02-(l— jj|)l8in0a-sin(w-a)i)acosö2cosöi2) 

fl*       -  -  - 

j  2  cos  i  6«  — .  (1 — p)  sin  üj  (siu  ü  +  sinüi) 

to-*=-225Ä8ini©2 ^5 r 27"' 

sin©Ml— p){6lo6*-sin(c»-(o,)*cosü«co8<;i>i*} 

und 

16) 

2co»4©^— (1  —  7ä)  s«n  o  (sin  q  +  sin  Oj) 

«i-Zi^-S/isinie^^ 5 ^ ' ' 

sin  02— (1  — p)tsin02-:sin((ö-Oi)2co8Ö«cosöi*) 

2co8  iÖ^  —  (l—xa)  »*n  ^  (sin  Q  +  sin  5i) 

»i~fl^i=-2^i8iniö* ^5 ^ : ' 

sin©*— (1  —  p)isin©2— sin(«— «i)*cos5*co85i2j 

Theil  XXI.  22 
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^4  2  cos  Jö*  —  (1  —  p)  sin  c5  (sin  öS  +  sin  ©i) 

wi  — A|=— 2^*isiftte* jj5 — 

sinÖ2:^(l-T5)|sinö«-sin(itt-i0i)*c08O^0SOi*} 

Leicbt  findet  man: 

/^  +  Ä*  +  ^  A*  =  ^(ö^sin  ö»  +  6*co8  5«), 

Ä*+.^i*+|i*i*=^(«*€'in  5i«  +  Ifl  cos  Ol») ; 

und  bezeichnet  man  nun  die  Krflmmungshalbnesser  unter  den  re- 
ducirten  Breiten  «5  und  c^i  durch  R  und  Ti^i,    so  ist  bekanntlich 

P  _  (i^sing>4-6»cos5g)l             (a«8in5i«+**cosOi«)l 
Ä~  ig  '  «1= ^ 5 

also 

«*sln  c5>-|-^cos  5*=aWÄI,  o*sin 5i«+ 6«cos 5i*=raWÄit; 
folglich 


Daher  ist 


A*+^iHjJv=(0*aJÄ>. 


16)    V(tt-/)«  +  (i^-^)H(tr-Ä)* 


(.  V  ,               Scosi^  — (1— v^)sinOi(6ino-|-sinOi) 
n«»» ^5 * -1- 

«infö**-(l— .  j)tsind*^8lö(ö)-  (Oi)^o6c5>co8G5i^i 

«ind 

17)    V  (t^-/i)^+  (ri-^i)M  K-A|)« 

.V 1  2cos  iö»  —  (1  —  xä)  sin  o  (sin  u  -|-  sin  c5|) 

=2sini©«/n  afß,i ^-;^^ ? : , 

^  ^  sine«-(l-^)fsinea-sin(o— a)j)«cosQ«co85x«| 

bloss  in  Bezug  auf  die  absoluten  Werthe  der  Grossen  auf  den 
rechten  Seiten  dieser  Gleichungen. 

Setzt  man  nun  der  Kürze  wegen  ferner: 
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i 

I  CO»  60,1  =  »inocoscdji  — co0((o— o»i)co8c58inOi> 
r  co8  6i,0=cos€5i$inc5^— cos(gi— 0)£)siQc5co8c5£ ; 

so  ergiebt  sich  ans  14)  und  15)  nach  einigen»    keiner  Schwierig- 
keit unterliegenden  Kedactionen: 

19) 

COS  5|  (sin  5 — sin  5i)  cos  Oo,| 

sin  e«—  (1  —  gä)  l  »in  ®*  —  ««n  («—  "1)*  CO«  5»  cos  ü^^\ 

cos  St  (sin  5  —»sin  idi)  cos  Oq,i 


sind*— (1—T2){ sin©*—  8in(w— Wi)*  cosü'cosöi*! 
2    sin((o— o9|)^o8O^cos(d|^-|-2psini0^sinO|(sinc3-|-»infi5|) 

w=  (i-g5)Ä -^ ; 

sin©«— (I—  p)  (sin  d«— sin  (co— Wi)*cos  ü«cos  Oi* ) 
und 


20) 
cos  5  (sin  5  —  sin  Qi)cos  Ojh» 


sin  ©•—(l—^ä){»'°^*  •"■»*"»  C»""«»i)*c<>»^*c^**^i*l 
cos  S  (sin  5 — sin  5j )  cos  Oj  ,0 


sin6*— (1— •p)|sin  6*— sin  (cd— »i)*  cos  Cd« cos  5i*| 

2     sin(c9— iÖ4)*coso*co85i*+2Täsiniö*sin5  (sinS4-sinO|) 

«»i=(»  -gä)*!^ S» "2 — 

sinÖ*— (1  —  ^2) ^»•■^  **"••**(<» — "i)*  cos  5*  co8G>|>) 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich,  wenn  man  fär  f^  g^  h  ond  /i, 
471»  Ai  zugleich  ihre  Werthe  aus  12)  einfährt  s 


2S* 
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Nun  findet  man  aber  leicht 


(coa  wcoö  ©o»i  +  cos  (»4  CO«  6ih))* 
+  (sin  CO  cos  öo»i  +  ß"»  o>i  cos  öi^)* 
=?sin(fi,^«i)«|     ««nö^cosöj^cosö^sinöi^         ^    | 
' — 2cos(o9— cox) sind) cos o sin GX| cos <k)t  ' 

^  — 2sinG>  sin(d|(sina)  sio&)i-|-oos(cii> — a)i)co8QcosQi)i 
=««n(«  — «i)*{sin5*  +  sinöi«— 'isinösincSiCosÖ), 
und  weil  ferner 
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sin(d^-|-sin^i^— ^siDcSsiDO^cosO  +  -^8in(a)^ooi)*cos5*cos(.)x* 

=8in  o'-f-sin  Si*+sin  (»— Wi)*cos  5*c08  öj^— 28in3  8iDc5iCOs^ 

—  (1 ä)  ß«n  (a>  —  Wi)*  cos  Q*  co8  «i* 

=  sId  ©*— (1 2)  s»n  (fl>  —  fl>i)^  cos  o*  cos  Oi* 


ist,  wie  man  mittelst  leichter  Entwickelang  Godet,  so  erhält  man  ffir 


£;=  V^(tt— tti)«+ (» -t?i)a^  + (w— tri)« 
mittelst  des  Obigen  sogleich  den  folgenden  Ausdruck: 
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Ans  dieser  Formel  ^  welche  ich  In  mehrereo  ßeziehnngen  fSr 
sehr  merkwürdig  halte»  lassen  sich  verschiedene  Folgerungen 
ziehen»  von  denen  ich  nur  auf  einige  der  sich  zuerst  daiiiietenden 
aufmerksam  machen  will. 

Dass  die  beiden  Normalen  sich  schneiden,  wird  offenbar  da- 
durch bedingt,  dass  ihre  kürzeste  Entfernung  von  einander  ver- 
schwindet. Nun  fällt  aber  sogleich  in  die  Augen,  dass  E  ver- 
schwindet ftir  sin(G)  — w,)  =  0,  furo  =90«,  fur5i=90o,  für 
slnc5=sinO|,  weiches  alles  leicht  geometrit<ch  zu  deutende  Fol- 
gerungen sind.  Bemerkenswerther  ist  es  aber,  dass  E  auch  ver- 
schwindet, dass  also  die  beiden  Normalen  sich  jederzeit  schnei- 
den» wenn 

25)    sin  ©2— e^sin  (co  —  ß)i)«cos  ö^cos  5i«=0, 

d.  h.  wenn 

26)    sin  B^^-e  sin  (od — o»i)  cos  «5  cos  Qi 

ist    Es   frSgt  sich  nur»    ob  diese  Gleichung  überhaupt 
ezistiren  kann  oder  zulässig  ist,    was   wir  jetzt  sorgfaltig 
untersuchen  wollen. 
Weil  nach  13) 

cos  6 = sin  c5  sin  Q^  +  cos  fco  —  »i )  cos  Q  cos  S^ 

ist»  80  ist 

sin  6*  =  l  —  sin  5*  sin  üj*— cos  (cö  —  a),)2cos  5*  cos  5|* 
—2  cos  (od — a)x)sin  q  cos  c3  sin  öi  cos  «i, 

und  die  Gleichung  25)  wird  daher  nach  einigen  leichten  Verwand- 
lungen : 

(1— c*)cos3*cos5i*cos(a} — o>i)^-i-2sinc5cosQsinO|CosO|Cosfo) — coi) 

=  1 — sinö^sinOi*— c*coso*cos5ji* 
oder 

2 
co8(oo  —  Wi)*  +  j-^^tangotangSj  cos(iö— Wi) 

1  —  sin  5^  sin  5t^  —  e^cos5*cos5j^ 

~"  (1  — e*)cosö*cos5i* 

Lost  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf 
co8(o) — ODi)  als  unbekannte  Grösse  auf  gewöhnliche  Weise  auf, 
so  erhält  man  zuvörderst  mittelst  leichter  Rechnung: 
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tangotangSi 
Jcos(©— «|)+ — \_/  -1^ 

_  l— c'(l  —  gin  S^sin  5i* -|-  co8  S^cos 5|^  +  e^ cos  5* coa 5i^ 
""  (1  —  ^)*  C08  S*  cos  5i* 

1  —  e^  (cos  5*  -f  cos  gl*)  -1-  e^cos  5^  cos  u^* 

""  (1  — C*)»C08ÖaC0SÖ,* 


ulso 


{cos(a)~a)|)+         j_g2      M* 

_  (1  —  e^cos  5^  (1 — c^cos  Sj') 
""       (1— u*)«cosö*cos5i*       ' 


woraus  sieb  die  Formel 

_-^           -            ^     — sin  osin 5i  ±  V^(l  —  e* cos  3*)  (1 — ^  cos S^*) 
27)    cos(a,-aiO= (l^e«) cos3cos3| 

ergiebt,  welche,  da  e*<l  ist,  fär  cos(a)  — «,)  offenbar  immer 
zwei  reelle  Wertbe  liefert,  wobei  nun  aber  ferner  nocb  die  Frage 
entsteht,  ob  diese  Wertbe,  absolut  genommen,  auch  nicht  grosser 
als  die  Einheit  sind,  weil  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  die  Län- 
gendifferenz CO  — eoi  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  wirklieb 
aus  den  reducirten  Breiten  U  und  cSi  bestimmt  werden  kaiia« 
Wir  müssen  daher  jetzt  noch  untersuchen,  ob  die  Bedingung 

5— sin  5sin 5^ db  VOT^^coscS»)  (1  — e^cos »,*)  ^*= 
\  (1— c*)cosöcosöi  3  *< 

als  erfällt  betrachtet  werden  kann.    Diese  Bedingung   ßillt  aber 
mit  der  folgenden  zusammen : 

{--«n58inSi±V'(P=^e«cösö^(^^ 

A.  b.,  wie  man  leicht  findet,  mit  der  Bedingung 

T 2sui SsiB Ol  V  (1  — e»co«ö«)(l  — c^cosöi») 
^cos5*cos5i*— sin5*sin5i*— l+e*(cos5*+cos5i*— ScoscPcosSi*), 

welche  Bedingung  sich  ferner  leicht  auf  die  folgende«  reducirt: 
72sin  S  sin  «3i  V(l  —  e*  cos  ö*)  (1 — e^  cos  öi*) 
^  — sinS*— sin5i'+e*(cos5*sinOi*  +  sin5*cos5i*), 
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also  auf  die  folgende : 

=F  2  sin  5  sin  q^  V(1— 6*cosö2)(1— c^cosög^ 
^  —  sin  5*  (1  —  e*  cos  5i*)  —  sin  Sj*  (I  —  e*  cos  ö*) , 

oder  auf  die  folgende: 

0^  — sinc5a(l— c«cosöi«)  — sinöi^Cl— e^cosü^) 

±  2  sin  5  sin  5^  V  (l— c*cos  ö^)  (1— c^cosöi*), 

welche  Bedingung  offenbar  mit  der  folgenden  einerlei  ist: 

0^— { sin  ö  Vl-c^cosöi»  i=  sin  öj  Vl-c«co8  5«|« 

Diese  Bedingung  kann  aber  offenbar  nur  dann  als  erfOlit  betrach- 
tet werden  9  wenn 

sin  o  VI— e^cosöi^T  sin  o^  VI— «^cosö« = 0 

oder 

sin  ö V^l  — c*cosS* 


sin  Öl     -V^l— eacosöi« 
ist,  und  dann  ist  nach  der  vorhergehenden  Entwickelang 

I  —  sin o  sin  Q|  4:  V{1  -  f^cos c5^)  (l  —  g^cos  c)i«)|  *_- 
I  (1  — c*)cosöcosöi  1    ""  * 

also  cos(a> — ß)i)  =  dtl*  folglich  wieder  sin(o — (öi)=0. 

Pieraus  siebt  man,  dass  die  beiden  Normalen  nur  dann  eine 
verschwindende  kleinste  Entfernung  haben  oder  sich  schneiden 
können,  wenn  sin(ö} — a)i)  =  0,  oder  5=90^,  oderöi=90®,  oder 
sinö=sinöi  ist,  vorausgesetzt  natOrlich,  dass  nicht  a=6  oder 
nicht  e=0»  also  das  Ellipsoid  keine  Kugel  ist. 

Zum  Ueberfluss  wollen  wir  schliesslich  noch  analytisch  nach- 
weisen« dass  der  Nenner 

(1  -I-  €*)  sin  ©2— ««sin  (©—  Wi)«  cos  ö^cos  Sj« 

des  Ausdrucks  24)  von  E  niemals  verschwinden  kann.  Wäre  nSmlicb 

(1  +  6^  sin  6*—  fi^sin  (w  —  o>i)«cos  S^cos  O|*=0, 

80  wfire 
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sine« €^_ 

8in(oi — a>i)*co8Ö*co8Öi*      1  +  €** 
also 

sine« 

sin  (c9 — a)|  )*  cos  ö«  cos  5i« 

Nun  ist  aber 

sin  8^ — sin  (w  —  (0|)«  cos  5*  cos  ©i« 

=  1  —  sinöVmöi*— cosö^cosöj« — ^2cos(a)— iöi)sin5cosösin5iCos5| 

=  sin  c3«cos  cS|«  -f  cos  o«sin  cS^« — 2  cos  (»^ — g>i)  8iDc3  cosq  sincd^  coscD^ 

=:cosi(G) — (0|)«tsinG)«cosc5|«-f-cos€5«sinO|«— 2siDc3cosc5sinc5xCOSc5it 

+  sini(o>— (i()i)«tsino«cosc5i«-f-cosc3VinOi« 4-2sin€5cosc5sinc5iCos€5]  t 

=  cosi(o> — o>i)^(sin  0  cos  Oi — cos  c3  sin  0|)« 

+  sin  4  (»—  a)i)«(sin  ö  cos 0|  +  cos  c3  sin  ü^)* 

=  cosi(a>— (»i)*sin(5— Ol)«  +  8ini(w— ö)i)«sin(ö+5i)«, 

folglich  immer 

sine« — sin(ö — coi)«cos5«co8  5i«^0, 

sin  e«^  sin  (a>  —  i»i)«cos  €3«cos  ©i«, 

sin  e« 


sin  (a — ©i)«  cos  5  cos  Oj«  > 
was  mit  dem  Obigen  streitet 


1, 
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XXIV. 

Ueber  eine  neue  geodätische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Die  gewuhnlicb  nach  Pothenot  benannte  Aufgabe «  deren 
eigentlicher  Er6nder  aber,  wie  Herr  Professor  Verdam  in  Lei- 
den im  Archiv  Tbl.  H.  S.  210.  nachgewiesen  hat,  der  berühmte 
holländische  Mathematiker  Willebrord  Snellius  ist,  zeigt  be- 
kanntlich, wie,  wenn  drei  Punkte  A,  B,  C  in  einer  Ebene  der 
Lage  nach  gegeben  sind,  die  Lage  eines  vierten  Punktes  D  in 
derselben  Ebene  bloss  aus  den  beiden  in  diesem  Punkte  gemes- 
senen Winkeln  ADB  und  BDC  bestimmt  werden  kann,  so  dass 
man  sich  also  bei  dieser  Messung  bloss  auf  die  der  Lage  nach 
zu  bestimmende  Station  D  zu  begeben  braucht,  was  diese  Auf- 
gabe für  die  Praxis  besonders  empfiehlt«  Ich  glaube,  dass  sich 
dieser  berühmten  Aufgabe  eine  andere  zur  Seite  stellen  lässt, 
welche  in  der  Praxis  ähnliche  Vortheile  gewähren  dürfte. 

Wenn  nämlich  (Taf.  IV.  Fig.  15.)  B  und  J%  zwei  Punkte  Im 
Räume  sind,  deren  horizontale  Entfernung  AAi  und  deren  Hohen 
AB,  AiBx  über  einer  gewissen  Horizontalebene  ACA^  als  gege- 
ben betrachtet  werden  können,  und  man  misst  in  einem  dritten 
Punkte  D  die  horizontale  Projection  EDEi  des  Winkels  BDBi 
und  die  beiden  Vertikalwinkel  BDE,  BiDEi,  wozu  der  Theodo- 
lit das  geeignetste  Instrument  ist,  so  lässt  sich  aus  diesen  ge- 
messenen Winkeln  die  Lage  des  Punktes  D  im  Räume  ermitteln, 
d.  h.  es  können  aus  den  drei  in  Rede  stehenden  Winkeln  die  ho- 
rizontalen Entfernungen  DE,  DEi  oder  CA,  CAi  des  Punktes 
D  von  den  beiden  Punkten  B  und  Bi  und  dessen  H5be  CD  über 
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der  Hortzon talebene  ilCili  beetknrot  werden.  WSren  also  in  einer 
Gegend  B  und  Bi  etwa  die  Spitzen  zweier  Thürme  oder  die 
Gipfel  zweier  Berge»  deren  horizontale  Entfernung  und  deren  Höhen 
fiber  einer  gewissen  Horizontalebene  aus  einer  anderweitigen  Mes- 
sung als  genau  bekannt  angenommen  werden  konnten,  so  wilrde 
die  Lage  jedes  anderen  Punktes  im  Räume,  aus  welchem  jene 
beiden  Punkte  sichtbar  sind,  durch  Messung  der  drei  oben  näher 
bezeichneten  Winkel  bestimmt  werden  können,  also  nicht  bloss 
die  horizontalen  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  beiden 
Punkten  B  und  Bi,  sondern  auch  dessen  Höhe  über  der  ange- 
nommenen Uorizontalebene ,  wobei  man  sich  fihnlicb  wie  bei  der 
Pothenot'schen  Aufgabe  nur  auf  diesen  Punkt  zu  begeben  braucht. 
Die  aus  diesen  vorläufigen  Betrachtungen  «ich  ergebende  Aufgabe, 
die  in  der  Praxis  wohl  bin  und  wieder  z^veck massige  Anwendung 
finden  durfte,  will  ich  nun  im  Folgenden  auflösen,  schicke  aber 
der  Auflösung  noch  die  folgenden  näheren  Bestimmungen  voraus. 
Die  Höhen  aller  Punkte  werden  auf  ein  und  dieselbe  Horizon- 
talebene bezogen,  aber  stets  als  positiv  oder  als  negativ  betrach- 
tet, jenachdem  die  betreffenden  Punkte  Qber  oder  unter  der  in 
Rede  stehenden  Horizontalebene  liegen.  Wenn  ferner  in  einem 
beliebigen  Punkte  M  der  Neigungswinkel  der  «von  dem  Punkte  M 
nach  einem  anderen  beHebigen  Punkte  N  gezogenen  Linie  MN 
gegen  die  durch  den  Punkt  M  gelegte  Horizontalebene  gemessen 
wird,  so  soll  dieser,  natürlich  neunzig  Grade  nie  übersteigende 
Neigungswinkel  immer  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden, 
jenachdem  der  Punkt  N  über  oder  unter  der  durch  den  Punkt  M 
gelegten  Horizontalebene  liegt.  Dies  vorausgesetzt,  kommt  nun 
das  Obige  auf  die  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  zurück. 

Aufgabe. 

Wenn  die  horizontale  Entfernung  e  und  in  Bezug 
auf  eine  gewisse  angenommene  Horizontalebene  die 
gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteten  Höben 
h  und  A|  zweier  Punkte  gegeben  sind,  und  in  einem 
dritten  Punkte  sowohl  die  horizontale  Projection  a  des 
von  den  von  diesem  dritten  Punkte  nach  den  beiden 
ersten  Punkten  gezogenen  Gesicbtslitiien  eingeschlos- 
senen Winkels,  als  auch  die  gehörig  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachteten  spitzen  Neigungswinkel  i  und 
ti  dieser  Gesichtslinien  gegen  die  durch  den  dritten 
Punkt  gelegte  Horizontalebene  gemessen  werden:  die 
Lage  dieses  dritten  Punktes  im  Räume  zu  bestimmen, 
d.  h.  dessen  horizontale  Entfernungen  x  nnd  Xi  von  den 
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beiden  ersten  Punkten^  und  seine  geb{»rig  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachtete  Hohe  u  in  Bezug  auf  die 
angenommene  Horizontalebene»  auf  weiche  alle  HOheo 
bezogen  werden»  zu  finden. 


A  u  f  1  o  s  u  n  g. 

Zuerst  haben  wir  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie 
die  Gleichung: 

1)    e*  =  a?*  +  a:i* — ^xxicosa. 

Ferner  sind  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  in  vülliger  Allgemeinheit  h  —  u  und  /i| — u  die  Hoben  der  bei* 
den  gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  die  durch  den  der  Lage  nach 
zu  bestimmenden  Punkt  gelegte  Horizontalebene,  so  dass  wir  also 
ferner  die  beiden  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen 
haben : 

2)    h — i«=a:tangt»  Ai— -tt=:j?itangt|. 

Aus  den  drei  Gleichungen  1)  und  2)  müssen  die  drei  unbekann- 
ten Grossen  üc,  Xi\  u  bestimmt  werden»  was  auf  verschiedene 
Arten  muglich  ist;  die  einfachste  und  eleganteste  Auflösung  die- 
ser drei  Gleichungen  scheint  mir  aber  folgende  zu  sein. 

Die  Gleichung  1)  kann  auf  folgende  Art  geschrieben  werden : 

e2=(a;HV)(cosia2+sinia2)-2ara:i(cosJa2— sini«*), 

also 

c9=(a:«+2ara:|  +  O  ««««'+ (^*-2a?ari  +V)cosi««, 

oder 

e^={x  +  Xi)Hm  i««  +  (o?— arj^cos  Ja« 

Setzen  wir  nun 

I  X  +  Xj,=:v,    x—Xi^w; 
*  (  ar=i(p+w),   a?i  =  4(c— w); 

so  wird  vorstehende  Gleichung: 

4)    e*= o*sin  iu^+vy^cos  Ja» 


oder 


g      /t?8in4«Y      /wcosja  Y  _ 


1. 
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Wegen  dieser  Gieicbang  IcOnneD  wir 

o) =  8ing), z=coaq>\ 

e  e 


also 


setzen. 

Ans  den  beiden  GleicbungeD  2)  folgt  durch  Subtraction: 

A — hl  =a?tangt — j?itangt|, 

also  nach  3):  ' 

2(Ä— A|)  =  (i?  +  tc)tangi— («— w)  tangti» 
oder 

2(Ä— Ai)=r(tangt-tangii)  +ir(tangt  +  tangij), 

was  die  Gleichung 

8)    2(A — A|)costcos££  =t?8in (t— ii)  +  tosin (t  +  d), 

also  nach  7)  die  Gleichung 

9)    2(A— Ai )  cos  t  cos  t|  = H^i sin  q>  + ~ — —  cos  o)  " 

'       ^         *'  *  sin  Ja  ^  "       coSft«  ^ 

giebt»  aus  welcher  Gleichung  der  Winkel  gp  bestininit  werden  muss. 
Zu  dem  Ende  bringe  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

2(A-Ai)cos£Cosii=      gin^tt     («'"y+^^ngi^sinCt-flr^^^* 
und  bestimme  den  HfilfsHinkel  9  mittelst  der  Formel 
10)    tange=tangl«?S§±g. 

Dann  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

2(A — A|)8inigco8tcos?i sin  (9  +  y) 

csin(t — i'i)  cos  Ö 

also 

^.       •  ,£i  .     X       2(A-Aj)sin  ^«cosicosh  cos  8 
11)    sm(e  +  9)  = esin(i-ii) 

Man  bestimme  nun  überhaupt  den  Winkel  o  mittelst  der  Fonnel 
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I  ^^.  2(A — kl)  sin  \a  cos i  cos  li  cos  8 

1/)    6ina)= ; — j-, — TT^ * 

£8in(t— ti) 

80  ist  wegen  der  Gleichungen  II)  und  12),  indem  n  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  bekanntlich 

^       \  C2ii+l)«-a> 
also 

I  2n«+(a>-©) 

i  (2«  +  l)«~(a>+e)' 

eB\fi{w^B)  .  ecos(a)  — 6) 

sini«  l            cos^a 

r  =  <                       ;  w  =  <                          ; 

C8in(cp  +  6)  I  gcos(a>-f©) 

sinia  ^            cos  Ja 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 
,«v esin(a)T^)     ,  gcos(coi=©) 

Daher  ist  nach  3): 

2*-M        8ini«       =*=        C081«        t' 

^         C      smi«      ^      cosia     f 


oder 


also 


Bin(ci>T^)co»j«J:C08(«>T^)g'Pttt 
sin  4«  cos  1« 

^  sin(o>=F6)co8iaTco$(a)=F9)«iDia. 

'  smiacosia 


sin(a)Tej:i«) 

810« 

1*)    )  sin(«T«Ti«) 

^  sma 

Hat  man  auf  diese  Weise  x  und  x^  gefunden,  so  erglebt  sich 
«  Mittelst  einer  der  beiden  folgenden,  aus  2)  fliessenden  Formels: 
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15)     I  «='*""*^*"8** 


wo  die  Uebereiostimmang  der  aas  diesen  beiden  Formeln  abgelei- 
teten Werthe  Ton  u  zogleich  aU  eine  Prüfung  fiir  die  Richtigkeit 
der  ganzen  geführten  Rechnung  dienen  kann. 

Ueberbanpt  hat  man  die  Rechnung  nach  den  folgenden  For- 
meki  zu  fähren: 

2  (A— Ai)  sin  4a  cos  t  cos  i^  cos  8. 

sin  CO  = •; — 77 TT 9 

csm(i— fi) 

sin(wTÖ±ia) 
sma 

8!n(«TÖT4«). 
*»  =  ^ äiS^ ' 


16) 


tt=A— xtattg{=A| — a;|tang<] 


Dass  diese  Formeln  zur  logarithmischen  Rechnung  äusserst 
bequem  sind^  fSllt  auf  der  Stelle  in  die  Augen;  schwerlich  wird 
eine  andere  Auflösung  zu  bequemeren  Formeln  ftihren.  Jedoch 
übersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  dieselben  ihre  Anwendbarkeit 
verlieren  >  wenn  t=:Y|,  also  sin  (i  —  t'i)  t=:  0  ist  In  diesem  Falle 
geht  aber  die  Gleichung  9)  111  die  Gleichung 


2(A-Ä0cosi«=^j^^cos9 


oder 


(A— Ai)cos  t=  — r-  cos  w 
^         ^'  cosia       ^ 


über,  woraus  sich 


17)  cos9>  = -^coslttcoti 

ergiebt    Bezeichnet  nun  wieder  o  überhaupt  einen  Winkel»  wel* 
eher  der  Gleichung 

18)  cos  » = ^  cos  i«  cot  t 

e 

genügt,   so  ist  bekanntlich,   wenn  n  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bezeichnet. 
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also  nach  7): 

ii\v  .  «sino»  e  cos  CO 

Daher  ist  nach  3) 


oder 


also 


/sin  o  .    cos  CO  \ 
/sin  (0       cos  CO  ^ , 


^         .     sinroco8fll-4-co8a>sin4<x 
siu  i«  cos  ia 

^  sinflDCos^o^Fcosmsin^a 

*  Sin  ia  cos  2« 


20)    ^=±.?ia(£±i5L),   ^,=jbe^'"^?^^"^ 


sina       '      *      -»-  ginuf 


und  man  hat  folglich  die  Rechnung  überhaupt   nach  den  folgen- 
den Formeln  zu  fuhren: 

C0SC9= ^COSloCOtt, 

e 

sin^w  +  Ja) 

21)     {  ^— ±^""  siiT^       * 

, ,  ,8in(a)Tig) 

X\  =+  e j 9 

*      —         sm« 

ti = Ä — a:  tang  i  =  hi  —  Xi  tang  L 

In  dem  allgemeinen  Falle  kann  man  aber  die  Auflösung  auch 
auf  folgende  Art  anordnen.  Die  Gleichung  9)  stelle  man  unter' 
der  folgenden  Form  dar: 

rt/z     t  V       .      .       csin(i+ii),  ,      .,    sin(t— i'i)  .       . 

-Iv   2(4.-^AOcosicosii==--^^^t;^  {costp+coti«^.^^ 

und  bestimme  den  Uulfswinkel  B  mittelst  der  Formel: 

10*)    cote  =  cotia-!?^feii!. 
^  sin(i  +  ti) 

Dann  wird  die  vorstehende  Gleichung: 
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11 )  «0(8+9,)=-- ;^i;s-(rj:^) 

Man  beistimme  nun  fibefbaupl^dtia  Wliikei  eb' inihelat  der  Formel 

so  ist,  indem  n  eine  §^H>9«|  oder. 'negative  ganz«  Zuhl  bezeicb« 
net,   bekanntlicb        '  v,.*. 

also 

_    J  2»Mt+(w  — Ö) 

!•'    '    ^"'  '"'■■"  •  esinffl)-:-«)-     ^   ^"  V^co8(ä~6V    '^'■•'    ^"'- 
810  ict  l  C^QB  \a 
"'     '"siola    •■:    •            "^"^  ■  ;^C0l*4«-'  •  '  •   •• 

fiUe jak  BeziebfUjig  d^r  obfjfeq  i^druuterieji  Zeici^ep,  anC  einander: 

..   :■      \    \-   •    ■:     •!■'•■/     .    ■     1.:/:     il-.i'i    .•   ■'■■■  ,        i        ■'•■    '!  M        •' 

4>^ei;  int  naoh  3):  .-,  „..      ••.!,.,•    •,',;ho;  •;'...,.  m1,,    :r 

.      .  ;•     ..  '■     ,■  .1        .1.  ■•>   <\    .  •„•!..■  .     .• 


8in(«>^ej;i«)       ;■ 


U*) 


.    8iD(«T?fiy)....       , . ;; 

*  ,.ain«. 


•j':i-, 


Tbeil  XXI. 
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Ueberbaupt  bat  man  die  Recbnung  nacb  den  folgenden  Vbr- 
meln  sa  flbreq^:  ^   ;•  ^^  .  ,,,    . 

»A         XI    8in(»— ti) 

■    »  '    ••'  e6in(t-f  h) 

»  aina  ••"'  ' 

tf=A— a;tangt=ii| -- j?|  tang^. 

Die  gemesaeneh.  i!^ipkel  i  find.tj  muss  tnan  natfirlicb,  bevor 
sie  in  die  Recbnung  eingefährt  werden,  wegen  der  terreatriscben 
Refraction  corrigiren ;  dazu  ist  aber  bekanntlicb  die  KWtrtrttsä  der 
horizontalen  Entfernungen  des  zu  bestimmenden  Punictea  von  den 
beiden  gegebenen  Punfcten  und  eigentliqh  aucii  der  Hube  jenefi 
Punktes  über  der  Meeresfläche. erforderlicb.  Man  wird  also  zuerst 
aus  den  geiDe^semen  micorrigirten  ]Wi#k«linfii%-ti\  und  dem  Winkel 
€c  die  Grössen  x^  a^i»  u  nach  den  obii^n  Formeln  berechnen, 
hierauf  die  gemessenen  Winkel  t,  t|  auf  bekannte  Weise  wegen 
'ireV  'RefVäctton  corrigiren  ond'  nun 'anä  den  cörrigtVteii  Wlnfteln 
t,  t'i  und  d^vi-^VIok^l,  a  die  Gröss^sn  o:»  o^i,  u  nach  den  obigen 
Formeln  von^eueip  berechnen.  Solltf»,jnan  dabo  'A\e  gefundenen 
Werthe  dieser  Grössen  noch  nicht  für  völlig  genau  halten,  so 
müsste  man  das  vorhergehende  Verfahren  wiederholen',  w^äl  einer 
weiteren  Erlfiuteri^  Mer.mpbt  bedarfv, 

Im  Aligemeinen  giebC  es,  wie  di^' bbigen  Formein  zeigen^  zwei 
Auflösungen  unserer /^^fgi^be,  w^liei  ^),an  jedoch  zu  beachten  hat, 
dass  die  Grösaoh  x  jinj^  fc^  ihrer  N^qr  nach  positiv  sein  müssen. 
Wenn  es  geometrisch  zwei  Auflösungen  giebt,  so  kann  man,  wie 
es  mir  scheint,  auf  folgende  Art  in  zweckn^lteistge!!^' Welse«  phil^ 
tisch  entscheiden,  we|cjhe  der  beiden  Auflösungen  dem  in  der 
Wirklichkeit  vorliegenden  Falle  entspricht^'  Ich  setze  voraus,  dass 
man  die  Abweichung  der  horizontalen  Profection  AA^  (Taf.  IV. 
Fig.  15.)  der  Linie  liB\  von  dem  mag;netlschen  Meridiane  mittelst 
einer  Boussole  oder  eines  Compasses  unmittelbar  beobachtet  oder 
aus  anderweitigen  Messungen  und  Beobachtungen  abgeleitet  »tbM^ 
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WM  näherangsweise,  wie  em  9Q  dem  b^alisichtigten  Zwecke  bloss 
nStbig  ist,  einer  Schwierigiceit  nie  unterliegen  wird.  Dann  kann 
man,  wie  auf  der  Stelle  erbelten  wird,  auch  leicht  die  lAbwei;^ 
cbungen  der  z%vei,  den  beiden  Auflösungen  unserer  Aufgabe'  ent- 
sprechenden Linien  CA  von  dem  magnetischen  Meridiane  berech* 
nen.;  und  beobachtet  man  nun  in  D  die  Abweichung  der  dem  in 
der  Praxis  vorliegenden  Falte  wh-klich  entsprechenden  Linie  CA 
von  dem  magnetischen  Meridiane  mittelst  desselben  Instruments 
wie  vorher,  so  wird  man  leicht  beurtheilen  können,  welche  der 
zwei  den  beiden  Aofliisuiigen  unserer  Aulgabe  theoretisch  ent- 
sprechenden Linien  CA  die  dem  in  der  Praxis  vorliegenden  Falle 
entsprecnende  Linie  Ist,  und  wird  also  immer  ohne  Schwierigkeit 
aus  den  beiden  Auflösungen  die  richtige,  d,  b.  die  dem  Vorlie- 
genden praktischen  Falle  wirklich  entsprechende,  auswählen  kön- 
nen. Kann  man  in  einzelnen  Ffillen  aus  blossen  geometrischen 
Betrachtungen,  ohne  des  vorhergehenden  praktischen  Hiiifsniittels 
zu  bedürfen,  beurtheilen,  welche  der  beiden  Auflösungen  m^n  zu 
wählen  hat,  so  ist  dies  natilrlich  um  so  besser;  allgemeine  Vor- 
schriften hierülier  scfieinen  sich  aber  nicht  geben  zu  lassen. 


11.  ' 

Wenn  man  die  vorhergehende  Aufgabe  für  die  als  eine  Kugel 
betrachtete  Erde  auflGsen  wollte,  so  wütde  man  sie  auf  folgende 
Art  aussprechen  müssen. 

Aufgabe. 

Wenn  die  Höhen  zweier  Punkte  B^  Bi  über  der 
Meeves fläche  oder  deren  Entfernungen  r,  ti  vtn  dem 
Mittelpunkte  O  der  Erde  und  der  von  ibcen  Vertikalen 
am  Mittelpunkte  der  Erde  eingeschlossene  Winkel  £ 
gegeben  sind,  und  in  einem  dritten  Punkte  Z)  der  von 
den  Projectionen  der  Linien  BD  und  BiD  auf  den  Ho- 
rizont von  D  eingeschlossene  ^Winkel  a,  so  wie  die 
Neigungswinkel  t,  ti  der  Linien  BD,  BiD  gegen  den 
Horizont  von  D  gemessen  werden:  die  Lage  des  Pask- 
tes  D  im  Räume  zu  bestimmen,  d.  b.  den  von  den  Ver- 
tikalen der  Punkte  B  and  D  am  Mittelpunkte  der  Erde 
eingeschlossenen  Winkel  tp,  deh  von  d^en  Vertikalen 
der  Punkte  Bi  und  D  am  Mittelpunkt»  der  i^rde  ein.- 
geschlossenen  Winkel  9^,  und  die  Höhe  des  Punktes 
D  über  der  Meeresfläche  oder,  was  Dasselbe  ist,  seine 
Entfernung  q  von  dem  Mittelpunkie  der  £fde  si^  fiaden. 

23* 
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I^qqrs^  liefef^.  uASi  die.  sphärische  Trigonometrie,  yomittel bar 
ctie  Gleicbung    .      ,      ,  ; »  .    .     i«  •  .  i 

und  ferner  ^geben  pkb  fius  dep  Dreiecken  xßQD  ^nd,BiOp,  ip, 
denen  die..)^r;9Jei^(;ionen  yon  J?&  und  i?iZ>  auf  den.  Qorii^iDt  vo^ 
P  in  Z>  ^^f  Q/>  senkreclit  stehen ,  leiicbt  die  Pr4>[]K^rtioBen : 

'  *rt^==sin(90<>  +  i):slnll8()<>--(90o  +  0-<p!,    ' 
r,  :4^==sin(9()ö+ti):8in{180<>- (OOo-fji)— gji^ 

atsb  die  Proportioiieh:  •  ■'' 

r:^  =  cos»:cos(iTf  9?),.,  ^^ 

,,..,1,.     n:^  =  cosii;cos(H+«Pi);   . 
aus  denen  'sich  die  Gleichungen 

rcps(»  +  y)  ricosft  +  y,) 

^    ^  cosi       •  ^  cosi, 

ergeben.  Also  hat  man  nach  1)  und  2)  zur  Bestimmung  von  g> 
und  q>i  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

I  cos.£  =rF,  cos  (p  cos  (pi  -f  cofij  a sin  93 sin q^i,    . 
3)     j  r cos  (i  +  y)  __ri  cos  fe  +  <pi)    .. 
\  cost  COSt'i 

Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sieh  auf  verschiedene  Arten  auf- 
lösen, etwa  nach  folgepdem  Verfahren. 

Di^.ßrst^  Gleichung  jbringt,man  leicht  auf  die  f0lgeii4e  Forsd: 

4)    toältfl  cos  (g)  —  9>i  j  +  sin  Ja^cos  (9  +  opj)  =  cos  f . »         ^ ' 

Bringt  man  jiun.  die  sfveite  Gleichung  auf  die  Form  . 

•1 ' 

' .     rcosii cos(i|  -|-  (pi) 

^'  r|Cosi^*   cos (1  +  9),  '  . 

so  erfaUt  nötn  leickt: 

.   rcQSix— ^rtCos»_cos(it  +  yi)"rcos(t-f yj 
.  wj...  .r»cosd +riCpst""cos(ii+9Pji)+cos(i+<p)\; 

also;  wie  man*  sogleicii  findet:  -  ' -' 
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und 

:      ■    I 


7)    „--^<!Q«n— ncost. 


60  werden,  ^i^  Gleichungeii  4)  und  .5) : 

«1 


COS  ia'cos  u  -f  sin  i«^  cos  v = cos  c, ' 


Ulff^^efiiekhmg^n  ^ann  luan.aber^  w.eijixinan  ^prKörÄ^-Megeij  n9!ch 

0)    •Ä=:tÄOgitl,-3r=ttirtgit7-        '.   ' 
und  I   .  .,. 

10)    f^Uingh(i-hh  ^  =  tangj(t  +  t,) 

r  .        >  • 

setzt,,  äut  folgende  .'Art  ausdruckei^: 

Eliminirt  man  aas  diesen  beiden  Gleichungen  y  oder  x,  so 
erhält  man  respective  fiir  x  oder  y  eine  Gleichung  des  vierten 
Grades,  deren  Entivickelnng  ich  dem  Leser  überlasse. 

Kommt  man  in  den  F.ill,  die  vorhergehende  Aufgabe  praktisch 
anzuwenden,  so  wird  man  immer  am  besten  auf  folgende  Art  ver- 
fahren. Man  loset  die  Aufgabe  Zuerst  nach  I.  so  auf,  als  wenn 
der  zwischen  den  Vertikalen  der  Punkte  By  J?i,  D  liegende,  ein 
sphärisches  Drei«cl€^  bHdetitfe' Theif  der  Mä^e^iche  eine  Ebene 
wäre.  Dann  wird  man  mittelst  der  nach  I.  gefundeneu  Entfernun- 
gen, die  dort  durch  x  und  Xi  bezeichnet  worden  sind,  und  des 
bekannten  Erdhalbm^sstars  leicht  anf '  bekannte  Weise  Näherungs- 
werthe  von  9  und  q>i  berechnen  können.  Mittelst  dieser  Nähe« 
rungswerthe  werden  sich  dann  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  ge- 
nauen Werthe  von  q>  und  tp^^  welche  den  beiden  Gleichungen 

'■•    '"^  '""^'^  -'"''     A^cos(l^y)     Vj^ris^Ctt-^W)''    ''^*'"  '    •  '■' 

;••:.'     HM    -1'.:::!,   .'j-,.    ^^f;       ^   .     -COil^'"-'       ••:         '  '■    -'^•••' 


Digitized  by  VjiOOQIC 


843  ^«M/  Buttei:  \enckied9M  BemerlMimH, 

genfigen  müssen,  finden  lassen.  LSsiitl»an ngmlich  y  mebfcHB  ton 
dem  gefundenen  NSherungswertbe  dieses  Winkels  wenig  rersebie- 
dene  Werthe  durchlaufen,  so  wird  man  die  eotsprechenden  We^fae 
von  9j  leicht  mittelst  der  Formel 

cos(h  +  9l)=  ^^i  ^^^  (» +  9>) 

berechnen  und  dann  prüfen  können,  ob  diese  Werthe  von  fp  vod 
q>i  auch  der  Gleichung 

cos€z=:cos9>cos9x-f  cososin9)8,in<pi 

genügen.  Hat  man  aber  'auf  diese  Weise  die  genauen  Werthe 
von  q>  und  9^  gefunden,  so  ergiebt  sfch  auch  leicht  der  getiaue 
Werth  von  q  mittelst  einer  der  beiden  Formeln: 

r  cos  (i  +  <p)  Ti  cos  (t'i  +  q>) 

^  cost  ^  coatj 

Ans  den  genauen  Werthen  von  q>  und  91  und  dem  bekann- 
ten Erdhatbroesser  kann  man  aber  endlich  auch  leicht  die  als  Bo- 
gen grosster  Kreise  auf  der  Meeresfiäche  betrachteten  Entfernun- 
gen der  Punkte  B^  D  und  i?|,  Z>'von  einander,  überhaupt  alle 
Grossen  berechnen,  welche  hier  von  Wichtigkeit  sein  können. 


Verftchiedene   Bemerkongen. 

Von 

Herrn    Doctor  Paul  BuHel 

SQ  Hamburg. 


Im  „Archiv  Bd.  IV.  Abhandl.  XII.  S.91.''  Ist,  wenn  Fk  die 
FIfiche  des  eingeschriebenen,  F'k  die  des  umschriebenen  Viel- 
eckes bedeutet,  für  Fu  ein  von  F'ik  unabhängiger  Ausdruck  vom 
Herrn  Professor  Grüne rt  aufgestellt  und  dann  die  Frage  anfge- 
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worfen,  ob  sich  filr  F*  ^m  fibbUcher  eii|Mw  Ausdruck  berstel- 
len  Hesse.  leb  bin  auf  demfinelben  l^ege,^ti<e  In  der  angefübrlen 
Abbandlnng,  zu  dem  im  Folgenden  entwicicelten  Ausdruck  gelai^f^, 
derselbe  iässt  sieb  aber  aucb  nocb  anderweitig  kfirser  finden.  Die 
hierzu  notbwendigen  Relationen  leSnd :         ^«.-^ 

(F^»=f»^  .#•*_!  (1) 

und 

,,.!.      :  ,.»«  h-..!».;.  'j". -H*  .  lI''"*''>  '>/*?» -".|  >i.l  I«-«:  i*Mio/< 

Nebme  ich  die  zweite  der  Gleichungen  und  reducire  dieselbe  auf 
Null 5  so  erhalte  ich:  

leraus  foljft:    ^    ,   ^.    ^  .^  ^^^.^^^^^  ..    -^    ^,^j,     jy    l,jj  .^i,,,^/,.. 

Dividire  ich  diese  GieichuDg  in  (I),  so  ergiebt  sieb: 

■-■■    •  >i-j.Ft-^.. 

Bilde  if b  mir  bierans  den  analogen  Ausdruck  ftr  fV-i ,  so  ergi^M ' 
sieb,  wenn  icb  fdr  *,  A—1  »eUei:     '      /;      ,  , 

folglich  .      ,      ;       .  ^ 

Aus  den  GWcbungen  (3)  und  (4)  erhalte  ich: 


oder 


oder 


I  l 


f~      Pk  ^    ~  Pk  » 


•'-,■..:;  li 
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wobei  nur  das  positive  Zeicfien  berOcksichtigt  werdeo  darf. 


Berichtigang. 

In  der  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Dieng^er  ,in  den| 
,, Archiv  Bd.  XI.  Abb.  XL.''  finden  sich  in  $.  5.  unter  (6)  zwei 
Formeln  flir  sna  undtcno»  deren ^W^tlie. unrichtig  sind.  Benutzt 
man  nämlich  zu  ihrer  Herleitung  in  (7)  die  Relation:  ,  .... 

cn?a,^-^^ado*a 
cn  Zu = — "Y""^ — #__  A        » 
^  i   • 

.  1  4  rrTdn2a 


so  ergiebt  sich: 


"">^i-.-. ...    ,    ,'»     !  .1-.    '   ■■'    .  .■,■■     , .-!       ..,  ;•  .;. ,  ). •.,!'.:; 
.  1  4rm«(l+i!n2«)— (lidnätt) .'  i  ,. , .  .  ..    .< 
cna=±-\ i^<,„2a ' 

deren  Uerleitung  folgen4e.AtM:  ■        t   v 

d.h!  "'■'-  ■•■■.'■• 

*"  "=  m«(I +cd2«)  ± \  in« (l  +  cn ««)« ,    m^(l+cn2o) 

=  w«(i-+cn2^±  ««(1+cn'ia)  ^  l-'»'+m«cn^        ^^^ 


m*(l  +  cn2a)''  —         ' 


Digitized  by  V3OOQIC 
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Warans  die  weisser  geOUlig«  Form  fi|r  cnß  folgt,  f, 


ais 


.1 1..I» 


;  I 


':  <■ 


0." 


M  i  9  0  e  1;  l  d  nJ 


I.! 


^».       I 


l^^l  ur  BeAtiiimiif  g  ;der  CapQlardepreftsion,  ^  Barometern; 

.pieJÜerreii.Pohl.un^  S^^abuk  za  WVen  ha|ie^\z^eij8ebi| 
niortllvoUit.  BTafif'lp  zu^;yerg|^^icha.iig  uii'4:'Redviictioii  d^r  ii^ 
¥«rsJBhiädeaetiSLftJigißntDttliS8eh  abgitJea^^ajen  Binr^me«! 
tejstfinde  und  zur  Reduction  der  In  Millimetern  abgele'j 
lie^pen  Barometerstände  auf  die  Normaltemperatur  voi> 
()<>X^l9lu9  hera(u$gegeb6n»  die  in  den  SlfzüngälbWlctitebf  d^ef 
]{[|^ie^erliiclieji  A^kad.en^l^  d^r  Wissen'ac^aftpn  in  W^enji 
atbet  äufcb  in  besQodc^ea  Abdrilcikeii  er^pbieiiei»  elnd»  und  allep.Be«! 
obttäJtetti  des  Baroikieteifs  dflageiid  edtpfobleii:  iwerdto.  roüesenj 
$002  neuexlicb  b^ttfll  die.8ejben  Herren  auch,  ejne  äusserst  .werth-i 
Hplje.TaCel.^u^.. Bestimmung  der  C2g)illardepression  in  Barometera 
Herecfai]^  j.Da  diese  TaJCel^  /it'ie  es  scheint,  bis  jetzt  iit  keiii^nv 
beiKonderen  ;Abdj!iicke  s^u,  haben  ist>  iind  der  biahj^r  meistens  im«j 
qier  jgebräiicbtöili  flTafel  tton  .SobJeiermaisker  und  Eckhardt 
wdt  Vorgezogen 'Werden 'muisis-»  so -ivfU  ich  mir  erlauben,  diesem 
taM  »i^9eite]:er.¥erJbiceititnftjder8elbep  im  Folgenden  den  Lesern 
4e8;.Arqbiy^  mitzutbe|len^  wodurch  \ck  Manchem  einen  besonde-; 
reo  I>iieiist. zu  leisten  hoffp*  Zur  Erkiäning  der  Tafel  j^enOgt  völl-i 
litlhl)^' die  Bemerkung^  dassidie  erste  Vertikalspalte  den  Ryh- 
r^ndhrebüiel^set  dee  fiaroitietera.,  die  oberste  Horizonlals^pjalte 
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0.077 

0.082 

0.d86 

OJOM 

0.093 

0096 

.2 

0.059 

0.064 

0.089 

0074 

0078' 

0.082 

0.085 

0.088 

0.091 

.4 

0056 

0.061 

0.066 

0.070 

0.074 

0078 

0.081 

0.084 

0.087 

♦.6»! 

0.054 

0.058 

0.062 

0.066 

0070 

0.074 

0.077 

0.080 

0.082 

•.  ;8 

OiUSI 

aoas 

0.059^ 

um» 

a066 

(K090 

ao73 

0.076 

0.078 
0074 

17.0 

0.048 

0.052 

O.M6^ 

o.e«o 

0.063 

O.06« 

O069 

0.072 

.2 

0.045. 

0.049 
0.047 

0.053 

0.0» 

ao6u 

0.003 

0.066 

0.068 

0.070 

.4 

0.043 

0.051 

00.57 

0.060 

0063 

0.065 

0.067 

.6 

Oi041 

0X)45 

0.048 

oiosi 

0.054 

0.0S7 

0.06tt 

ao62 

0.06« 

.8 

0.039 

t 

0.043 

0.046 

f 

0.049 

0.052 

0.054 

0  057 

Ü.059 

0.061 

l&O 

0037 

0.041 

0  044 

0.047 

0.049 

e.o»i 

0.054 

^M 

o.dm 

.2 

0.035 

0.038 

0.041 

0.044 

0046 

0.049 

O051 

0.053 

O035 

.4 

0.033 

o.om 

0.0.39 

0.042 

0.044 

0.046 

0.048 

0.050 

0.052 

.6 

0.031 

0.0.34 

0.037 

0.040 

0.042 

0.044 

0.046 

0.048 

0>04« 

.8 

0.029 

0.032 

V    -.•■■    \ 

0.035 

0.038 

0.040 

0.042 

0.044 

0.046 

0.047 

19.0 

0.028 

0.031 

0.033 

0.036 

0.038 

0.040 

0.042 

0.044 

0.049 

^  .2 

0.027. 

w 

0.032. 

0.034 
0.012 

0.016 
0.034 

0.038 

0.040 

0.042 

0.043 

A 

0.026 

0.030 

0.036 

0.038 

0.019 

0.040 

.6 

0024 

0.026 

0.028 

OiOStf 

OX^ 

0.034 

0.036 

0.037 

0.038 

.8 

0.023 

0.025 

0.027 

0.029 

0.031 

0.033 
Ä08I 

0.034 

0.035 

0.036 

20.0 

0.022 

0.024 

0.026 

0.028 

0.029- 

0.032 

0.033 

0.034 
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.iil .'        :J"j.      (li    \v  •   'TMj  )!:•;•  '         ) 
...      — ITflber  die  .lirfiiaeitigfi  Jycamide, —  , 

Vom  Herausgeber. 

.    .  :.      •        :  I        '       .:      ; :      r.r      '  i   '^  ■ 

Wenn  in  der  dreiseitigen  Pyramide  SABC  (TafAV.Vig.ld.) 
die  in;  der  Spitze  5  zusammeostossenden  Kanten  SA,  SB,  SC 
respective  iurcb'a,^,'^  und  die  von  diesen  Ranteo  eingescTiIos« 
senien  Winket  durch  (<i^,  (bi!i)i'{ea)\  ffe  3eiknflädien  ASB,  BBC» 
CS4  übei»  dw4h  Äo,«;  d&.  o  Ac,  a,  und  die  SeitenflSel^e  4BC 
iuTcU  A.  bezeipboet  werden ,  )so  hi  bekannCDch:.    , 

-  '   '  •  •     Aa.6  =  iflÄain(a«),    ' 

Ä*,  c=i6c8ln(fti^, 

QDd  wenn -/wir  noch  die  Kant6ii  AB,'BCi  CA  durch,  or»..^,  t  be* 

zetehnen;  so  ls<:,  ^''•'  .    " 

a:«  =  ci«  +  6«— 2a6  cos  (a6), 
y«  =  6*  +  c«  -  26c  cos  (6c), 
x^  £sc*-f  a'-:-2caco6(c(i). 

Bezeichnen  nuii  u  uiid  i?  re^pectiv^.  4^®  Projeciion  der  {S^tte  Cil 
auf  die  Seite  AB  üoA  die.rJHohe^  Aee  Dr«ieceka/ul&C;i&r  C  ala 
Spitze  und  AB  als  Grundlinie^   so  ist 

(a: — ti)«  +  r*==^=  6*  +  c* — 26c  cos  (6c) ; 

also 5^  wenn  man  diese  Crleicfaungen  von  einander  subtrafairt:  '  • 

i  ♦—    •        -         -   ••         ;.-..; '      •     I 

jfl"  2a:u  =  6«  —  a*-  26c cos  (6c)  +  2ca  cos  (cd),  . 

und  fojgiicli,  wenn  mao 

j;«= «2 + 6«  -  2aÄ  cos  (a6) 
eihflnhrt:  •...•- 

j?tt  =  11*  —  ah  cos  (ab)  +  6c  cos  (6c) — ca  cos  (ea), 

also 

a*  —  ab  cös  («6)  +  6c  cos  (6c)  —  ca  cos  (ca)  - 

V^Hhi»— 2a6cos(a6)  ;. 

*  ■       .        .  •  ,       '      ■  •  i . 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  ,.  ., 
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ist,  90  erhUt  man»  wenn  man  Rir  z  und  u  ihre  Werthe  aus  dem 
Obigen  einfährt,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  die  folgende 
Gleichung : 

{a2  +  6«-.2a6cos(a6))r2 

=  a%^  sin  (a6)« + Ä^c^sin  (6c)*  +  c^a^  sin  (co)» 

a  [cos  (6c)  — cos  (a6)  cos  (co)]  j 
—  2ube    +  6  [cos  (ca)  —  cos  (6c)  cos  (er*)]  | . 
+  c  [cos  (a6)  — cos  (ca)  cos  (6c)]  ' 


Weil  aber 


und 


ist,    so  ist 


ta*-t6»-'2a6cos(a6)l»«  =  arV=4A* 

a*6*stn(a6)2=4il«.fta, 
Arcasin  (öc)a=44Ä,c», 

c«a«  sin  (cf7)2  =  4  Ao,a* 

.       a  [co  s  (6c)  —  cos  (ab)  cos  (ca)] 


—  4a6c  j  +  6  [cos  (ca)  —  cos  (6c)  cos  (a6) J  >  • 
^  +c[cos(a6)  —  cos  (ca)  cos  (6c)]  ' 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  an  den  Kanten  SA,  SB,  SC  It^ 
genden  Neigungswinkel  der  in  denselben  sasaromenstossenden  Sei- 
tenflächen der  P3rramide  respective  dorch  A,  B,  C;  so  ist  nach 
den  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cos  (6c)  —  cos  (a6)  cos  (ca)  =sin  (ab)  sin  (ca)  cos  A, 

eos  (ca)  ^  cos  (6c)  cos  (ab) =sin  (6c)  sin  (ab)  cos  B, 

cos  (ab)  —  cos  (ca)  cos  (6c) = sin  (ca)  sin  (6c)  cos  C; 

also  nach  dem  Obigen: 

cos  (6c) — cos  (a6)  cos  (cd)  =         2aT^' *» 

cos  (ca)  —  cos  (6c)  cos  (a6)  =        iTa      * ' 

cos(a6) -cos(cfl)cos(6c)=^^^^J^-?. 


Theil  XXI. 


24 


Digitized  by  VjiOOQIC 


364  Miscelien. 

Sabstitairt  man  dies  io  den  obigen  Ausdruck  fiir  A^,  so  erhSIt  man 

—  2Aa,  h  Ae,  a  COS  J— 2^^».  o  A«,  h  COSB— 2^«,  a  ^ft,  e  COS  C. 

Einen  andern  Beweis  dieser  merkwürdigen  Formel  findet  man 
z.  B.  m  Greile's:  »^Sammlung  mathematischer  Aufsätze. 
Erster  Band.  Berlin.  182].  S.  108. <S  weicher  auf  den  be- 
kannten Satz  gegründet  ist,  dass  die  (algebraische)  Summe  der 
drei  Projectionen  dreier  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide 
auf  der  vierten  Seitenfläche  (oder  Grundfläche)  dieser  vierten  Sei- 
tenfläche gleich  ist.  Vielleicht  ist  auch  die  obige  Entwickelung 
nicht  ganz  ohne  Interesse  und  fiir  den  Unterricht  geeignet. 

Für  ^=jl?=:C=90^  erhält  man  den  bekannten,  zuerst  von 
Tinseau  (Mäm.  pr^sent^s.  T.  IX.)  gefundenen  Satz: 

welcher  bekanntlich  als  ein  Analogen   des  pythagoräischen  Lehr- 
satzes betrachtet  werden  kann. 


Ueber  die  Ellipse. 

Von  deui   Hera u«ge her. 

Zwischen  der  grossen  und  kleinen  Halbaxe  a  und  b  einer 
Ellipse,  dem  von  einem  Brennpunkte  derselben  nach  einem  ge- 
wissen Punkte  in  ihr  gezogenen  Vector  v  und  dem  von  demsel- 
ben Brennpunkte  auf  die  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  ge- 
zogene Berührende  der  Ellipse  gefällten  Perpendikel  q  existirt  eine 
bemerkenswerthe  Beziehung,  die  sich  auf  folgende  Art  entwickeln 
lässt. 

Der  gegebene  Punkt  der  Ellipse  sei  {xy)^  so  ist,  wenn  f,  tf 
die  laufenden  Coordinateo  bezeichnen,  bekanntlich 


die  Gleichung  der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  (xy). 
Bezeichnen  nun  e,  0,  wo  e  soll  positiv  und  negativ  sein  kSnnen, 
die  Coordinaten  eines  der  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse,  von 
welchem  das  Perpendikel  q  auf  die  durch  die  vorstehende  Glei- 
chung charakterisirte  Berührende  geföllt  worden  ist,  so  ist  nach 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich : 
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Ferner  ist  fSr  den  von  dem  in  Rede  stehenden  Brennpunkte  («0) 
nach  dem  Pankte  {xy)  gesogenen  Vector  e  der  Ellipse: 

Aus  den  drei  Gleichungen: 

(f)'+a)*='- 

wollen  wir  nun  die  Coordinaten  Xy  y  ganz  eliminiren^  um  die  ge- 
suchte Relation  zwischen  den  Grossen  a^  b,  v,  g  zn  finden^  wo- 
bei man  zu  beachten  hat,  dass  zwischen  a,  b,  e  bekanntlich  die 
Gleichung 

Statt  findet. 

Weil  wegen  der  ersten  der  drei  obigen  Gleichungen 

ist,  80  ist 

a«y«+6*a:«  =  a«6«(a«  -  a:«)  +  b*x* 

und  die  dritte  Gleichung  ist  also: 

6*(a«— ea:)(o«— cj?)=ÄV  (a*— ß'^") 

=  6V(«*— «^)(«*4  ex), 

woraus  sich 

6*  (a*—  ex) = g*  {a*+  ex), 
also 

folgUch 
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und  hieraus 


*""*-  e(A"+9«)  '0.-x.-a-        e\b*+g^* 

also 

ergiebt.    Führt  man  nun  diese  Werthe  von  e — o;  nnd  ^  in  die 
zweite  der  drei  obigen  Hauptgleichungen  ein,  so  wird  dieselbe: 

,_6«le»(6»+9a)''-a«(^''-Ay«)«|  +  {e»(b^+^—a^b*-^)\* 

Der  ZShler  dieses  Brnchs  ist: 

«•(6"  +  9»)*(6»+  0»)  +  ri«{6*-  7»)«(a»— 6«) 
— 2«V(62+9«)(6«— j«) 

also  ist  nach  dem  Obigen:  ., 

4aV 


0«= 


(ö«+?V 


welches  zu  den  in  mehrfacher  Beziehung   bemerkenswerthen  ein- 
fachen  Relationen : 

fahrt. 

Aehnliche  Untersuchungen  über  die  Parabel  und  Hyperbel  an- 
zustellen, überlasse  ich  dem  Leser,  glaube  aber,  dass  die  £nt- 
wickelung  dieser  Relationen  zwischen  grosser  und  kleiner  Halb- 
axe  (oder  Parameter),  Radius -Vector  und  Perpendikel  von  dem 
Brennpunkte  auf  die  Berührende  zweektnässig  als  Stoff  zu  Auf- 
gaben in  der  analytischen  Geometrie  für  xinfanger  benutzt  werden 
kann,  welches  auch  die  hauptsächlichste  Veranlassung  zur  vor- 
stehenden Mittheilung  ist. 
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Zur   sphärischen    Astronomie. 

Vun  itcvn  Herausgeber. 

lo  dem  Moment,  wo  ein  Stern  eine  der  Polhohe  des  Beob- 
achtungsorts gleiche  Höbe  erreicht,  finden  zwischen  seiner  Decli- 
nation,  seinem  StundenvTinkel,  «einem  Azimuth  Und  der  PoihOhe 
des  Beobachtungsorts  einige  einfache  Relationen  Statt,  die  ich 
hier  entwickeln  will. 

Zwischen  der  Declination  d,  dem  Stundeswinkel  ö,  der  H5he 
h  eines  Sterns  und  der  Polhöhe  9  hat  man  bekanntlich  *)  die 
Gleichung : 

])    sinA  =  sin^sin9-|-cos(rco8dcos9>. 

Ist  nun  die  Höhe  des  Sterns  der  Polhöhe  gleich,  also  h—q^,  so 
wird  diese  Gleichung: 

sin  9 = sin  ^.sin  9) -f  eos  aeotfd  cos  9 , 
also 

cosacos^cos(p=(l — sin  d)  sin  9  =r  2  sin  (46^ — ^^sinq? 
oder 

2cosösin(450— *d)cos(450-  *d)co89=2sin(450-4d)«sin9, 
folglich: 

2)    cos  (S  =  tang  (45o  —  id)  tang  9. 

Femer  hat  man  bekanntlich  **)  zwischen  der  Uecilnation  d, 
dem  Azimuth  cd,  der  Höhe  A  und  der  PoHiShe  q>  die  folgende 
Gleichung: 

3)    sin 8  =  sin Asin9 — cos  oocosAcosg), 

also  für  h^q>i 

sin  d  SS  sin  9^--^  cos  m  cos  9', 
woraus  sich 

sin  9*  —  sin  d 

ergiebt.    Also  ist 

-  cos  9*  —  sin  9*  +  sin  d     cos  29  +  Sin  d 

1 — cos  (D  = 5 = s 9 

cos  9^  cos  9* 

folglich 

a.  .^1   ^      2cos(450— id— 9)cos(4öO— ld  +  9> 

2siii liö* t=i  — -^ '  ■    q  ■' "^ ^ 

*  cos  qr 

woraus  sich 


cos  09  = 5- 

cos  9* 


*)Jlrchiv.  Thl.  Vlll.  S.  90. 
*•)  A.  a.  O. 
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.,      .    ,         V"cos  (460— J«— <p)  cos  (iöo  -  i^  +  <p) 

4)    8in  Im  = ^^ ' -^ ^^ ' -^ 

aosq> 

erglebt.    Auch  ist 

,  .                 cos<p'+sina>*--8inÄ      1 — sind 
i  4- cos  09=: --S = s-> 

also 

'  cos  9* 

folglich 

^,  .  .  sin(4ÖO-4«) 

5)    cos^consj. — ^^ 2-Z. 

^  *        -^       cos  9 

Aus  der  Gleichnng 

sin  flp'— sind 
cos  »=  — 5 — 

cos  9* 

ergiebt  sich  auch 

cos  © = tang  9*— sin  Äsec  qfl=  (1 — sin  S)  taog  9*  —  sin  S , 


folglich 

Aus  2)  erhält  man: 


„      sin  d  4-  cos  OD 
tangy«=     ^_^^^    ■ 


tang  9  =:  cos  c  cot  (45<>  —  id). 

Also  ist 

co,«.cot(450-i*).=?™y:^ 

_  sio{45Q— i((o— d))cos{450—i(Q)-t-a)} 
""  sin  (450— 4d)« 

woraus  sich  die  Relation: 

6)    cosö*co8(450— 4d)*=8iii{450— 4(0— Ä)jcos{450— l(<o+d)) 

ergiebt.    Auch  ist 

cos  w = 2  cos  <fl  cos  (45®  —  id)* —  sin  d, 

1 — cos  CD  =  1 4-  sin  d  —2  cos  ö*  cos  (45® — id)*, 

sin  ia)«=i:  (1 — cos  (fi)  cos  (45o — 4d)* = sin  (^  cos  (46<>— Jd)«; 

also 

7)    sin  im  =+ sin  ^'cos  (46<>  —  Jd). 
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In  dem  Journal  de  Matb^matiques  pnres  et  appli- 
qu^es,  publik  par  J.  LiouvUle.  Mai.  1853.  p.  168.  bevi^ei- 
set  Herr  ßesge  eine  bemerkenswertbe  Transformation  eines  be« 
stimmten  Integrals.    Herr  Besge  sagt: 

On  ro'a  demande  la  dämonstration  rigooreuse  que  je  dis  avotr 
de  r^quation 

/      (p(sin2u)coBudu^  f     q>{coBhi)cosudu. 

O  o 

La  voici  en  peu  de  mots.  Dans  Tint^grale  placäe  au  premier 
nienibrey  je  groupe  les  Clements  relatifs  aux  valeurs  de  ia  variable 
ä  ^gaie  distance  des  deux  liroites,  moyennant  quoi  -cette  integrale 
devient 


/ 


9  (sin  2t£)  (cos  u  -f  sin  u)  du. 


Pttis  je.fais  sin2tt=^cos^jr»  d*oü  cos2tM2ti=:-'sin:rcosa?<ia?;  et 
j'observe  que  u  variant  de  0  ä  j»  x  varie  de  ^  ^  0  Je  trouve 
ainsi  notre  integrale  egale  ä 


/%(. 


-  ^8inarcos:rcLr .  .    .     , 


Mais 

(co8M+«inM)*=l+sin2M  =  l  +  cos*a:; 

done 

cos  M  +  sin  ti  =  VHnpcoS^. 
lyon  autre  cdiö 

cos  2tt  =  V 1  —  cos  *a?= sin  a?  VTfcos^. 
L'iotc^grale  dont  nous  nous  ocenpons  est  donc  finalem ent  egale  k 

/     9  (cos  ^^)  cos  a;c2a;; 

0 

ce  qu'il  fallait  d^montrer. 
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In  den  Sitaungabefiehten  Her  KaiserlLcben  Akade- 
mie der  WisseiiBchaften  bu  Wieo.  Band  VL  Jahrgang 
1892.  IL  UeTt.  giebt  Herr  Haidinger  einige  beroerkenewertiie 
Notizen  über  die  niedrigste  Höhe  der  Gewitterwolken.  Zuerst 
fährt  er  Folgendes  an:  ,,F^t  die  tiefste  Stellung  der  Gewitter- 
wolken in  Paris  fand  Arago  aus  den  bisherigen  Beobachtungen 
von  De  l'l s i e  1400 Metres.  Tiefergehende  nach  Le  Gentil  in  der 
heissen  Zone,  nach  dessen  Beobachtungen  in  Isie  de  France, 
Pondichery  und  Manilla,  geben  die  gewöhnliche  Hübe  des  Herdes 
der  Gewitter  auf  QOO  Metres.'' 

„Die  Toboisker  Beobachtungen  geben  einen  Fall,  wo  die  Ge- 
witterwolken nicht  hoher  streichen  konnten  als  214  Metres 

einen  zweiten ,  wo  u.  s.  w 292  „ 

sechs  Fälle,  wo  die  Hohen  lagen  zwischen  .  400  and  600  „ 
drei  Fälle,  wo  die  Hohen  lagen  zwischen  .  ^  600  „  800  „ 
ftinf  Fälle,  wo  die  Höhen  beträchtlicher  waren  als  800  „ 

Diesen  Angaben  fugt  Herr  Haidinger  einige  Angaben  Ober 
in  Admont  am  27.  August  1827  und  in  Gratz  am  19.  Juli  1826 
beobachtete  Gewitter  bei,  wo  sich  die  H5he  der  Gewitterwolken 
messen  liess.  Diesen  Angaben  entnehme  ich  Folgendes.  Bei  dem 
Gewitter  in  Adment  am  26.  August  1827  schlug  der  Blitz  wäh- 
rend des  Gottesdienstes  in  das  Chor  der  Stiftskirche  und  todtete 
zwei  junge  Geistliche,  wobei  erwähnt  wurde,  dass  der  elektrische 
Strahl  augenscheinlich  zuerst  die  Schnallen  rückwärts  an  der  Hals- 
binde getroffen  hatte  und  dadurch  Veranlassung  zu  dem  unglück- 
lichen Ausgange  gab.  Hier  war  die  Wolke,  aus  welcher  der  Blitz 
fuhr,  nicht  dicker  als  vier  Klafter  und  nicht  weiter  vom  Bodea 
entfernt  als  vierzehn  Klafter  =84  Fuss,  also  in  einer  Schrecken 
erregenden  Nähe  bei  der  Erde. 

Das  Gewitter  zu  Gratz  am  19.  Juli  1826  dauerte  nur  etwa 
eine  Stunde,  dabei  folgte  aber  Blitz  auf  Blitz,  im  Ganzen  ohne 
alizuheftigen  Donner.  Es  schlug  aber  neunzehn  Mal  ein  und  zün- 
dete darunter  fflnf  Mal.  Die  zündenden  Blitze  fiefei^  mit*  lebhaf- 
tem Krachen.     Hier  liess   sich  die  Höhe  der  oberen  Oberfläche 

der  Wolke  aber  der  Fläche  auf  etwa 320  Fnss 

die  untere  Oberfläche  der  Wolke  aaf  etwa 210    >» 

die  Dicke  der  Wolkenschicht  also  auf 110    „ 

schätzen. 

Die  Mittheilang  mehrerer  solcher  und  ähnlicher  Notizen  wäre 
zu  wünschen. 
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Caachy's  Lehrsatz  über  die  Bestimmung  der  Anzahl 

imagiiiärer   Wurzehi    einer    algebraischen    Gleichung 

zwischen  gegebenen  Gränzen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger, 

an  der  polytechnischen  Schale   in  Cnrlsrnhe. 


DerLefaraatBTOD  Storni  hat  bekanntlich  zum  Zweck,  die  An- 
sah! reeller,  von  einander  verschiedener  Warzeln  einer  algebrai- 
schen Gleichong,  entweder  im  Allgemeineii  oder  zwischen  zwei 
bestirnnten  (reellen)  Gränzen  liegend,  kennen  zu  lernen.  Was  nnn 
Sturm's  8atB  fiir  die  reellen  Wurzeln  leistet,  das  thut  ein  Lehr- 
satz Ton  Canchy  för  die  imaginären.  Ich  kenne  denselben  übrigens 
bloss  aus  einer  Abhandlung  Moigno's  in  Lionville's  Journal 
(1840)*).  Wie  aus  den  meisten  Schriften  über  die  Bestimmung  dei* 
imaginären  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  die  in  der  letzten 
Zeit  erschienen  sind,  hervorzugehen  scheint,  ist  dieser  Lehrsatz 
wenig  kekannt,  und  ich  glaube  daher  eine  nicht  ganz  unnothige 
Arbeit  zu  thun,  wemti  ich  im  Folgenden  jenen  Lehrsatz  wieder 
In  Ertnnemng  bringe.  Ich  habe  ihn  dabei  vollkommen  bestimmt 
gefiisst,  bestimmter  als  diess  Bloigno  gethan,  während  der  Rech- 


*)  DiiB  Darstellnng  von  Moigno  ist  aach  im  Archiv  Thl.I.  No.-^ 
V.  S.  19«  XU  finden.  Es  wird  die  Leser  freuen,  diesen  hochwichtigen 
Gegenstand,  dessen  weitere  Verbreitnng  im  höchsten  Grade  in  wfintchen 
ist,  Ton  einem  so  aasgezeichneten  Mathematiker  wie  dem  Herrn  Verfas- 
ser de«  obigen  'Aufsatzes  einer  neaen  Behandlong  unterworfen  za  sehen, 
w^fAr  ich,  and  gewiss  jeder  Leser  mit  mir,  demselben  in  besonderem 
Danke  verpflichtet  bin.  6. 

TheilXXI.  25 
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Dungsmechanismus,  der  übrigens  dem  beim  Starm'scben  Satze 
ganz  analog  ist,  von  Moigno  bemlhrt.  Hinsichtlich  einiger  weniger 
Ausdrücke,  die  etwa  vorkommen,  mnss  ich  u.  A.  auf  die  Darstel- 
lung des  Stürmischen  Satzes  in  meinen  „Grundzügen  der  alge- 
braischen Analysis*'  (S.  152 — 159)  verweisen.  Was  die  nähe- 
rungsweise Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  einer  (algebrai- 
schen) Gleichung  selbst  anbelangt,  so  hat  Herr  Simon  Spitzer» 
Privatdozent  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien,  in  seiner 
,,  Allgemeinen  Auflösung  der  Zahlengleichungen  mit  ei- 
ner oder  mehreren  Unbe.ka9nte«''  (Wien  1851)  bereits  das 
Hörn  er 'sehe  Verfahren  darauf  angewendet  und  in  dieser  Bezie- 
hung, wenn  auch  noch  nicht  Alles  zum  Abschluss  gebracht,  so 
doch  die  Hauptarbeit  vollendet  l^ach  diesen  kurzen  Bemerkun- 
gen ivende  ich  mich  nun  2ar  DamteUung  des  Satzes  selbst. 

§1. 

Seien  ü  und  V  zwei  ganze,  stetige  Funktionen  der  Unbe- 
kannten X  und  ^,  die  auf  irgend  eine  beliebige  Weise  sonst  mö- 
gen  erhalten   worden   sein;    sei    ferner   i   die  imaginäre   Einheit 

(V^)  und 

f7  +  Fl  z=  Ä  (cos  T + 1  sin  T).  (1) 

Denken  wir  ons  nun  weiter  in  einer  Ebene  ein  rechtidnUiches 
Koordinatensystem  der  x  und  y,  so  werden  zwei  beliebig*  Werthe 
von  X  und  y  immer  als  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punk- 
tes in  dieser  Ebene  angesehen  werden  können.'  Z;eiehnen  wir  uim 
in  dieser  Ebene  irgend:  eine  geschlossene  Kurv«  (die  entweder  aas 
geraden  oder  aus  krummen  ^inien  zusammengesetzt  sein  kamt)  aad 
lassen  einen  beweglichen  Punkt  den  Umfang  dieser  Kurve  durch«» 
laufen,  indem  er,  von  einem  (willkührlicheD)  Aaiangspunkte  aos- 
gehend,  diesen  Umfang  dergestalt  dorchifioft,  dasa  seine  Drehang 
dieselbe  sei»  als  wenn  man  die  positive  Axe  der  o?  gegen  die  jpo- 
sitivd  Axe  dery  hin  dreht,  so  wollen  wir  in  (1)  den  Grausen  x  und 
y  bloss  diejenigen  Werthe  uns  beigelegt  denken,  welche  die*  Ko- 
ordinaten der  auf  einander  foigendeii  La^on  des  bewegttehen  Punk« 
tes  angeben.  Dabei  wollen  wir  T  als  eine  kontinnlriiche  (d.  b.  also 
sich  stetig  oder  durch  unendlich  kleine  Stufen  ändernde)  Fanktion 
von  X  und  y  ansehen.  Letztere  Annahme  ist  allerdings  willkübr- 
fich,  da  man  T  um  Ar^nn  sich  ändern  lassen  kann  (n  eine  ganze 
Zahl),  ohne  dass  die  Grösse  cos  7" -)- «sin  T  sich  ändert.  Unsem 
folgenden  Betrachtungen  liegt  nun  aber  wesentlich  dieses  Auflas- 
sen von  T  als  einer  stetig  sich  ändernden  Funktion  zu  Grande, 
und  namentlich  wird  diese  Auflassung  im  findrosiiltate  DOchiaab 
deutlich  hervortreten. 
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A«s  der  CUeicbong  (1)  folgt: 

tgr=^,     r=arc(^  =  -Q+n^;.      .  (2) 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist,  und  das  Zeichen 
aTe(%=a)  die  bekannte  Bedeutung  bat,  <  Siehe  „Oruirdtt^^e 
etc,"  Einleitung  S.  VIL)  ,        _.     :, 

Sei.  nun  A  der  Punkt  -der  geschlossen en  Kurve«  von  dem  aus 
der  bewegliche  Punkt  seinen  Lauf  beginnt;  Vq,  Vq^  Tq  die  Wertbe 
von  Vy  V  und  T  in  diesem  Punkte ;  U,  F,  T  die  Wertbe  dieser 
CrroAseb  in  einem  (beliebigen)  Punkte  iff  der  Kurve^  so  ist  nach  (2): 

wo  tio  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist.     Aus  (3)  folgt  olTetibaf :    °  ' 
T-  Jo-  [arc  (tg=-^)  -  arc  (tg'=  ^J\  =^fm,      (4) 

WO  p  eine  (posUivfe  oder  negatiVe)  ganzi^  Zahl  Yst,  Null  mit  inbe- 
griffen. 

:         ■•      ;     '-.»    .  j   ■•  •   ; 

Lassen  wir  nun  den  Bogen  der  durchlaufenen  Kurve  in  einem 
bestimmten  PaiH(t#  anfangen;  sei  ^o  der  Bogen  bis  zu  A^  s  bis  zu 
ilf,  so  wird  mab.otfenbar  Vq,  Fq»  afso^ucb  Tq,  als  Funktionen 
von  j^;  allgemein  V,  F,  also  auch  T,  als  Funktionen  von  s  an- 
sehen kennen,  und'  zT^ar  werdet! ,  ünseref  Annahme  nach;*  diese 
FwiMionen  kontinuiriiicb  «ein.  ^Ist.^^un  #,  wen^'vera^bjedeii  von 
M^y   80  muss  auch    T  wenig   verschieden    von,  Tq  sein«   so  wie 


tg  =:  yj)  ^'od  &rc  f  tg  =  77^  J  ;   mithin  kann  die  zweite  Seite 
der  Gleichung  (£)  bloss  ;^  =  0.geben^  und  fSr  ein  sehr  kleines 

r-ro=arc(tg=-^)-are(tg=-^.  -     '     (5) 


'  'Wächst 'nnfVf  hei  fortfläuern^et  Bewegung  des' die  Kurve  durch- 
laufenden.Punktes,  .Sj  Bo  wirdt  /ducib  T,  «iqfa  in94'^vi^9l?  ^tftig.  än- 
dern, wiediess  auch  mit  arcf  tg=yj\  geschieht.     Die  (Slefchung 

(S)  wirJ'also  gelten,  so  lange  die  SStetfgkett  Von  arcftg^pj 

bestehtt    £>ieae  hprt  a^er  plötzlich  auf,  {yv^ano  v^duvpb  $x>.gehtiind 

F 

dabei  sein  Zeichen  wechselt.    Geht  nänilich  dabei  yj  von  —  zu-h 


26» 
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über  9  so  springt  arcf  tg=-^j    plötzlich  von  — ^  za  -f  s*   flber^ 

y 

ändert  sich  also  unstetig  und  zwar  um  n\  geht  dagegen  -^  von 

+  ,za.--,  80  springt  arcTtgsr-^jJ  von  +2  zu  —  ^  ^^^  ändert 
sich  also  abermals  plötzlich  um  ».  Sobald  man  also  an  die  erste 
Stelle  gelangt  ist^  bei  der  jj  durch  od  geht  und  dabei  sein  Zei- 
chen wechselt  *)>  darf  die  Gleichung  (5)  nicht  mehr  als  zu  Recht 
bestehend  angenommen  werden »  während  sie  galt  von  A  an  bis 
zu  diesem  Punkte  (etwa  B).  Von  B  an  zunächst  nun  wird  man 
zu  (4)  zurückkehren  müssen,  und  man  fibersieht  leicht»  dass  T 
sich  nur  dann,  von  A  aus  bis  über  fi'^sstetig  ändert,  wenn  man 
von  B  an  setzt: 

V 

1)  wenn  -g.  von  —  zu  +  übergebt : 

r-ro=arc(tg=^-arc(tg=^-«; 

V 

2)  wenn  •?>  von  -f  zu  —  übergeht: 

T~ro=arc(tg=^)-arc(tg=^^  +  «. 

Man  kann  diess  auch  offenbar  so  ausdrücken :  Sei  Si  der  Werth 
y 
von  9,  für  den  i^das  erste  Mal,  von  9=^0  an,  durch  od  geht  tad 

sein  Zeichen  wechselt,  so  ist 
von  <=i^  bis  s^=zsii 

T- ^=««(18= Q_  arc(tg=^ ; 
von  «=j|  an: 

r-ro=arc(tg=Q-arc(tg=^i:«;  (6) 

je  nachdem,  ob  der  Durchgang  von  -f  zu  -'y  oder  von  *-«  zu  -|- 
geschieht. 

y 

'    Gesetzt  nun,  im  weitern  Verlauf  der  Bewegung  gehe  -jj  für 

9 =«2  zum  zweiten  Male  durch   oo  und  wechsele  dabei  sein  Zei« 
chen,  80  wird  die  Gleichung  (6)  nur  gelten  von  s'=Si  bis  zu  s=^si. 


*)  Ohne  den  Zeichen  Wechsel  wäre  die  Stetigkeit  nicht  unterbrochen. 
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Dort  macht  arcMg=yjJ  abermals  einen  Sprung  um  »,  and  man 

Gbersieht  leicht,  dass  fiir  «  >  s«  man  der  zweiten  Seite  von  (6) 
wvd  n  laRigen  mflasen,  wenn  der  Darchgaog  durch  oo  von  -f  ao 
—  geschieht,  dagegen  n  abziehen,  wenn  er  von  —  zu  -f  vor 
sich  geht 

V 
.    F^hrt  man  so  fort,  bis  $=$'  geworden  ist,  und  ist  dabei  jj 

mehrmals  durch  od  gegangen  und  hat  sein  Zeichen  gewechselt, 
und  zwar  geschah  dieser  Durchgang  n  mal  von  -f  zu  —  und  n' 
i^al  von  —  zu  -f  >  90  wird  man  für  «>«'  setzen  mfissen: 

r~ro=arc(tg=~)-arc(tg=-^ +(n-nO«.    (7) 

Bezeichnen  wir  mit  e  die  Zahl,  die  angiebt,  wie  vielmal  mehr 

V 

jj9  indem  es  durch  oo    ging  und  sein  Zeichen    wechselte,    von 

^  zu  4-  &I9  von  -f  zu  —  übersprang,  während  s  von  1^  bis  ^ 
ging,  80  ist  n — n'sz^e,  also 

r«To=arc(tg=^-arc(tgc=^--e«.  (7') 

Lässt  man  nun  den  bewegiicben  Punkt  die  ganze  Kurve  durcb- 
Isiifen  und  ist  Si  der  ganze  Umfang,  sind  Ui^  F|,  JV  die  Werthe. 
von  17,  F,  T  in  diesem  Punkt,  hat  e  die. so  eben  angegebene 
Bedeutviig  für  s=zi|,  so  ibt  l7o^l7|,  .Fo=Fi>  also 


-O8=®=-(*8=0' 


und  also  ergiebt  sieb  aus  (f'): 

Ii-To=-iwr,  (8) 

wo  mithin  e  angiebt,  wie  vielmal  mehr  -7?»    indem    es   durch    od 

ging  und  sein  Zeichen  wechselte,  von  —  zu  -|-  als  von  +  zu  — 
übersprang.  Indem  man  (är  x  und  y  bloss  die  Werthe  der  Koor- 
dinaten der  sämmtlichen  auf  einander  folgenden  Punkte  der  ge- 
schlossenen Kurve  wählte. 

V         ü 

Betraohten  mt  nun  jdie  zwei  Brüche  -^  und  -yf  so  wird  der 

zweite  Null,  wenn  der  erste  unendlich  ist  und  umgekehrt  Bezeich- 

V  V 

net  man  darum  mit  e^  den  Werth  für  -p>  den  e  fiir  -^  so  eben  be- 
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deutete,  so  wird  e'  offenbar  angeben^  wie  yielroal  niebr,  indem 
-jj  durch  0  ging  und  sein  Zeichen  wechselte,  dieser  \yecb8el 
von  -^  aa  -f  alk  t6ci  -^ziä  ^  geschah;  wotaea  folgt«  daaa  e-f  tf' 
angiebt,  wie  vielmal  mehr,  indem  y^  sein  Zeichen  wechselte,  die- 
ser Wechsel  von  —  zu  +  aU  von  +  zu  —  vor  sich  ging.  Legt 
mfn  s  sein^en  letzten  Wertb  (ii  =demgaifzen  Umfang,  wenn  *o=0 

w8re)  bei,  so  'siiid  yy-  und  -jr  einander  gleich;  und   wenn   also 

-jj  von  s^s'o  bts  <=ii  auch  sein 'deichen  i^echselte,  so  miisäte 

dieser  Weebsel  eben  so  viebnal  von  (-•  zu  -f  als  von  4-  >«  —  g®* 
schehen,  so  dass  otfienbar  e-f-e':=:0,  also  e'^=t — e  ist.  Vergleicht 
man..ßiass.  mit  (8),  so  erhält  «laa  folgenden  wichtl|gen  Iiehr^aiz: 

„Sind  üs  V  zwei  ganze  Funktionen  votkjc jßiki^y,  welche  letz- 
tere Grossen  als  rechtwinkliche  Koordinaten  der  Punkte  einer  g^ 
schlosseiten  Kurve  (wie  Immer  zusammeng^setit  diese  ftudb  sein 
mag)  angesehen  werden  sollen;  ist  CT-f  Ft=#7(cosT-f <8hrf)  nad 
wird  T  als  stetige. Funktion  von  .t  wnd^  betrachtet;  legt  man  fer- 
ner jr  und  y  ^die  .iVerthe  aller  Koordinaten  der  auf  einander  fol- 
genden Punkte  der  Kurve,  von  einem  bestimmten  Punkte  A  aus 
bis  wieder  au  Ihm,  bei,  lifdim  man  Sorge  hat,  die  Kurve  so  zu 
dorchlanfesi,  ctäsSi  die  Dräbting  i»  derselben  Richtsng  vor  sieb 
geht,  ab  wenn  man  von  der  "poeitiveti  Aze  der  a  sich  gegen  4ie 
positive  Axe  der  ^  dfreht*);  sind  endlibh  Tq  mid  Ti  die  Anfang»*^ 
und  Endwerthe  von  T  und  zeigt  e  an,  wie  vielmal  mehr  dabei  der 

Bruch  -y,  indem  er. durch   od  ging  .und  sei p  Zeichen  wechselte, 

von  —  zu  -|-  als  von  +  zu  —  übersprang»  so  ist 

^1  —  ^0=^!^"  (9) 


,  Des,  so  ehtm  aui^sproch«n#  inteare^mnte  Sata  gilt  im:Cifiiode 
für  alle  stetiges  FlUB)alfl^e1»r^:C^  ^vi  'V-  vs»  ^  und  y,  wenn  sie 
auch  nicht  gerade  ganze  Funktionen  sein  sollten. 

Seien  nun  t^  t>\  »'»  o'; ....  eben  solche  Funktionen  von  x  and 
y;  bedevten  r,  t;  r',  f ; dasselbe  fiir  ^iese  Funktionen,  wie  R 


*)    E«  ist  diese  Beitiipmung  hier  zanächst  villkührlich,  sie  ist  es 
aber  nfcht  nielv  für  das  nanptresnltat  lo  §.  3. 
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und  TKii  ü  und  F,  d.  b.  iit.tt^9t=spr(ci»84*ftain<), »ted 

i,  tf,  ^i.  ebett&U«  stetig  und  lät  eodllcb 

t7  +  Fl  =  (ti  +  ri)  (tt'  +  v't) 

9o  ist  bebifliitllch 

T^t+r+ , 

also 

^1*^  ÄQ^=5 *|  —  tQ'i'ii  —  ^0 -f*  ••••> 

W900  1^09  ^o-t  '*!•  die  Wertbe  von  t,  1f ffir  den  Ausgangspunkt 

A\  ^x,  fi,  diese  Wertbe  fär  den  Endpunkt  (wieder  A)  sind. 

TJ  u  u' 
Bedeuten  nun  JE.  e,e*» ,...  wie  vielmid  mehr  die  Brüche  -j9»  --» :/*  •'•» 

r   t>    e 

indem  sie   cc  wurden  und  ihr  Zeichen  weebselten,  von  —  im  4* 
als  von  -f-  SU  —  übergingen,  so  folgt  aus  (9)  nun  leiobt»  dass 

£  =  €  +  €'  + ,  (10) 

ein  Sats^  der  in  vielen  F&U^o  die  Berechnung  von  E  erleichtern 
wird. 


§.3. 
Sei  tt=sa:  —  of,  v=y — ß,  tt'=a?^«',  »=:y— /S',  u.  s.  w.,  also 

C/+F/=[x-«+(y-(»)i][a:-.«'  +  (y-ifr)fl (11) 

so  werden  lAlcb  die  Wertbe  von  e,  e\ direkt  angeben  lassen. 

Wir  wollen  nur  4tn  ersten  betrachten,  da  die  anderen  bi  dersel« 
lien  Weise  gefiMden  werden. 

«/        kl?**'**  et 

Es  ist  —  =  --^.  Setzt  man  nun  ar—a-|-(^—/})ii=r(cos^'|-tsinO, 

so  ist 3:=cotet,    und  r  und  t  werden  die  Polarkoordinaten 

eines  Punktes  der  gezeichneten  Kurve  sein,  wenn  der  Pol  in  den 
Punkt  verlegt  ist^  dessen  recbtwinkliche  Koordinaten  a  und  ß  sind, 
und  dabei  die  Bewegung  des  die  Kurve  durchlaufenden  Punktes 
in  der  mehr  erwähnten  Richtung  geschieht.    So  oft  nun  dabei  cotgi 

durch  OD  gebt,  geschieht  diess  auch  bei ^  =  — .    Es  ist  diess 

der  Fall  für  /=:180o  und  <=360o  (oder  0,  wenn  man  Heber  will). 
/  findert  sieb  stetig.  Ist  diese  Aenderung  nun  der  Art,  dass  i 
fortwährend  wfichst,  so  wird  dier  Durchgang  durch  180^  und  Wlfi 
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hOchsteiui  eiomal  geschehen  und  dabei  wird  immer  cotg<  von  «— 
zu  +  überspringen.  Ist  die  Aendening  von  (  aber  der  Art,  dass 
bei  180^  oder  36(M^  ein  Schwanken  Statt  hat»  so  dass  t  mehrmals 
180^  oder  dßOP  wird  (wenn  die  Kurve  sehr  unregelmSssige  Bie- 
gungen hätte,  wie  etwa  in  Taf.IV.  Fig.  13.),  so  wird  beimZurfick* 
gehen  von  t  durch  1S(P  oder  360^  allerdings  ein  Uebergang  von 
-|-  zu  —  Statt  finden ;  allein  es  ist  leicht  zu  fibersehen,  dass  wenn 
t  fiberhaupt  über  180^  (oder  360^)  wegkommen  soll,  immer  ein- 
mal mehr  der  Durchgang  von  —  zu  -f  &lfi  von  +  zu  —  geschab. 
Wir  müssen  nun  hiebei  drei  FfiUe  unterscheiden: 

})  Der  Punkt  (a, /?)  liegt  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve. 

In  diesem  Falle  muss  t  die  sämmtlichen  Werthe  von  0  bis 
360^  durchlaufen,  also  wird,  wie  auch  immer  t  schwanken  mBge, 
im  Ganzen  ein  Durchgang  mehr  direkt  durch  180^  und  einer 
direkt  durch  360^  Statt  finden,  so  dass  hier  «=2,  (wte  auch  dar- 
aus geschlossen  wird,  dass  ;^=0,  <i=2«,  also  e=- — ^=2). 

2)  der  Punkt  (a,  ß)  liegt  im  Umfang  der  geschlossenen  Kurve. 

In  diesem  Falle  ist  der  Spielraum  flir  t  nur  180^,  und  es  mag 
das  Schwanken  von  t  sein,  welches  es  will^  es  kann  nur  einmal 
mehr  ein  direkter  Durchgang  durch  180^  Statt  finden.  Also  ist  hier 

3)  Der  Punkt  (a, /3)  liegt  ausserhalb  der  geschlossenen  Kurve. 

In  diesem  Falle  wird  <. entweder  nie  300^  oder  nie  180^;  und 
wenn  es  t  das  eine  oder  andere  Mal  auch  wird,  so  muss  es  so  vielmal 
direkt  als  rückläufig  geschehen;  also  ist  hier  s:=0«  (^^^O,  4=0» 

Dass  dasselbe  f&r  «',....  Statt  hat,  liegt  klar  vor  Augen. 

Wir  scBliessen  daraus  nun  folgenden  wichtigen  Satz:    ^ 

„Liegen  von  den  Punkten,  deren  rechtwinkliche  Koordinaten 

a,  ß;  a',  ß'; sind,  ihrer  m  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve, 

ihrer  tn  im  Umfange  derselben,  die  übrigen  ausserhalb,  und  ist 

ü+Ft=[ar-«  +  (y-/5)i][a;-«'  +  (y-^0tJ , 

so  ist 

£=2f»»  +  m'".  (12) 
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Dabei  ist  zu  bemerken,  itmrrirenu^  einige  der  Faktoren  w-^a 

+.(^— /?)t,  a?— a'+(y— /3')«» einander  gleich  sein  sollten,  jeder 

in  m  oder  m^  so  vielmal  zu  rechnen  ist,  als  ervorkommt;  so  dass 

wenn  die  Punkte  («j,  jJi),  («,,  ß^, ,  (^,  $r)  im  Innern,  (c/,  ß*), 

{aC,  ß'^,...^  (fl^>  ß^)  im  Umfang,  die  fibrigen  ausserhalb  liegen  und 

ü+ris:;(fl-^a^+,(ff^ßi)%yi(x^a^  +  (9-e^^<^... 
man  bat: 

£=t:2(0i  +  Ca  +  .^  +  er)  +  «'  +  II^if...  +  «l'. 

.    Sei  F(z)p=0  eine  algebraische  Gleichung,  z;=^.-f  yi  und 

.,  F(a:+»i)=t7+r»,    ^.. 

so  werden  a^/Jt,  a!-\-ß' %,....,  in  Folge  von  (11),  die  (imaginSren) 
Wurzeln  der  Gleichung  F{z)  ^ein.  Denken  wir  i|ps  femer  ftr  die 
geschlossene  Kurve  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  parallel  den  Ko- 
ordinatenazen.  Und  sind  (in  der  erwähntet)  Richtung  gegangen) 
die  Koordinaten  seine?  Eclcpunlcte:  x^  und  yo,  Xx  und  y^^  x^  und 
yi,  Xq  und  yx^  {xo<Xi,  fo<9i)>  so  werden  die  Punkte  («,  j8), 
(€^,  ß*),....,  die  im  Innern  des  Rechtecks  liegen,  Wurzeln  andeu* 
ten,  deren  reelle  Theile  zwischen  Xq  und  Xi^,  und  die  imaginären 
zwischen  y^t  und  yx^  liegen.  DurchlSufl  aber  der,  bewegliche  Punlct 
das  Rechteck,  so  wird,  so  lange  er  auf  der  ersten  Seite  bleib t^ 
yssy^  sein,  während  x  von  Xq  bis  Xx  geht;  auf  der  zweiten  x:=:xx, 
während  y  von  yo  bis  yi;  auf  der  dritten  y=yi»  und  x  von  Xx 
Us  «0»  ^  ^^  vierten  ^xzjto,  und  y  von  yi  bis  yo*  Bezeidinet 
.  nun  mit 


Ex  das  vieliach  erwähnte  .Mehr  des  Brocjbefi  -p^  wenn  y=y^  und 

^  geht  von  Xj^  bi^  Xi^; 

E^  das  vielfach  ^vvähnte  Mehr  des  Bruches  -pi  «trenn. arssori  und 

y  geht  von  ^  bis  yi  ; 

Et  das  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -p,  wenn  y=y].  und 

ar  geht  von  :r^  bis  d:^; 

£4  das  vielfach  erwähnte  Mc;br  d^s  .Bruches  -p^  wenn,^s:=«o  und 

y  geht  von  yj  bis  y©; 

so  ist  offenbar 
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wobei  inaif  freilich  Acht  .haben  rouiis/dass  man  nicht  in  den  Eck- 
punkten einen  Durchgang  verliert.  Fasst  man  nun  alles  Gesagte 
zusainroen^  sp  ergiebt  sich  der  folgende  Lehrsatz  von  Caucby; 

^^Cm  zu  untersuchen,  wie  viele  imaginäre  Wurzeln  u-i-ßi  eine 
algebraische  Gleichtfng  F(2)=rO  hhbe/  deren  reeller  TheH  et  imi- 
sehen. ^Te  und  ai^  der  imagiuSre  |f  iwischen  yo  ^^  fh  '*^g^  i^o 
<^i*yo<.Vi)'  vorausgesetzt 9  dass  nicht  zugleich  j?  =  yQ  und  a 
zwischen  Xq  und  ^|,  oder  a=d?i  und  ß  zwischen  y^  und  yi,  oder 
ß=^yi  und  a  zwischeit^o?^  und  ^|,  oder  a^izop^  und  ß  zwischen 
yo  und  yi*),  sei  F(jr+yt)=  17+Fi,  und  man  bestimme  nun,  wie 

vielmal  meht  der  Bruch  -j^>    indem    er  durch   oo   geht   und    seio 

Zeichen  wechselt ,  er  Von  —  zu  +  als  von  +  zu  —  übergeht, 
iiod.zwar:  ,        « 

"*  '  ^  ä)  ü-enn  y==yo  und  >  gebt  von  j:©  ^'^^  ^u  a*i, ' 

<^)  '.  *>   ,  J^TT^^l.  >'.   ^.    «       »4    »"i    ^    >y    ^Of 
d)      „     a:»9irb    ^,    y.   „   -  ,^    yi     „  .„     yo^ 

gebe  darauf  Acht,  dass,  nicht  für  die  Anfang^f-  und  Endpunkte 
solche  Üebergänge  i^berä^enen  werden,  addire  sänimtliche  Mehr, 
so  ht  die  HalUte  dieser  i^umme  die  gesuchte  Zahl,  wobei  jedoch 
^u  merken  ist,  dass  mehrfache  imaginäre  Wurzeln  innerhalb  die- 
ser Grän^e^  auch  als  mehrfache  eingerechnet  sind/' 

Das  was  hier  jeweils  hinsiehtlicfa  der  Eckpunkte  gesagt  ist, 
wird  im  Folgenden  keine  ^Schwierigkeit  machen,  da  wir  gerade 
diesen  Fall  ausschljessen  werden. 

Da,  wie  beireit#  in  §.1.  gesagt,  die  Vielfach  erwS^hirten  Mehr 

von  -p  utid  von  jj  voii  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  so  wird 

man,'  je  nach  dier  PequemKchkeit,  das  eine  oder  das  andere  he* 
stimmen.  . 

Unsere  Aufgabe  ist  nun  blo^  noch,  eben  jeneß  Mehr  zu  be* 
sti^rin^en,  wobei,  wie  man  siebt,  bloss  Funktionen  einer  einzigen 
GruMO  ip  Rechnang  kommen.  Wir  folgen  dabei  nun,  wie  bereits 
gesagt,  dem  Rechnuogsmecbanismus  von  Moigno,  der  dem  von 
9t«ir>m  durchaus  aoabg,  vielmehr  nachgebildet  ist 


«)  d.  Yi.  wenn  a=zx^f  oder  =07,    darf  nicht  fi  swiicheu  p^  und  ^i; 
und  wenn  fl=yo  oder  y,  darf  nicht  a  zwischen  Xq  und  Sti  teln. 
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'    '8*len  9>(i?)  und  ip(jr)  sweigaase  FaokliftiieB  vod  x,  «o  «oH 

di«'ISaM,  #«MiB  aneiebi  wie  vleknäl  4e#  Bnicb  ^B-^»  liktem  er 

durch  OD  gebt  und  sein  Zeichen  wechselt^  wenn  x  wächst  tod  Xq 
bb  !s|»'Y«n  -^ate*f  «IsTOft  -f  zu  —  :ibergeht,  det  Ce'berachri*«' 
jenes  Bruches  zwischen  den  genaofit^n  Gränzen  lieissen.  Ist  E 
dieser  Ueberschuss»  so  ist  offenbar  — £  der  Ueberscbuss  von 

—  ^7-4.   Ist' ferner  E  der  Veberscbuss  von  'tx   innerhalb   dec 

GvÜBeD,  so  gieM  (smin $.  1.)  £4r£^  *ad^  wie idebMl  webry  fndeni 

-77~v  sein  Zeichen  wechselt  von  x^^Xq  bis  x=Xis  dieser  Wech- 

sei  von  —  EU  +  als  von  *f  »^  —  geschieht,     ist  nun  ^^  ne- 

€d(x*  )  * 

gatiiir  «ad  ^7T)  l^^'^^'^»'^*^  '*^  dieses  Mehr  oHenbar  1;  ist  erste- 

rer  Bruch  positiv»  der  zweite  negativ »  so  Ist  es  —1;  sind  bfide 
positiv,  oder  beide  negativ»  ao  Ist  es  0. '  Setzt  ibau  akn) 

£-|-JP.=fe,  (13) 

«0  W: A    '  :    ■    :...;        .-    :  ..   .i    •.  .• 

eoO»  wem  9>(J\>)  und  .i^Qt^  eine  Zeichenfolge»  9>(as|}  und  M^M 

eine  Zeichenfolge  bilden; 
e=0»  wenn  q>(xo)  und   4^(0:0)  einen  Zeichenwechsel»  <p(xi)  und 

'^^(^i)  einen. Zeicbenwechsel  bilden; 
«=1,  wenn^  7(^0)  und  t{;(:ro)  fin^  Zeichenwechsel»    9(^1)  und 

^(xi)  eine  Zeichenfolge  bilden ; 

c=l»  wenn  ^(xq)  und  if/(aro)  eine  Zeicbenfolge»  q>(Xi)  und  '^^(^i) 
einen  Zeichenwechsel  bilden. 

Im  Allgemeinen  wird  man  annehmen  dfirfen,  ip(x)  sei  von  nie- 
deretm  Grade 'al«'ip(a^.  Ist  dVese  nicht  der  Fall»  eo  dlvidii^  man 
^^  in  ^(x}l  Ms  elrt  Rest  q/(x)  ersebelnt»  der  von  niedererm 
Grad«  ist  als  der  Divisor.  Ist  Q  der  Quotient,  (#e  Ist  dieser  eine 
ganze 'Funktion  von  a  und  man  hat 

i,ix)'-''^'^^{x)  • 

q>(x)  -        «, 

Daraus  folgt»  dass  wenn  ^p-r  gegen  cd  geht»  diess  auch  mit 

ttM  der  Fall  sein  muss»  indem  Q  immer  endlich  bleibt  Da  aber 
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dann  das  Zeicbeo  des  zweiten  Gliedes  obiger  Gleichung  offenbar 
bloss  von  ZT^  abhalf,  so  w«rden  ^j^  nnd  ~r^  *u  gleicber 


Zeit  dai^cb  .od  gehen,  and  dort  dieselben  ,Z^cbon  haben,  so  das9 
der  Ueberschnss  des  einen  Bruches  gleich  dem  des  andern  ist,  es 

laitliin  rgenfigt>  bloss  xhf  ^'^^  ^T^  ^"  nntersnehen,  was  eben 
unsere  Behauptoug  rechtfertigt.  , 

S;^i  also  9>(:ir)  von  niedererm  Grade  als  if^Cor),  und  man  divi- 
dire  liun  <p{x)  in  :^{a:)y  kehre  aber  in  dem  bleibenden  Reste  sämmt- 
liehe  Zeichen  um,  wodurch  er  zu  tpiix)  werde;  ist  Qi  der  erhal- 
tene Quotient»  so  ist  demnach: 

Ist  nun  £'  der  Deberschuss  des  Bmehes  ^^«  E  inx  vo« 
^^»   so  ist,  yf\p  bereits  in  (13)  gezeigt: 

wo  e  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat  Ist  weiter  £]  der  Ue- 
berschus*  voll  "tx  >  «^  Ist  —  JR  der  von  —^^^r-f  nttJ  aus  (14) 
folgt,  dass  £'=— £|,  wodurch  man  endlich  erhält: 

£— £i=:e,  (15) 

während  e  immer  die  bereits  angegebene  Bedeutung  behSlt 


§:5,     • 

Auf  die  Funktionen  tp{x\  ^(^)  wollen  wir.  nun  dieselben  Ope* 
rationeb  anwende»  als  wenn  man.  den  grdssten  geMeipschaftlicben 
Theiler  derselben- aujelMn:. wollte,  dabei  aber  Sorge  tragen»  jeweils 
das  Zeichen  des  Restes  umzukehren  („Grund z0gef^  S|»  IS 2^)« 
Seien  die  so  erhaltenen  Reste  9>i(a?),  q>2,(x) , .,., ,  die  Quotienten 
Qi»Q%$»*»9  80  hat  man: 
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%(a:)-yi«-".y,(*)' 


(16)' 


'Wo  9r(dr)  eise  kein  x  cnMiältende  &hl  tat»  wen»  9(d;)/^(iv)  k^i- 
neo  gemeioschaftlichen  Theiler  hebeB;  im  andern  «Falle  clieB^ti 
g^metnschafllicben  Theiler  ▼erstellt  (9o(^)  ^^r^  hiernach  =q>(x)9 
und  q>^i(j:)z=z^(x),).  ~      '^ 

Seien  nun  E,  Ei,  E^  ....,  Er,  Er-\-i  die  Üeberschüsse  der  ßr(ic1ie 

analog  den  e  in  l"^-»  s^^^l^  beziehend  auf  Tr\»^^^7\f ,i\^t  ili^; 

80  ist  nach  (15)  und  (13): 

Da  aber  9v(^}  in  <pr-^(x)  aufgeht,  so  ist  jedenfalls  fr^-i  =  0» 
also  JE!r=eriind  folglich,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  addirt: 

E=e  +  ei  +  e^^.....  +  er.  (17) 

Setzen  wir  nun  in  ^(j?),  g>(x\  q>i(x),..,.,  ^x)  zuent  xss^qp 
dann  x^Xit  so  erhalten  wir  folgende  Wertbenreihen: 

"^(Xo),  9(a:o),  q>i(a:o)f ,  q>r(X(df  (I) 

i^Xi),  f(a:i),  ^(arj), ,  9r(^).  .(II) 

Nun  ist  allgemein: 

eassO,  wenn  911.1(0*0)»  ^«(^o)  d°®  Zeichenfolge;  911-1(^1)»  9ta(^i) 

eine  Zeichenfolge; 
e«=0,  wenn  q>m~^(xo),  9Hi(^o)   einen  Zeichenwechsel;   ^*i(dr|), 

<pn(xi)  einen 'Zeichenwechsel; 
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ea^l»    wenn  911-1(^:0)9  9n(^^  ein^n  Zeichen  Wechsel;   ipfl-i(a7i), 

^n{xi)  eine  Zeichenfolge; 
e«=— 1,  yfean  q>n-i(x^y  tfnix^)  eine  Zeichenfolge;  ^-i{xi),^Xx) 

einen  Zeicheuiveehsel  bilden. 

Bedeutet  nun  VPdie  Anauhl  voq  Zeichenwechseln  der  ersten 
Rei)ie»  die  beim  Uebergange  von  der  Reihe  (I)  zur  Reihe  (ü)  sich 
in  Zeichenfolgen,  umgekehrt  F  die  Anzahl  Zeichenfolgen»  die  bei 
diesem  Uebergange  sich  in  Zeichenwechsel  verwandeln»  so  ist 
demnach  aus  (17)  offenbar: 

£=«+ei  +  ....+Cr=alF— F. 

Die  Differens  W—F  giebt  ab^  «Ifenbar  an,  wie  viele  Zeichen- 
wechsel die  Reihe  (I)  mehr  habe,  als  die  (II);  zählt  man  also 
die  Anzahl  Zeichenwechsel  «^  der  Rcfihe  (I),  die  w%  der  Reihe 
(II),  so  ist  IF-r-FsiDi— «k»  Dtod  also  endlieh 

£i=iOi«-fOa»  (18) 

welche  Gleichung  den  zu  erweisenden  Satz  einschliesst ,  den  wir 
nochmals  in  Worte  fassen  wollen.  ' 

Man  fiberzeugt  sich  feibht  (wie  diese  beim  S türm' sehen  $atze 
deriPäll  ist,,  sielie  „Grapdxfiffe''  8.  J55.)«d|is8  «s  Ni<tbts  th«t» 
wenn  eines  der  Glieder  der  Reihen  (I)  oder  (II)  vierschwindet,  nur 
darf  es  jeweils  nicht  das  erste  sein.  <    ^ 

Der  Sturm'sche  Satz  selbst  Vrftre  eine  gan^/ einfkcbe  Folge- 
rung dieser  Lehren,  wie  diess*  auch  leicht  erhellt,  wenn  man  t^x) 
4ie  ersten  DiSerentialquotient^n  von  ^{x)  sein  iSsst  Doch  gebort 
dies^  jetzt  nicnt.lüeher. 

Oiess  Alles,  zusammengehalten  mit  §.  3.,  wird  nun  zur  LOsuog 
der  gestellten  Aufgabe' gendg^in    *  ' 

Dass  m,ao  bei  den,  vor)cpi)unenden  Divisionen  die  bekaiq^fKi 
Erleichterungen  (Grundzüge  S.  148.)  anwenden  (Jarf,  versteht 
sieb  von  selbst. '  1 

*'l¥ir  wollen  'nun  difts  Gesagte  auf  einige  6^iS^iele  anwenden. 

•  !  ••  «  r    •  .    !i  '  '   •    5»  ^«     ■ 

])  ,l^ei , die  Gleichung  , 

i*  +  lsse    .  (1§) 
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Torgelagt,   und  ni»  fragt,  wie  iiriale  Wnndo  urt-f  yiVderhellMiL  «6 
liegen,  das»  o:  zwischen  Ound  1,  y  ebesUb  i^iaMM (NhmI  IseL 

Ist  z=a+yi,  so  ist  ,  I 

2*+ 1  =ar*-&ry +y*+ 1 +  (4a:»y -4ry% 

also . .  .         /      .  I,    ^        I 

wobei  man  den  Faktor  4  in    F  rOglich  weglassen  kann. 

V  ' 
Wir  wollen  jeweils  ji  vntjera|9che(i,  ;da  Jmmer   F[  vp^  niede- 

Tarm  Grade  ist«  als  C7.  ^^ 

a)  Erste  Seite.   y—Q,  x  von  0  bis  1.  V—a^^W  r=»cO,  al^ 
y 

-ff^O^  und^  mithin. der  Ueberschass  0.     , 

b)  2vt»e(te  Seite.    ar^1>  y^on  0  bis  1.     e7däB^^9^4a^ 

c)  Dritte  Sfite.    9  =  1)  ä?  von  1  bis  0.     17=:  «*-««« +  2, 


^  =  1:-.  +  +  +!    . 
a:=0:+  — +  +) 


.  4),  Vierte  Seite,  a:=aft  y  yopi  J  bin  a  t7=?j!*+^,  F=:ft  «Im 
1^s=0,  mithin  der  Ueberschnss  0.  '•'  ' 

Also  endlich 

fi=-<^  +  «s+»t  +  ^4X«9* 
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Ibiglieh  die  geinfchte  'AmaM  hliagiiiiTer  Wuraschv  l,wie  man  sich 
aneb  «om^  Mtht  flbenseiigt. 

2)  Sei  die  Gleichung 

'  ,8_2iz+344=0  (20) 

vorgelegt»  und  man  frSgt,  wie  viele  imaginäre  Wurzeln  a;-|-yt  der- 
selben 80  liegen,  daas  x  «wlsdien  0  und  5^  y  zwischen  0  und  6 
liegt    Für  a;=«+ty  ist  hier: 

t7=ar»— aiy«— 21a:  +  344,    F=3ir^-y»— 21y. 

a)  Eröte  Seitei  ty=0,  F==0,  also  ei=0. 

b)  Zweite  Seite.    ar=:5,   y  von  0  bis  6.     17=^  16^«+ 364« 
r^^y^A^Uy.  •     •    .. 

V 
Da  wir  yj  untersuchen ,  und  F^  von  niedererm  Grade  ist»   so 

indss^n  wir,  zueist  dividiren.  .Der  Ilestxist  44Qsf  edec  kürzer  y. 
Also 

^(y)  =-15y*+364, 


9>i(y)=— 1 

Mtte  Seite. 
»— 342=18( 

^{x)  =a;»— 129a?+344, 


91 


=0:  +  -    1 
=6:-+J 


c)   Dritte  Seite.  y=6,  x  von  6  bis  0.    ü=a?»— 129aj+344. 
F=l&r«-342=  18(ar«- 19). 


tp{x)  =a?*— 19, 


?=:5l  — +++1 
:=02  + +3 


g^(ar)=6öa:— 172, 
9,(j:)=+lr    ^ 

d)  Vierte  Seite.  07=6,  y  von  6  bis  0.  t7=34t  F=:-y»-21y, 
•^  ist  eine  ganze  Fuoktioii,  €4=0. 

£;=-(Fi+€,  +  £,  +  e4)=2; 

Uilb  Megt^eioeimaginSfe  WufzM'  voik  (20)  der  Art,  wie  verlangt 
(Die  Wurzeln  von  (M)  sind  4±V27.i,— 8.)* 

3)  Die  Gleichung 

i*-8»»+27»»— 3fe,+a6=0  (21) 
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hat  die  Wurzeln  1  dbt«  Sdb^t*  bt  non  XQ=Li,9i:=ü,  jfo=0»  J^=3s 
80  tritt  der  in  §.  3.  ausgescblossene  Fall  eio,  indem  auf  der  zwei- 
ieh  und  vierten  Seite  Wurzeln  liegen.  Man  wird  also  £=2  er- 
halten^ während  doch  2  Wurzeln  innerhalb  der  angegebenen  Grau- 
sen liegen,  also  £=4  beranskommen  sollte.  Die  folgende  Rechnung 
wird  diess  nachweisen* 

Setzt  man  z=:j:-f  ly,  so  erhält  man  : 
C7=ar*-.6a:V+2^-8'^'+24a:y«+27;r«— 27^--3&r+26, 

wo  man  in  V  fuglich  den  Faktor  2  aus&llen  lassen  kann. 

a)  Erste  Seite.  9=:0>  also   F=:0  und  mithin  f|=:0. 

b)  Zweite  Seite.    a?=:3,    y  von  0  bis  3.     17=20— %«+y*, 
F=-2y»-.8y=2(-y»  +  43^). 

ü     2Q^V+y^_(y>--6)(y^^4)_ya^S 
F-    -yH4y    """     -y(y^-4)    "   ~y  " 

g>(y)  =— y» 
9>iCy)=+i5 

c)  Dritte  Seite.   y=zZ,  x  von  3  bis  I. 
I7=ar*— &r»— 27a:«+l7&r— 136,    F=ar»-.12aj*  +  9a:+17. 

^(ar)  =a:*-&r»— 27a;«+178aJ-136, 


y=0:-+     ,     ^__ 


1. 


«=!:  +  + 


9»(ar)  =2«»— 12«»+9a?  +  17, 
9)i(a!)s=87«»— 391:r  +  238, 
9>a(ar)=75733«— 191029, 
9,(a:)=+l 

d)  Vierte  Seite.    ^=1,  y  von  3  bis  0. 

*(»)  =y"-8. 


— ++  I 


y  =  3:  +  +  + 
y=0:-  + 


f/=0: — I-     1 

£=— (si^c^-f  €,-|>S4)=:2,  wie  angegeben. 
Theil  !llle  96 
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4N  Die  Gkichaiig 

j*— 22»+32«-2«  +  l=0  (21) 

hat  die  Wurzeln  «  ±0  V3.£  jede  zweimal;  ist  Dun;ro=0,:ri=:]9 
yQ=— 1,  y2=  +  l»  so  muse  £=8  erscheinen. 
Für  2=a?+yi: 

F=2jr^-5tey»-aray+y»+3^'~y. 

a)  Ente  Seite.  y= — 1,  a:  von  0  his  1. 

Ü=«*— 2a?»— 3ar«+4»— 1,  F=— 2a;»+3«*— «- 

ib(x)  s=«*— 2*»-3a:«+4a?— 1, 

a?=0;-  +  +  +i 
9(a?)  =— 2a;»+3a;»— ar, 

9)i(a:)=17a;«— 17ar+4, 

h)  Zweite  Seite,  aszl,  y  von  —1  bis  +1. 

*(3f)=^-3^  +  l* 
9^(yj=23^-.l, 

c)  Dritte  Seite.  y=l,  a;  von  1  bis  0. 

I7=a?*-2a;«— ai:«  +  4i?— 1,  F=2a?»— ar«+a?. 
^(«>  c=jp*— 2a;»— 3d;»+4i?— 1, 
9(0?)  =ai?»~3a?a+a?, 
gj4(a?)=17«a— 17a?+4» 
y,(a?)=ar— 1, 
9i(a?)=  +  l 


y=+l:-+-+ 


(%=«2. 


a?  =  l:-+++, 
a:=0:— +— +^ 
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d)  Tierte  Seite,  ^=0,  y  von  1  bis  —I. 

y- 


+  +  + 


=  !;—+  +  +      I 


9>(y)  =y'— y» 
9s(y)==+i 

Dass«  wenn  die  Gränzen  von  y  (y^  nnd  ^(i)  die  Nnll  einschlies- 
sen,  man  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  mit  erhält»  ist  klar«  Wir 
wollen  zu  dem  Ende  die  einfache  Gleichung: 

nAblenj  welche  die  Wurzel  1  zweimal  enthftlt,  und  setzen  Xo'==^0, 
^1=2,  yo  =  — h  yi  =  +  l>  so  muss  jE:=4  erscheinen. 

Für  z^x+yi  ist 

a)  Erste  Seite.  y=  — 1,  I7=a?*— 2ir,  F=— «+l,  a?  von 
0  bis  2. 

t(;(a?)  =ar* — 2x, 

a:=2:  +  -+) 


9(ar)  =~-a?+l. 


Allerdings  ist  hier  '(f;(a:)  =  0  für  a:=0,  was  nicht  sein  sollte; 
man  muss  desshalb  statt  a:=0  furo:  eine  unendlicb  kleine  positive 
Zahl  sich  denken  (wie  das  in>  Folgenden  auch  geschehen  muss), 
alsdann  ist  'fpipc)  negativ. 

b)  Zweite  Seite.  a:=2,  y  von --1  bis +1.  17=— y«+l,  F=y. 

y=— 1:  + 

y 


9>(y)  =y 
9>i(y)=— 1 

Auch  hier  ist  ^(y)=0  fiir  y=l  und  —1;  man  denkt  sich 
desshalb  die  Gränzen  von  .y:yo=  —  l  +  ^*  »i  =  +  !  +  ?»  w<>  9  «ta« 
nnendiich  kleine  positive  Zahl  ist* 
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c)  Dritte  Seite.  y=l,  x  von  2  bis  0.  V^^x'^--'^.   F=ar-I 

j:=2:  +  ++        j 


j;  =  OH-^: 


9(j;)  =j; — 1 

d)  Vierte  Seite.  ar=0,y  von  Ibis— 1.  17=— y«+l,  F=— ^. 

y=:+l  +  e: ) 


[  84=— 1. 


9>(»)  =— y. 
9i(y)=— 1 

£  =  — («l  +  %+«8  +  «4)=4, 

ivie  behauptet. 

Obiges  Beispiel  zeigt  zugleich,  wie  man  sich  helfen  miiss, 
wenn  'f^ipc)  oder  i\>{y)  zu  Null  wird.  Natürlich  hätte  man  sich  auch 
helfeo  können,  indem  man  andere  Gränzen  gewählt  hätte.  Der  Brach 

fj  geht  in  unserm  Falle  durch   oo»  wenn  der  bewegliche  Punkt  in 

den  Ecken  des  Rechtecks  angekommen  ist,  und  daraus  schon  h&tte 
man  £=4  ableiten  können. 

Obige  Beispiele  mSgen^zur  Erläuterung  genügen.  Wie  man 
vermittelst  des  obigen  Theorems  die  imaginären  Wurzeln  trennen 
tcann,  ist  leicht  zu  tibersehen  und  bedarf  hier  keiner  weitern  Er- 
örterung« In  jedem  Falle  ist  das  bewiesene  Theorem  der  einzige 
wissenschaftliche  Weg,  die  ersten  Stellen  (Ganzen)  der  imaginä- 
ren Wurzeln  zu  erhalten. 
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Untersachongen  über  die  wahre  oder  scheinbare  Un- 
bestimmtheit der  Grössen,  welche  unter  der  Darstel- 
lungsform ^  erscheinen. 


Von 
Herrn  Dr.  Chr.  fViener 

in  Gi essen. 


N  Bei  deo  bruchfönnlgen  FunctioneDj  deren  Zähter  und  Nenner 
zugleich  fär  einen  bestimmten  Werth  der  willkarlich  Veränderit- 
cben Null  werden  und  somit  die  Function  unbestimmt  machen 
können,  hat  man  bisher  stets  den  meist  zugleich  bestehenden  be- 
stimmten Werth  5  welchen  man  leicht  durch  Differentiation  findetj 
als  den  wahren  Werth  der  Function  für  jenen  Werth  der  willkür- 
lich Veränderlichen  betrachtet  und  die  eintretende  Unbestimmtheit 
eine  nur  scheinbare  genannt.  Ist  die  Function  eine  solche  von 
Einer  Veränderlichen,  so  kann  allerdings  stets  ein  bestimmter 
Werth  gefunden  werden ;  aber  diess  berechtigt  uns  noch  nicht,  den 
unbestimmten  als  nur  scheinbar  zu  verwerfen.  Im  Gegentheil,  die- 
ser unbestimmte  Werth  muss,  wie  im  Isten  Theil  des  Folgenden 
gezeigt  werden  soll,  im  Allgemeinen  als  zur  Function  gehurig  be- 
trachtet werden;  und  wenn  wir  uns  die  Werthe  der  Function  als 
die  Ordinaten  einer  Kurve  vorstellen,  deren  zugehörige  Abscissen 
durch  den  zugehörigen  Werth  der  willkürlich  Veränderlichen  aus- 
gedrückt werden,  so  tritt  anschaulich  hervor,  dass  die  Grosse  jener 
fraglichen  Ordinate  nicht  nur  durch  den  gefundenen  bestimmten 
Werth  der  Function,  sondern  auch  durch  den  unbestimmten  aus- 
gedrückt wird,  d.  h.  dass  die  ganze  Ordinate  einen  Ast  der  Kurve 
bildet.    Drückt  aber  die  Gleichung  die  Abhängigkeit  zwbchen  an- 
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deren  GrSsseiiy  z.  B.  körperlichen  oder  mechanischen  aas,  so  ist 
allerdings  der  unbestimmte  VVerth  häufig  zu  verwerfen ;  und  es  ist 
in  jedem  Falle,  wie  an  einzelnen  Beispielen  gezeigt  werden  wird, 
zu  untersuchen,  ob  die  Unbestimmtheit  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  oder  nur  durch  mathematische  Operationen  hereingebraclit 
wurde. 

Hat  man  eine  Function  zweier  VerSnderlichen ,  so  ist  es  im 
Allgemeinen  unmöglich,  statt  des  unbestimmten  Werthes  einen 
bestimmten  zu  finden;  nur  in  besonderen  Fällen  bekommt  man 
statt  der  vollkommenen  Unbestimmtheit  Grenzen,  zwischen  wel- 
chen die  Werthe  der  Function  liegen  oder  auch  einen  einzigen 
bestimmten  Werth.  Es  ist  nun  sehr  interessant,  die  Gestalt  der 
Fläche  zu  untersuchen,  deren  3te  Coordinate  als  Function  von  den 
zwei  willkürlich  Veränderlichen  durch  die  gegebene  Function  aus* 
gedruckt  ist,  und  zwar  besonders  in  der  Nähe  jener  Steile,  wo  die 
3te  Coordinate  unbestimmt  wird.  Diese  Ordinate  liegt  dann,  wie 
wir  im  Uten  Theil  des  Folgenden  sehen  werden,  entweder  ganz 
in  der  FKiche  oder  nur  ein  Theil  oder  ein  Punkt  derselben.  Wir 
werden  aber  finden,  dass  auch  in  letzteren  Fällen  der  übrige  Theil 
der  Linie  als  ein  Ast  der  Fläche  betrachtet  werden  muss,  sowie 
ja  auch  ein  Punkt  ein  Ast  einer  Kurve  sein  kann. 

Die  Aufgabe  des  Folgenden  ist  daher,  auf  analytischem  Wege 
zu  beweisen,  dass  der  in  einer  Function  eintretende  unbestimmte 
Werth  ein  durchaus  wirklich  bestehender  und  nicht  nur  schein- 
barer ist,  diese  Wahrheit  durch  Anwendung  auf  Kurven  und  Flä- 
chen zur  übersichtlichen  Anschauung  zu  bringen,  ond  durch  einige 
specielle  Beispiele  aus  der  Geometrie  und  Mechanik  zu  zeigen» 
wann  die  eintretende  Unbestimmtheit  für  diese  Begriffe  der  vor- 
gestellten Grössen  eine  wahre  und  wann  eine  nur  scheinbare  ist. 
Es  wird  dabei  hervortreten,  dass  diese  Untersuchung  keine  gleich- 
gültige ist,  indem  durch  Unklarheit  über  diesen  Punkt  sehr  leicht 
falsche  Resultate  erzielt  werden  können.  So  hat  z.  ß.  Euler  in 
seinen  Untersuchimgen  über  die  Vertheilung  eines  Drucks  aof 
mehr  als  drei  Stützpunkte  ohne  Rücksicht  auf  die  Formverände- 
rung,  welche  bei  jedem  Körper  unter  dem  Einflüsse  irgend  einer 
Kraft  eintritt,  fälschlicher  Weise  gewisse  Grenzwerthe  als  wahre 
besthnmte  Auflösung  hingestellt,  während  sich  aus  der  Isten  Auf- 
gabe des  Uten  Theils  im  Folgenden  ergeben  wird,  dass  die  Un- 
bestimmtheit für  die  hypothetischen  vollkommen  starren  Körper 
Euters  wirklich  besteht,  und  nur  bei  wahren  stets  elastischen  Kor- 
pern Bestimmtheit  eintritt,  deren  Werth  aber  dem  Resultate  Bulers 
nur  unter  bestimmten  Bedingungen  gleich  ist. 
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fx  0 

Wenn  ein  Ausdruck  y=7i-  für    x^=Xq   die   Form  ^ 

annimmt,  so  ist  die  hierdurch  dargestellte  Unbestimmt- 
heit nicht  nur  scheinbar;  obgleich  sich  auch  noch  ein 
besonderer  bestimmter  Werth  fflr  y  finden  lässt 

A.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  y=  77- für  den  besonderen  Werth 

x:=Xq  sowohl  fx  als  auch  Fx  zu  Null  wird,  so  erscheint  9  =  *^ 
unter  der  Form  der  Unbestimmtheit  Um  einen  bestimmten  Werth 
f&  yo^^^'p'  z^  erhalten,  geht  man  von  zwei  wesentlich  ver- 
schiedenen Grundbetrachtungen  aus,  die  aber  beide  zu 
derselben  Methode  führen. 

1)  Da  ^0  ^r  ^  eingesetzt,  fx  und  Fx  zu  Null  macht,  so  ist 
es  eine  Wurzel,  und  daher  x — Xq  ein  Factor  beider  Functionen; 
man  kann  daher  auch 

_  fx Jf  (a? Xq) 

^-'Fx—Nix-'Xo) 

setzen,  worin  M  und  N  andere  Functionen  Ton  x  sind.  Reducirt 
man,  indem  man  im  Zähler  und  Nenner  den  gemeinschaftli- 

M 

eben  Factor  streicht,  so  erhält  man  y=mr  und  hieraus  für  a:=a:o 

^nen  bestimmten  Werth  von  yo*  Enthalten  M  und  Pf  nochmals 
den  gemeinschaftlichen  Factor  o:— or^,  so  dass  für  x=:xo  auch 

mm-       #1 

Ts  =  K  wird,  so  ist  im  Allgemeinen 

fx  _  P(x—Xo)"* 
Fx'^QiX'^Xoy 

worin  P  und  Q  wieder  Functionen  von  x  sind,  die  aber  den  Factor 

p 
x—Xo  nicht  mehr  enthalten,  so  erhält  man  ans  y=g(«— ^o)*""^ 

für  X — Xq  den  bestimmten  Werth  von  ^q,  welcher  Null,  endlich 
oder  unendlich  wird,  je  nachdem  tit>7t,  m=:n  oder  ni'^n  ist  — 
Um  nun  diese  gemeinschaftlichen  Factoren  x-^-x^  zu  entfernen  und 

jur  p 

•j^oder  g  zu  erhalten,  bedient  man  sich  mit  grossem  Vortheii  der  Diffe- 
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rentlalrechnungy  indem   y^y,  ^    ist,  d.  h.  gleich  dem  Verhält- 

nifis  der  Differentialquotieuten^  worin  man  x=^Xo  gesetzt  hat.   Es 
ist  Dämlich 

dM 

ra^_d[]U(X'-'Xo)]  J'+i^-^o^d^ 

daher  L,  -= -^^  was  man  suchte.    Wird  ^   filr  xzzzxq  wieder 

^,  80  findet  man  nach  n  maliger  Differentiation  des  Zählers  and 

des  Nenners 

rf»[Pfa— aro)w]  __  m(>it— 1) . . . ,  (m— n4-l)P(a?~jro)"'-" 
d:«[e(a:-a:o)«]^  «(«— 1)....2.1.Q 

p 

was  f3r  a;=;ro  gleich  0,  q    oder   od  wird,  je  nachdem  m  >  ft, 

m=::n  oder  fit<n  ist. 

2)  Nimmt  man  an,  dass  y  =  j^  f^^  x^=iXQ  continoirlich  sei 
und  setzt  statt  x,  Xq  +  h,  so  bekommt  man 

^^  F(xo+h)      Fxo+hPxo+ih''F"xo+.... 


-AF'a;o+iA^F"a:o  +  . 


da  fxo  und  Fxo=:0  sind,  und  es  wird  für  A  =  0  wieder  y=  a- 

Reducirt  man  jedoch  vorher,  indem  man  Zähler  und  Nenner  durch 
A  dividirt,  so  erhält  man 

^_f^o  +  lhf'Xo+.... 

^^rxo+ihr'xo+....' 

was  für  A=:0,  9o=4^*g'ibt.   Ffir  fxo=0  und  1^X0=0  erhält 
man  auf  ähnliche  Weise  yo  =  evT^  u.  s.  w. 

Je    Xq 

3)  Die  letzte  Methode  kann  noch  durch  folgende  geometri- 
sche Betrachtung  erläutert  werden.  Sei  tf^/ir  durch  die  Kurve 

MN  (Taf.  V.  Fig.  1.),    U=zFx  durch   PQ  und  y  =  ^  durch 
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ÄS  dargestellt,  uod  sei  för  af=aro=Oil,  /^und  Far=0,  so  müs- 
sen MN  und  PQ  die  Abscissenaxe  in  A  schneiden.  Die  Kurve 
RS  verzeichnet  man,  indem  man  fär  irgend  eine  Abscisse  Oa^ 
fär  welche  die  Ordinaten  der  ersten  Kurven  an,  aq  bekannt  sind, 

die  Ordinate  <u=]. —  constniirt     Auf  diese  Weise  lassen  sich 
aq 

alle  Ordinaten,  ausser  der  bei  A  finden.    N&hert  man  sich  jedech 

diesem  Ponkte  und  denkt  sich  bei  A  selbst  sswei  Tangenten  MN 

und  PQ  gezogen,  so  geht  ^  immer  mehr  in  das  Verh&ltniss  der 

Ordinaten  der  Tangenten  für  dieselbe  Abscisse  über  und  erreicht 

mm  dl£  I      X 

es  endlich  bei  J,  oder  es  wird  T7=Tn=/v^-  Diese  geometri- 
sche Betrachtung  gibt  für  besondere  Fälle  noch  weitere  Ueberein* 
Stimmung  mit  der  vorigen  analytischen  Entwickelung.  Tangiren 
nämlich  beide  Kurven  MIS  und  PQ  bei  A  an  die  Abscissenaxe, 
so  kann  der  unbestimmte  Grenzwerth  y^  nicht  unmittelbar  als  der 
gleichbedeutende  Werth  für  die  Tangenten  gefunden  werden,  weil 
letzterer  selbst  unbestimmt  ist.  Betrachtet  man  nun  t<' = /^o:  vrie- 
der  als  Kurve,  deren  Ordinate  die  trigonometrische  Tangente  des 
Neigungswinkels  der  Abscissenaxe  und  derjenigen  Tangente  dar- 
stellt, welche  an  die  ursprüngliche  Kurve  u=zfx  in  dem  dersel- 
ben Abscisse  x  entsprechenden  Punkte  gezogen  wird,  so  schneidet 
diese  Kurve  in  unserm  Falle  ebenfalls  in  A  die  Abscissenaxe, 
ebenso  wie  die  Kurve  V'-^Px^  welche  der  ursprünglichen  Kurve 
U=:.Fx  entspricht.    Man  ist  so  auf  den  früheren  Fall  zurückge- 

fXfi 

fährt  und  findet  nun  yQ=,p„  als  bestimmten  Grenzwerth  für  jene 
Tangenten,  also  auch  für  die  ursprünglichen  Kurven.  Ist  auch 
yo=  C^y  "=jrj  so  geht  man  durch  ganz  dieselben  Betrachtungen 

««  yo  =  jw^  ob«'- 

Veranschaulichen  wir  uns  das  Letztere  durch  ein   einfaches 
Beispiel. 

Es  sei 

y= ^ ' 

so  wird  Xq=:^0,  ^o^q*    ^'^^  bekommen  weiter 

-  _£ 

f'x  __  ^  V(4— 0?«) 

F'x—        S         ' 
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was  aber  Übt  d;o=0  wieder  zu  yo=Ä  wird;  eodlicb  ist 

was  yo==  i*'i=i  liefert  —  Es  bedeutet  nun  tf  £s2(7)  VC^'-^^s*)  den 
Kreis  Jlfy  (Tar.V.Fig.2.),  dessen  Mittelpunkt  in  C,  woför  C0=% 

und  Ussa:«  die  Parabel  PQ.  Wir  finden  femer  vf^fx^^.^_^ 

du' 
ab  die  Gleichung  der  Kurve  FG,  (är  welche  ini  Ursprang  3^  ==i 

ist;  ebenso    ü':=iF'x  =  2x  als  die  Gleichung  der  Geraden  HJ. 

f*x 
Für  y'=:  p;^  aber  ist  nach  dem  Früheren  lur  aro=0  der  bestimmte 

Werth  yQsj^  =  ^=i=:^£  leicht  zu  finden.     RS  stellt  den 

Lauf  der  Kurve  y  = ^ dar. 

B.  Nimmt  man  yo=A  als  den  Ausdruck  von  nicht  nur  schein- 
baren sondern  ivirklich  bestehender  Unbestimmtheit  an,  so 
sagt  er,  dass  für  x=aro»  y  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann. 

Ausserdem  gibt  9o=  s^^  ^^^  einen  bestimmten  Werth  als  Grenze 

für  die  benachbarten  y,  wenn  x  in  x^  übergeht,   welcher  Werth 

0  fx 

aber  in  yo=A   einbegriffen  ist.     Denkt  man  sich  durch  y=:-7r- 

wieder  eine  Kurve  dargestellt,  so  soll  im  Folgenden  gezeigt  wer- 
den, dass  fiir  ar=aro  nicht  nur  der  bestimmte  zum  Aste  AjS  (Taf.  V. 
Fig.  10  geborige  Werth  yf^z=iAK  stattfindet,  sondern  auch  der  Werth 

«STT.    Diese  letztere  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  x^ix^ 

stellt  aber  die  Gerade  AL^  welche  mit  OF  parallel  ist,  dar.  Die 
Kurve  besteht  also  aus  zwei  Aesten,  nämlich  der  Kurve  RS  und 
aus  Ahy  der  Ordinate  in  A  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung; 
in  K  findet  daher  ein  Doppelpunkt  statt  Wir  wollen  diese  Be- 
hauptung aus  verschiedenen  Gesichtspunkten  betrachten  und  als 
richtig  beweisen. 

1)  Von  dem  Ausdrucke 
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P 

sagt  Lacroixy  man  müsse  ihn  =:^  setzen,  da  die  Gesetze  des 

Rechnens  verlangten,  vor  Allem  ihn   auf  seine  einfachste  Form 

znTuckzuführeD.    Wollte  man  dieses  Gesetz  anerkennen,  so  mfisste 

man  auch  die  Gleichung  yQi^x — aiQ)s=iP{a — aso)  sogleich  auf  die 

einfachste  Form  yQz=zP  bringen»  während  doch  hierdurch  eine 

Wurzel  x=ixq  entfernt  wird.    Es  muss  vielmehr  der  Grundsatz 

gelten,  dass  nur  solche  Formveränderungen  mit  einer  Gleichung 

vorgenommen  werden  dürfen,  durch  welche  keine  der  aus  ihr  mog- 

PCoC'^^sct^i 
liehen  Folgerungen  verändert  wird.    Der  Gleichung  y^=ji? i 

wird  aber  Genüge  geleistet  durch  x^tx^j  welchen  Werth  auch  y 

p 
annehmen  mag,  während  bei  y=  ^  ^'^^^s  nicht  mehr  stattfindet; 

setzt  man  andererseits  in  P  und  Q,  x^^iXo,  so  gibt  y=yo  ^^^ 
ebenfalls  geltenden  bestimmten  Werth  von  yo  an.  Nach  diesem 
Grundsätze  müssen  also  die  beiden  Gleichungen 

als  ganz  identisch  angesehen  werden,  so  dass  sie  beide  und  nicht 
nur  die  letzte  die  Wurzel  otq»  wofiir  y  unbestimmt  ist,  haben.  — 
Hierfür  spricht  auch  Folgendes :  Bei  einer  Gleichung  mit  Gliedern, 
welche  Functionen  der  Veränderlichen  zu  Nennern  haben,  bringt 
man  diese  Nenner  durch  Multiplication  der  Gleichung  mit  densel- 
ben weg,  um  ein  Glied  zu  vermeiden,  dessen  Nenner  =0  werden 
kann.  Denn  die  Bedeutung  eines  solchen  Gliedes  als  unendlich 
wird  erst   durch  jene  Multiplication    deutlich.     Dass  nämlich  in 

y=^+b  die  Grosse  q  unendlich  Is^  gegen  welche  dieConstante6 

verschwindet,  ergibt  sich  erst  aus  ^=:a-|-M)=a,  woraus  Q--f  6 =3r* 

Dasselbe  muss  in  einer  Gleichung  geschehen,  wenn  der  Zähler 
zugleich  mit  dem  Nenner  Null  werden  kann.    Denn  die  Bedeutung 

des  Ausdruckes  ^  als  unbestimmt,  ergibt  sich  ebenfalls  erst  durch 

Multiplication  der  Gleichung  mit  dem  Nenner;  aus  y=^K  muss  erst 

^  =  0  abgeleitet  werden,  um  an  letzterer  Gleichung  die  Unbe* 
stiromtheit  von  y  zu  erkennen.  —  Es  folgt  also  hieraus  und  aus 
dem  obigen  an  und  fiir  sich  klaren  Grundsatze,  dass  der  Factor 

X  •""  Xi% 

-^  nur  so  lange  =1  gesetzt  werden  muss,  als  xj^Xo  nicht 

»0  ist. 
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2)    Ganz  eng  und  fibereinstimmend  schllesst  sich  hieran  fol- 
gende geometrische  Betrachtung  an.    Die  Gleichungen 

a:=^j,  a:=a?3,,..,  oder  a?— a:i=0,  x — x^zziO,.,,^ 

worin  x^,  x^^  ....  constante  GrcSssen,  und  welche  eine  Reihe  von 
Punkten  auf  der  Abscissenaze  darstellen  sollen,  lassen  sich  durch 
die  einzige  Gleichung 

(ar— a7i)  (a:  —  a:a) . . . .  =0 

ausdrücken,  welche  alle  jene  Punkte  darstellt    Ebenso,  wenn 

y— a?=0,  y*+a?*— a*=:0,  a?— aro=0, ... 

die  Gleichungen  von  Kurven  sind,  so  besteht  die  Kurve 

aus  jenen  einzelnen  Kurven;  wie  z.  B. 

{X  '^Xq)  (x  +X)  =  X^ —  370^=0, 

x=z^:Xo  gibt,  d.  i.  die  beiden  Geraden  x=^Xo  und  :r= — Xq 
Hat  man  so  die  Gleichungen 

y=.yo  «nd  x=Xo, 

welche  mit  den  Axen  OX  und  OF  in  den  Abständen  jfo  und  Xq 
parallel  laufende  Gerade  darstellen,  und  vereinigt  sie  in 

8o  umfasst  diese  Kurve  die  beiden  vorigen  Geraden.  Entwickelt 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  so  wird 

•^  X — Xq     * 

fiSr  welches  die  beiden  Werthe  y=ffo  und  y=Q   für  x  =  Xo  der 

Gestalt  der  Kurve  zufolge  als  wirklich  bestehende  und  nicht  nur 
scheinbare  anerkannt  werden  müssen.    Ebenso  gibt 

j;= — ^ — sii_     x=^Xq  und  x  =  7x   für  v=Vo* 


3)    Gehen  wir  auf  die  Betrachtang  von  A.  3)  zurück,   worin 

fx 
wir  uns  unter  y=  4-,  u^fx  und  l7=Fj?  drei  Kurven  RS,1UN 

und  PQ  vorstellten,  nehmen  wir  aber  an,  dass  in  fie  statt  x,  :r— 6 
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gesetzt  werde,  so  dass  nicht  x=Xq,  sondern  ;r=:dro-f  A  eine  Wurzel 
ist,  so  wird  dieKutwe  MN  um  AB =b  (Taf.V.Fig.I.)  zur  Rechten 
gerückt,  schneidet  also  die  Abscissenaze  in  B  ffir  ^=0£=a:o+6; 
PQ  aber  schoeidet  sie  noch  io  A  für  ;r=0^=:ro.  Wir  bekom- 
men hierdurch 


Fa:     * 

und  dieses  wird  ßr  ar=a?o+&=OÄ  zu  y= jv — +6^^®'  dagegen 

iBr  x=Xo=zOA  zu  y=^— ^i — ^=  od;  die  jetzt  dargestellte  Kurve 

R'L'y  L'S'  schneidet  also  in  B  die  Abscissenaz<f  und  hat  die  in 
A  errichtete  Ordinate  zur  Asymptote.  —  Nähert  sich  nun  b  immer 
mehr  dem  Null,  rückt  also  JB  immer  näher  an  ^,  so  nähert  sich 

auch  -^-p — -  immer  mehr  dem  ursprünglichen  y-  und  die  hier- 
durch dargestellte  Kurve  RL',  L'S'  immer  mehr  der  Kurve  RS 
und  der  Geraden  AL,  welche  seine  Asymptoten  sind.  Für  die 
Grenze  6  =  0  geht  die  Kurve  in  die  beiden  Asymptoten,    die 

fx 
Gleichung  in  die  Form  y= jr-  über^  welche  also  jene  beiden 

Asymptoten,  also  auch  die  Ordinate  ^L  darstellt;  daher  ist  der 

für  ^=j?o  gefundene  Werth  y=A   ein  wirklich  bestehender. 

Wir  wollen  zwei  Beispiele  dieses  interessanten  Cebergangs 
betrachten: 

Es  sei 

« 
so  Ist  hierin  u==a  die  Gerade  JlfiV^  (Taf.V.Fig.3.),  und  C7=— or  die 

Gerade  PQ,  welche  beide  durch  den  Ursprung  0  gehen.  Bei  y  =  — 

aber  ist  a:o=0  and  bierfür  1^0=  q^    feraer    nach  Entfernung   des 

gemeinschaftlichen  Factors,  ^=: — 1.  Die  Gleichung  stellt  also  das 
System  der  beiden  Geraden  3^=— 1(/2<S)  und  x=zO(AL)  dar.  — 

Hat  man  statt  dessen  11  = und  setzt  dabei  6  =  1,  so  stellt 

^       — X 

x-^1 
ii=:;r— -1  die  Gerade  Mf'N*\  nnd  «= die  gleichseitige  Hy- 

peribel  Bf'L",  L"»'  dar,  welche  jene  Geraden  BS  and  AL  m 
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ic— Ol 

Asymptoten  hat.     För  A—0,1  wird  tt=ar  — 0,1  and  y= *—> 

welche  Gleichangen  die  Gerade  üfiV'  einerseits  und  andererseits 
die  Hyperbel  R'L'^  L'S  darstellen«  Man  sieht,  wie  sich  dieHy- 
perhel  immer  mehr  den  Asymptoten  nähert  und  wie  die  Gleichung, 

wenn  sie  die  Grenze  y= erreicht,  auch  das  System  der  bei- 

den  Asymptoten,  welche  die  Grenze  der  Kurve  sind,  darstellen 
muss. 

Die  Gleichung  der  Quadratriz  ist 

X 


<4y 


worin  der  Radhis  des  Kreises  als  Längeneinheit  gilt.  Dabei  stellt 

w=zx  die  Geradeiir2\r(Taf. V.  Fig.  4.)  und  lJ=ig(x  |^  die  Tangentioide 

PQ  mit  ihren  verschiedenen  Aesten  dar;  die  Quadratnx  selbst 
besteht  aus  dem  Aste  RS  (mit  noch  einer  unendlichen  Reihe  Ton 
symmetrischen  Nebenästen)   und  der  Ordinatenaze  selbst,  da  ja 

för  a?o=0,  yo=ö  ***•    ^^  ft=— 1  stellt  u=^x^l  die  Gerade 

Jlf'iV"  und  y=     ^^\  die  zweiästige  Kurve  R'L'\  L"S"  vor, 

tg(^2V 
welche  die  Qoadratrix  and  die  Ordinate  zu  Asymptoten  hat;  ebenso 

för  A=— 0,1  gibt  u=x^O,l  die  Gerade  M'N'  und  y=  ^  +  Q'\ 

1(4) 

die  Kurve  R'L'y  L'S',  welche  sich  den  Asymptoten  genähert  hat, 
und  für  6=0  in  dieselben,  nämlich  in  RS  und  AL  übergeht. 

i 

4)  Trans  form  irt  man  in  der  Gleichung  y=Vr-  die  Coordi- 

naten,  indem  man  auf  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
A'OK' übergeht,  das  mit  demalten  denselben  Ursprung  hat,  aber  mit 
demselben  die  Winkel  XOX'=a,  rDA''=90— a  bildet,  setzt  also 

ar=;i^cosa — y'sina  und  yrsar^sina-f-j^cosa; 

so  erhält  man  die  neue  Gleichung  der  Kurve: 

f{x'  cos  cc — y'  sin  «) 


1«' 


X  sma4-ir  eo8a=  Vi\  ^ ,  , 

^^  F(a^Gosa— ysAB 

mid  entwickelt  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  so  tASM 
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worin  nicht  mehr  Zfthler  und  Neoner  die  den  frfihereD  entspre- 
chendeD  gleicheiH  Wurzeln  haben.  Die  früher  zur  Kurve  gehörige 
Ordinate  ist  nicht  verschwunden,  da  vor  der  Transformation  nicht 
reducirt  wurde,  sondern  eu  einer  schiefen  Linie  geworden»  und  ihr 
jetzt  unzweifelhaftes  Dasein  beweist  auch  ihr  Dasein  vor  der  Trans- 
formation.  Diese  Betrachtung  kann  jedoch  nur  in  Verbindung  mit 
der  unter  B.  ])  als  richtig  angesehen  werden»  indem  man  sonst 
vor  der  Entwickelung  von  y'  die  Reduction  vornehmen  könnte. 

Beispiel.    Transformirt  man  die  Gleichung 

so  erhält  man 

,  .       .    .  yar'coscg— y^slntt)« 

a;'sma4-frcosa=^ — -j .    ,  . — » 

'^  — ^cosa4-y8tna 

oder 

y*sina  (cosa— sina)  4-^V(^'°^^'f'^®''''^^^^**' ^^^^^>^ 
— .a;'^  cos«  (cos  a  +  sina);=:Oj 

and  setzen  wir  bierin  a=30^,  so  wird 

und 

y'=ar'(-l±2,73), 
welche  Gleichung  die  beideb  Geraden 

y'=+l,73a;'  und  y  =  — 3,73a:' 
darstellt  wovon  die  erstere  die  frühere  Ordinatenaxe  ist  Es  stellt 
also  y  = die  beiden  Geraden  ar=:0  und  y= — x  dar. 

5)  Wenn  man  eine  krumme  Fläche  hat,  in  welcher  eine  mit 
der  Axe  OZ  parallel  laufende  Gerade  ganz  enthalten  ist,  und  man 
denkt  sich  durch  diese  Gerade  eine  Scfanittehene  gelegt  so  erhält 
man  als  Durchschnittslinie  mit  jener  Fläche  eine  Kurve,  welche 
diese  ganze  Gerade  ohne  Zweifel  in  sich  fasst  Die  Gleichung 
einer  solchen  Fläche  kann  nur  die  Form  einer  gebrochenen  Fun- 
ction 
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z= 


Wx^ 


haben,  da  nur  diese  fSr  xz=2Xq  und  y^^yo  den  hierfiir  notbwendig 
Bestehenden  Werth  ^o^^ä  annehmen  kann;  und  wenn  man  mit 
dieser  die  Gleichung  jener  auf  KY  senkrechten  Schniltebene 

y— yo=w»(^— ^o)» 

worin  m  beliebig  ist,  verbindet,  erhält  man 

als  Gleichung  der  Projection  der  Durchschnittslinie  auf  JiTZ,  welche 

für  xzzix^  in  :^=:^  übergeht,  und  von  der  zugleich  gewiss  is^ 

dass  sie  die  zugehörige  Ordinate  als  Ast  entfallt.  —  Also  auch 
aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  begreift  die  gleiche  Kurve 


fx 
y=pr-  jene  Ordinate  in  sich. 


Beispiel.  Eine  Kegelfläche  durchschneide  die  Ebene  ^F  in 
dem  Kreise  OA  (Taf.  V.  Fig.  5.),  dessen  Gleichung  yH(ar—l)*=l 
ist;  die  Spitze  derselben  liege  in  K,  dessen  Coordinaten  y=0, 
x=22f  2=1  sind,  so  Ist  ihre  Gleichung 

Wird  dieselbe  durch  die  Ebene  XZ  durchschnitten,  so  setzen  wir 
y=0,  und  erhalten  die  Durchschnittskurve 

oder 

2z(2— jr)=2ar-a:^ 
woraus 

x(2—x) 

fide.  Durchschnittskarve  besteht  aber  aus  den  beiden  GeradeiLOf 
und  L^X),.  welche  daher  beide  dijcch  die  letzte Gleichuig  dargestellt 

sein  musseh;  es  ist  also  nicht  nur  der  Werth  2=0  >  sondern  auch 
x=g^  für  x  —  i  gültig. 
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6^' Wir  haben  fai  den  letzten  vier  Nummern  nnr  Daehsuvreiseo 

gesucht  •  dass;yo=Q  ^'^^   wirklich  bestehender  Werth  sei»    wenn 

fx 
y^^'fZ  eine  Kurve  darstellt ;  es  ist  daher  jetzt  noch  die  Frage  zu 

erörtern,  ob  dieser  Werth  9o=A   auch   dem   durch  y  be- 

zeichnieten  Begriffe  angemessen  sei»  wenn  die  gegebene 
Gleicbuiig  die  Relation  zwischen  anderen,  als  linearen  Grossen 
darstellt.  Hierauf  lässt  sich  antworten»  dass  es  darauf  ankommt, 
ob  in  dem  Ausdrucke 

^^-JSix-Xo) 

die  Fai^^r^  x-^Xq  dem  Gegenstande  angemessen  sind,  oder  nur 
bei  de^i  LOsen  der  Aufgabe»  y  durch  eine  Formel  ausaudriicken, 
durch  mutbematische  Operationen  in  dieselbe  gebracht  wurden»  dem 
6egen.^tan4e  selbst  aber  fremd  sind.  Es  muss  diess  in  jedem  Falle 
besonders  untersucht  werden»  wie  es  jetzt  an  einigen  heiForleuch- 
tenden  Beispielen  geschehen  soll. 

Beispiel,  üs  sei  das  Dreieck  ABC  (IV.  V.  Figu6.)  in  sei- 
nen drei  Ecken  unterstützt  und  bei  P  durch  die  Last  P  belastet; 
w^elchen  Druck  Q  hat  der  Stutzpunkt  C  auszuhalten»  wenn  das 
Dreieck  in  die  gerade  Linie  ADß  übergeht? 

Nehmen  wir  die  Seite  AB  als  Drehaze  an,  und  sei  der  senk- 
rechte Abstand  des  Angriffspunktes  der  Last  und  des  Stützpunk- 
tes von  ihr  PE^p^  CDz=,q^  so  Ist 

Nehmen  nun  p  und  q  zugleich 'ab,  sei  aber  stets  p^x  und  9=2ar, 

X 

60  ist  Q  =  P,y-,  oder,   so  lange  x  nicht  Null  ist» 

Sobald  aber  a?=0  wird,  nimmt  Q  neben  diesefni  Werthe  auch  den 

an,  oder  es  wird  unbestimmt.    In  diesem  Falle  ist  Q=Qeinwah- 

rer  Werth,  denn  in  der  Formel  Q-=z^P  ist    das  Verhältniss  s^ 
ein  dem  Gegenstande  zugehöriges,    und  wirklich  gehen  auch  für 
Thdl  XILL  27 
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jpsO,  P  und  C  in  die  Punkte  £  und  D  Aber,  und  die  Last  wird 
durch  eine  gerade  Linie  getragen ,  welche  an  drei  Punkten  unter- 
statzt  ist;  hierbei  ist  aber  belcannternoassen  der  Druck  auf  jeden 
Punkt  unbestimmt,  wenn  man  nicht  das  noch  bestehende  andere 
Bestimmungsmonient,  nämlich  die  Elasticität  der  Linie,  bu  Hülfe 
nimmt.  —  Von  diesem  Standpunkte  aus  muss  auch  die  bestimmte 
Auflösung  dieser  unbestimmten  Aufgabe  von  Herrn  Kossack  im 
mathematischen  Journal  von  Grelle  (I.  Band,  Seite  37)  beurtheilt 
werden »  welcher  nämlich  jene  unbestimmt  machenden  Factoren  nach 
einer  ähnlichen  willkdh Hieben  Annahme,  wie  die  gz=z2p  ist,  aus 
Zähler  und  Nenner  entfernte.  Man  kann  so,  je  nach  dem  Werthe» 
welchen  man  dem  Verhältnisse  q:p  gibt,  ehe  beide  Null  werden, 
beliebig  viele  bestimmte  Grenzwerthe  fiir  Q  finden,  wenn  die  drei 
Stutzpunkte  in  eine  Gerade  fallen.  H.  Abel  und  Grelle  wiesen 
denn  auch  in  demselben  Bande  (S.  117  u.  118  ff.)  die  Unbestimmt- 
heit dieser  Aufgabe  auf  anderem  Wege  nach,  und  letzterer  be- 
stimmte die  Grenzen,  zwischen  welchen  die  Belastung  jedes  Un- 
terstutzungspunktes  schwanken  kann,  wenn  man  die  Linie  als 
vollkommen  starr  betrachtet 

Beispiel.  £s  ist  der  Inhalt  eines  abgestutzten  Kegels  zu 
bestimmen,  wenn  er  in  einen  Gyliuder  übergeht. 

Seien  R  und  r  die  Radien  der  beiden  Grundflächen«  h  die 
Hube  des  abgestutzten,  x  die  Höhe  des  Ergänzungs-  und  H=:^k-\-3c 
die  Höbe  des  ergänzten  Kegels,  so  ist 

R 


H=zh-n wnd  x=h' 


daher  der  körperliche  Inhalt  des  ergänzten  Kegels 

R^ 
=  \R^H=i  \nh  tj — -  > 
IC  -^  JP 

der  des  Ergänzungskegels 

und  daraus  der  des  abgestutzten  Kegels 

Geht  derselbe  in  einen  Cylinder  Aber,  oder  wird  r=-R,  «o  wird 
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oder  unbestimmt,  wShrend  wir  dock  vrissee-^  diuts  d^r  lobalt  ein 
ganz  bestimmter  ist    Da  aber 

Ä8-.r»=(Ä-r)(y?»  +  Är  +  r«), 

so  nimmt 

_,      ,    ,(R^  +  Kr+v^)(R-r) 
K=^%h j^^^ 

für  r=zR  auch  tien  bestimmten  Wertb 

K=^7thR^  "'     /•    ^ 

ftiv.  «-^  In  diesem  Fälle  war  es  dem  Gegenstande  angemessen,  dass 
A  tbit  der  zii'eiten  Potenz  einer  Länge  multiplinirt  wurde,  um  die 
dritte  Potenz  einer  solchen  oder  einen  Korper  tu  erhalten.  Durch 
«Ke  Formel  erbatten  mr  aber  erst  6tne  vierte  Poten:^,  die  wir 
durch  Division   auf  eine  dritte   berabbringen  rofissen.     Der  onbö- 

stimmt  machende  Faktor  77 —  rfihrt  nur  daher,    dass  wir  in  der 

it — r 

Forroelentwiclcelung  K  als  die  Differenz  zweier  Kegel  ansahen,  die 

för  r=sA  beide  unendlich  worden,   und  dani  «dann  ob-*** 00  unisr 

der  Form  7.  erschien;  oder,    wenn  wir  noeli  w^ter  mirtl^icgeh#il, 

R                 r 
daher,  dass  die  Verhältnisse  jr^r*  ""^   d >   welche  zur  Be- 
stimmung von  H  und  x  dienten/  unendlich  wurden,    so  dass  die 
DiSereoz  der  Kegel  unbestimmt   werden    musste.  —  Ein  hiermit 

R—r 

Qbereinstiramender  BeweiS;»  dass  jr^z  ^'^^  ^^^  Gegenstände  nicht 

zugehöriger  Faktor  ist,   ist  der,  dass  man  die  Formel 

unmittelbar  erhalten  kann,  wenn  man  von  der  abgestutzten  drei- 
seitigen Pyramide  ausgehend»  diese  als  aus  drei  ganzen  Pyrami- 
den von  der  gemeinschaftlichen  Hohe  h  zusammengesetzt  betrachtet. 

Beispiel.  Die  trigonometrische  Tangente  des  jNeigungswIu- 
keTs  der  Tangente  einer  Kurve  y'=^fx  gegen  die  Axe  0^  zu  finden. 

Lfisen  wir  erst  diese  Aufgabe  filr  eine  Sekante,  welche  durch 
die  Punkte  ar,  y  und  .r+A,  y+A  gebt,  so  finden  wir  aus 

y  +  A=/a:  +  A/»j:+ ^/^o:  + .... : 

4      hfx^^fxA:.... 

h—  Ä  .  . 

27* 
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Setzt  man  Meriti 'A=:0,  ao  wird'   "  '  ' 

k      .     h 

was  die  zwei  Werthe  hat: 

und  wirklich  ist  die  Sekante  unbestimmt,  wenn  nur  ein  Punkt  ge- 
geben ist,  durch  welchen  sie  gehen  soll.  Da  aber  die  Tangente 
die  Grenze  ist,  welcher  sich  die  Sekante  bei  abnehmendem  A  immer 
mehr  nähert,  nicht  aber  die  Linie,  in  welche  die  Sekante  über- 
geht, wenn  ihre  zwei  Durchschnittspunkte  in  einen  zusammenfal- 
len» weil  diese  Linie  plötzlich  unbestimmt  wird,  so  ist  nur  der 
Greozwerth 

'     *     0 
gültig,  und  der  andere  t^q  rfihrt  von  der  Defiaitioh   der  Tan- 
gente als  einer  Sekante  her«; 


IL 

Ton  der  Gestalt  der  durch  die  Gleichung  i=  Vy  *^\ 
dargestellten  Flächen,  bei  welchen  für  den  besonderen 
Werth  a:=aro  nnd  y  =  yo»   ^  =  n  ''^"'d- 


Wenn  der  Ausdruck 


für  x=^Xq  und  9=^0  ^^^  Werth  20  =ß  annimmt,    so  suchjt  man 
den  bestimmten  Werth,   indem  man  von  dem  bestimmten  Werthe 

/X*ro+ A«.yo  +  Äy) 
Bur  Grenze 

d/(aro,yo) 

übergeht»  und  findet,  wenn  man 
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y 


setzt. 


da:  "  dy  " 


.•  '\ 


oder  vfenn  man  den  dem  ^o  »nd  y^  entsprechenden  Wertb  von  ^ 
nit  W  bezeiebnet,   aach 

So  lange  nun  hierin  yo'  selbst  anbestimmt  bleibt,  und  es  ist  das 
willlcuhrliche  Verh&ltniss,  welches  man  den  unendlich  kleinen 
Zuv^acbsen  dy  und  dx  unter  einander  gibt,  so  lange  ist  im  Allge- 
Qieinen  auch  2^  unbestimmt  und  kann  zwischen 

2o=0  und  2o=±Qo 
für 

schwanken. 

Wir  wollen  nun  dieses  Bekannte  uns  geometrisch  vorzul' 
steAen  suchen.  —  Denken  wir  uns,  ähnlich  wie  in  1.  A.  3.)  und 
B.  3);  durch  ticn:/(dr,  y)  eine  Fläche  MNDE  (Taf.  V.  Fig.  7.)  uiid> 
durch.  U^F(Wy  y)  eine  andern  PQDE  dargestellt,  welche  die 
Ebene  JTK  in  den  Kurven  illiV^[/(ar,  y)==0]  und  PO[F(a:,y)=0], 
und  sich  «nter  einander  in  der  Kurve  DE^  deren  Projection  auf 
XY,  B*E' [f[x,y)^=zF(x,y)]  sei,  schneiden;  denken  wir  uns  fer- 
ner an  einer  beliebigen  Stelle  auf  ^F  eine  Senkrechte  errichtet, 
von  welcher  jene  zwei  Flächen  zwei  Stücke  u  und  ü  abschneiden 

werden,  und  denken  wir  uns  endlich  die  Länge  z=:l.  jj  berech- 
net und  auf  : derselben  Senkrechten  von  ^F  an  aufgetragen;  so 
haben  wir  im  anderen  Endpunkte  einen  Punkt  der  Fläche  ^=^gYJ^y 

v«n  der  atte  änderen  Punkte  auf  gleiche  Weise  constrinrt  werden.^ 
Wh  woHea  die  Flächen 

u^n^.  y).  ü=F(a:.  y)  und  ^=^^ 

künftig  def  Kürze  halber  diei  Flächeii  ti,   U  und  %  nennen. 
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Suchen  wir  uns  nun  einen  allgenieiiieo  Begriff  von  der  Ge- 
stalt der  Fläche  z  zu  machen.  VorerM  wird  dieselbe  itfr 
/(x,  ^)  =  0  oder  In  MN  die  Ebene  A'F  schneiden,  dagegen  för 
F(ar,  y)^0  oder  in  der  durch  PQ  gelegten^  auf  JfF  senkrechten 
Cylinderfläche  unendlich  sein,  und  zwar  im  Allgemeinen  dbor»  da 
auf  den  beiden  Seiten  von  PQ  ü  von  Null  aus  im  Allgemeinen 
verschiedene  Zeichen  annimmt.  Ferner  wird  z  In  der  durch  DE 
oder  D'E*  gelegten,  auf  JCFsetikrechten  Cylinderfläche  den  Werth 

1  annehmen.  Für  dei(i  Punkt  A,  den  Ourchschnittspunkt  von  MN, 
PQ  und  DE   finden  so  schon  vier  l¥erthe  Von  z  statt»    nämlich 

2  =  0,  ±00  und  1.  Es  ist  aber  fiir  A,  dessen  Coordlnaten  :ro  und 
^0  seien,  »=0  und   17=0,   daher 

^  _  A^oiyo)_o 

oder  unbestimmt.  Geh^  man  von  A  aus  auf  IHN  vorwärts,  so 
bekommt  man  2=0,  auf  PQ  z=+od  und  auf  den  zwischenlie- 
genden Kurven  im  Allgemeinen  alle  Werthe  (ur  z  zwischen  0  und 
±  Qo.  Geht  man  von  A  in  solchen  Kurven  vorwärts,  welche  über- 
all einen  constanten  Werth  2=c  liefern,  deren  Gleichung  also 

ist,  und  errichtet  auf  denselben  Cylinderflächen ,  so  sind  die  in 
denselben  liegenden,  mit  XY  parallelen  Kurven  Elemente  der 
Fläche  2.  Geht  man  auf  einer  anderen  durch  A  gelegten  Karre 
oder  Geraden  vorwärts,  so  erhält  man  keinen  constanten  Werth 
Rir  2.  Der  Grenawertb  z^  ^  A  M  aber  demjenigen  f^leich,  wel- 
chen die  der  frCheren  Cylinderflächen  gab,  an  weiche  die  ne«e  in 
A  tangirt;  er  hängt  voii  der  Ausgangbrichtung,  d.  i.  ve«  jf^'«  aJk 
•Betrachtet  man  die  Reihenfolge  der  ersten  Cylinderflächen,  9o  kann 
man  sich  die  Fläche  z  auf  folgende  Art  entstanden  dedken.    Eine 

die  Gestalt  ändernde  Kurve,   deren  Gleichung  c=  vy-^-^x  ist,  und 

welche  Anfangs  als  MN  in  ^F  selbst  liegt,  entfernt  sich  nach 
der  positive«  und  negativen  Seite  hin  von  XY,  stets  mit  dieser 
Ebene  parallel  und  stets  die  in  A  errichtete  Senkrechte  durch- 
schneidend, bis  sie  für  c=±co  die  Gestalt  PQ  annimmt  Taf.  T. 
Fig.  &  gib*  in  Verbindung  mit  Fig.  7.  ein  Bild  dieser  Fläche. 
Hierbei  und  bei  den  folgenden  ähnlichen  Ist.  die  Fläche  stets  vdoroh 
eine  kreisförmige  Cylinderfläche  begrenzt  gezeichnet,  deren  Axe 
die  Ordinate  in  A  ist. 

Beispiel  L    Als  einfachstes  Beispiel  dierie  die  Fläche 
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X 

das  hyperbolische  Paraboloid.  Fflr  ^o=Otin^  9o^0  wird  26=  q' 
differensirt  man,  so  wird,  da 

;>ö=o.  9o=i.  ^o=u  e.)=o 


ist: 


««=^=yo' 


und  kano  also  mit  dem  beliebigeo  ^o'  jedeo  Wertb  annehmen.  -* 
Um  die  Gestalt  der  Fläche  näher  zu  bestimmen,  finden  wir,  dass 
tf=y  eine  Ebene,  welche  XY  in  y=:0,  d.  i.  in  der  AxeOJi  (üfiV) 
(Taf.  V.  Fig*  9.),  die  £bene  YZ  in  der  Geraden  uz=zy  schneidet, 
also  den  Rechten  F02  balbirt.  Femer  ist  Vt=zx  ebenfalls  eine 
Ebene«  welche  XY  in  a;=0,  d.  i.  ni  der  Axe  OY(PQ)  schnei- 
det und  den  Rechten  XQZ  halbirt.  —  Um  DE  zu  erhalten,  setzt 
man  x=l,  wonach  x:=zy  die  Gerade /)'£'  gibt,  welche  den  Rech* 
ten  XÜY  halbirt.  Wir  geb^n  Terner  z  nach  und  nach  verschie- 
dene constante  Werthe  c  und  finden  y=zcx,  die  Gleichung  einer 
Geraden,  welche  die  Axe  OZ  schneidet  und  dabei  fQr  c  =  0 
:r=0  wird,  also  mit  lUN  zusammenföllt,  für  c=l  a:=y  mit 
lyE',  für  c=10,  y  =  103:,  für  £?=oo  0=a:  wird,  also  mit  PQ  zu- 
sammenfällt. Ebenso  finden  wir  för  c=— 1,  c=  — 10,  c=— oo: 
y= — ar,  y=  — lOar,  — 0=a:.  Die  Fläche  entsteht  also,  indem 
eine  Gerade,  welche  stets  durch  OZ  geht  und  mit  XY  parallel 
ist  (Taf.  V.  Fig.  10.)»  sich  so  von  dieser  Ebene  auf-  und  abwärts 
bewegt,  dass  sie  im  ersten  Falle  Ton  dem  positiven  Theile  der 
Axe  OX  zu  dem  positiven,  im  zweiten  zum  negativen  Theile  der 
Axe  OF  übergebt,  und  so  die  Ebene  YZ,  welche  sie  stets  in 
OZ  schneidet,  zur  Asymptote  hat  und  für  z=:±od  mit  ihr  zusam- 
menföUt.  Ebenso  hat  diese  Fläche  auch  die  Ebene  XY  zuf 
Asymptote« 


Beispiel  2.    Es  sei 


logjr-f  logy 


so  ist  für  Xq^I  und  j^o  =  -^*  ^^0'     '^^^'^renzirt  man,  so  wird 
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wa»  für  yy'  =  — l  zo=0  und  för  yo'=— i  «0  =  1^  g»l>t-  E'^'» 
80  tritt  für  Xo=z2  und  yo=0,5  Unbestimmtheit  ein.  —  Um  die 
Fläche  z  näher  zu  untersuchen,  finden  wir  vorerst,  dass  die  Fläche 
ii=log.:r-f-logy=:log.ary  mit  A'F  die  Dorchschuitt6kurveO=log.a:y 
oder  l=:a:y  hat,  also  die  gleichseitige  Hyperbel  JüiV  (Taf.  V. 
Fig.  IL),  deren  einer  Scheitel  in  A  liegt.  Alle  anderen  mit  XV 
parallele  Schnittebenen,  för  welche  tt=c,  geben  ebenfalls  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  Gleichung  j:y=c«;  ihre  Axe  wächst  also 
mit  c  und  wird  <1  für  c<0.  Die  Projection  der  Durchschnitts- 
kurve der  durch  OZ  gehenden  und  den  Winkel  XOF  halbirenden 
Ebene  Äf=:y  mit  diener  Flache  u  auf  XZ  hat  d?e  Gfeichudf*: 
tr=rlog.^*,  ist  af so  eine  logarithmische  Linie  niit  den 'zwei  Äcsfen 
CD  und  EF  (Täf.  V.  Fig.  12).  Man  kann  sich  daher  die  Fläche 
durch  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  reränderlicher  Axe  erzeugt 
denken,  welche  sich  parallel  mit  X¥  so  bewegt,  das»  ihre  beiden 
Scheitel  jene  doppellastige  logarithmische  Linie  beschreiben,  sie 
selbst  aber  die  Ebenen  XZ  und  TZ  zu  Asymptoten  hat.  -^  Fer- 
ner ist  die  Fläche  l/==j:  +  2y— 3  eine  Ebene,  w^che  die 
Ebene  XY  in  der  Geraden  PQ  (Taf.  V.  Fig.  IL),  deren  Gleichung 
ar  +  2y  — 3=0  ist,  die  Axe  OZ  aber  im  Punkte  ü=i^3  schnei- 
det. Die  Linien  MIV  und  PQ  schneiden  sich  in  den  Punkten 
-4(a:o  =  l,  yo=l)  und  aix^zzz^,  ^^  =  0,5),  und  es  gehöreii  daher 
die  m  beiden  errichteten  Ordinaten  zur  Fläche  z,  —  Die  Fläche 

2=       ,  2  _^o    endlich  liegt  nur  in  den  Räumen  XOY  and  Jf'OF'. 

Geben  wir  z  nach  und  nach  verschiedene  constante  Werthe  c, 
so  erhalten  wir  fiir  c=l  die  Gleichung  der  Kurve  />'£': or  +  2y— 3 
=  log.:r^,  welche  aus  zwei  Theilen,  nämlich  einer  geschlossenen, 
durch  A  gehenden  Eur^e  und  einem  offenen,  hyperbelähnlichen 
auf  der  anderen  Seite  des  Ursprungs  liegenden  Aste  besteht.  Fuf 
C7=(x  ist  ar  +  2^  — 3:=0,  welche  Gleichung  die  Linie  PQ  aus* 
drückt,  aber  auch  log..Ty=:oD,  welche  beide  Axen  XX'  und  YY' 
darstellt.  Von  diesen  beiden  Linien  gilt  nur  die  erste  för.  J:  od, 
die  zweite  dagegen  vertheilt  sich  zu  Stücken  für  +oo  und  —  a. 
Taf.  VL  Fig.  13.  soll  eine  möglichst  deutliche  perspectivische  An* 
sieht  dieser  Fläche  geben,  bei  deren  Entstehung  die  erzeugende 
mit  XY  parallele  und  die  Ordinate  in  A  (sowie  auch  die  in  u) 
stets  schneidende  Kurve  auf  folgende  Art  ihre  Form  nach  und 
nach  ändert.  Der  positive,  in  ^OF  liegende  Ast  ist  fiir,z=0 
der  Hyperbelast  3iN,  welcher  für  2  >  0  sogleich  die  Gestall  einer 
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geschlossenen  Kurve,  ffir  2=1  die  Gestalt  lyE'  und  für  i=+co 
die  des  Dreiecks  POQ  als  Grenze  annimmt;  (ur  2<0  dagegen 
nähert  sich  dieser  Hyperbelast  rasch  den  beiden  Asymptoten  und 
bat  für  2  =  —  00  die  Gestalt  der  gebrochenen  Geraden  XQPY  «ur 
Grenze.  Der  negative  in  X'QY*  liegende  Ast,  welcher  für  2<'^,2 
imaginär  ist,  bildet  für  z  =  --0,2  einen  Punkt  (a:=-5,2,  ^i^=— 2,6); 
bei  zunehmendem  x  geht  derselbe  in  eine  vrachsende  geschlossene 
Kurve  und  diese  für  2=0  in  den  zweiten  Hyperbelast  ÄiV  über. 
Dieser  schliefst  sich  dann  immer  mehr  an  seine  Asymptoten  an 
und  hat  für  z=:-f  od  dieselben,  nämlich'  die  gebrochene  Geri^de 
X'OF'  zur  Grenze,  -r-  Die  durch  OZ  gelegte  und  den  ^Vlnkel 
XQY  halbirende  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  der  in  Ä  errich- 
teten Ordinate  und  der  aus  zwei  Aesten  bestehenden  Kurve« 
welche  in  Taf.  V.  Fig.  12.  durch  die  punktirten  Linien  zz  darge- 
stellt sind.  j  ^ 

Man  sieht  an  diesen  Beispielen,  wie  man  für  verschiedene 
Werthe  von  z  auf  verschiedenen  Kurven  zur  Ordinate  in  A  ge- 
langt; also  auch,  wie  umgekehrt  ftir  dieselbe  alle  Werthe  von  x 
gelten,  dieselbe  ganz  in  der  Fläche  Hegt. 

Gehen  wir  nun  wieder  in  der  Theorie  und  zwar  zuerst  auf 
dem  analytischen  Wege  weiter.  Gournot  in  seiner  Theorie  der 
Functionen  sagt,   dass 

unabhängig  von  dem  wiilkührlichen '^„' ,  also  bestimmt  sei,  wenn 
Pf^  und  Po  o^®*"  flo  ^^^  Qo  gleich  Null  seien.  Diese  Bedingung 
ist,  wie  man  leicht  sieht,  zu  eng;  es  fimlet  vielmehr  schon  Be- 
stimmtheit statt,  wenn 

*  o        ^o 

ist,  welches  Verhältniss  :^  et  sein  niüge.    Dami  ist  nämlich 
Po=«Po.  ?o==^Qo  wnd  2^=-p--p^-^=xa. 

Die  obigen  Bedingungen  sind  nur  zwei  specielle  Fälle  von  letzte- 
rer. Dabei  ist  x^  bestimmt,  welchen  Werth  auch  y^'  annehmen 
möge,  nur  für 
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P.>  Po       '  A  ö 

yo'=--=:-ö;w.rdx.=5. 

und  les  tritt  wieder  Unhestiniiiitheit  ein. 

Die  geometrische  Betrachtung  fuhrt  uns  zu  demselben  Re- 
sultate. Denken  wir  uns  an  die  Flächen  u  und  C7  in  ^  Tangen- 
tialebenen gelegt,  so  geben  diese,  wenn  man  ihre  Ordinaten  statt 
der  der  ursprunglichen  Flächen  betrachtet,  dieselben  Grenzwerthe 
von  z  für  den  Punkt  A  von  0  bis  4:0o.  Ihre  Durchscbnittslinien 
mit  XY  sind  Tangenten  der  Durchschnittskurven  MN  und  PQ  im 
gemeinschaftlichen  Punkte  A,  Tritt  aber  der  Fall  ein,  dass  die 
Tangentialebenen  dieselbe  Durchschnittslinie  77  (Taf.  VI.  Fig.  14.) 
mit  XY  haben  und  nur  verschiedene  Winkel  mit  derselben  bil- 
den, so  ist  (ur  alle  Stellen  das  Verhältniss  ihrer  zwei  zusammen- 
gehörigen Ordinaten  dasselbe,  nämlich  =a,  und  alle  Grenzver- 
hältnisse 2^0 ^==77  ^^^  ^^^  beiden  ursprünglichen  Flächen,  auf  wel- 
cher Kurve  man  sich  auch  dem  Punkte  A  nähern  möge,  nehmen 
denselben  gemeinschaftlichen  Werth  a  an.  Da  jedoch  die  Tan- 
gentialebenen für  ihre  gemeinschaftliche  Durchschnittslinie  TT  mit 

XY  den  Werth  z=:g  geben ,  da  ferner  die  Kurven  AfiV  und  PQ^ 

welche  bei  A  an  TT  tangiren,  überall,  also  auch  bei  A^  zrrO  und 
x=dboD  liefern,  so  wird  man  hier  die  verschiedensten  Werthe  von 
Zo  erhalten,  je  nachdem  man  sich  diesem  Punkte  auf  irgend  einer 
aber  stets  an   TT  tangirenden  Kurve  nähert. 

Die  so  entstehende  Fläche  z  unterscheidet  sich  nur  dadurch 
von  den  früheren,  dass  die  erzeugende,  mit  XY  parallele,  ihre 
Gestalt  ändernde  Kurve  sich  so  an  die  Ordinate  in  A  anlehnt, 
dass  sie  immer  an  derjenigen  Ebene ,  welche-  XY  senkrecht  in 
TT  schneidet,  tangirt.  In  jeder  nicht  in  dieser  Ebene  liegenden 
Richtungslinie,  in  welcher  man  sich  yl  nähert ,  erhält  man  ein  uud 
denselben  bestimmten  Werth  a  für  z^. 

Für  diesen  Fall  fallen  also  die  Tangenten  an  den  Durchschnitts- 
kurveo  IHN  und  PQ  in  At  für  welche  zur  Bestimmung  von  yj 
die  Gleichungen 

f>o  +  ^o3^«'=0   und    P.  +  öoyo'=0 
gelten,  zusammen,  wonach 
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gleich  sein  müssen,  woraus 


^r^ 


=a 


folgt.  Ist  diese  gemeinschaflliche  Tangente  TT  mit  der  Aze  OJi 
parallel 4  so  ist  y^'—O,  also  auch  Po=0»  ^o=0;  ist  sie  dage- 
gen mit  OF  parallel,  so  ist  y,/=a),  also  9o=0,  Oo==^;  ^^^  «'»o 
mit  den  obigen  speciellen  Fällen  tlbereinstirnmt,  wie  das  vorher« 
gehende  mit  dem  allgemeinen. 

Beispiel  3.    Hat  man 

so  wird  nir  yo=^^o>  ^o=A9  zugleich  tritt  aber  auch  der  bestimmte 

Werth  Zo=^l  ein,  welchen  map  ohne  zu  differenziren  findet,  da 
hier  die  gemeinschaftlichen  Factoren  y  —  x  deutlich  hervortreten. 
Die  Fläche  tt=^ — x  ist  aber  eine  Ebene»  welche  XY  in  .v=ar 
und  XX  in  t«= — ;r  schneidet;  ebenso  ist  XJ-^x  —  y  eine  Ebene, 
Welche  XY  in  derselben  Geraden  y  —  a:,  X2t  aber  in  f7=a:  schnei- 
det. Beide  Flächen  schneiden  also  XY  in  derselben  Geraden 
y='X  unter  gleichen,  aber  auf  verschiedenen  Seiten  liegenden 
Winkeln»  weshalb  das  Resultat  s  =  —  1  leicht  zu  fibersehen  ist. 
Zu  dieser  Ebene  z= — \  gehört  aber  noch  die  Ebene  y^-x  als 
zweiter  Ast  der  Fläche  z,  was  noch  deutlicher  hervortritt,   wenn 

nian  ähulich  wie  in  L  B.  3.)  die  FonctioD  zs=:^^ aus  der    im 

x—y 

Bewpiei  1.  discutirten  z=—  entstehen  iSsst,  indem  dabei  die  bei* 

X 

den  Flächen  u  und  JJ  (Taf.  V.  Fig.  9.)  ihre  Lage  nach  und  nach 
so  Undern,  dass  die  Geraden  MTS  und  PQ  in  die  />'£'  zusam- 
menfallen.  Hierdurch  schliesst  sich  das  dort  entstandene  hyper- 
bolische Paraboloid  (Taf.  V.  Fig.  10.)  immer  enger  an  seine  Asymp- 
totenebenen a'=0  und  2=0  an,  bis  es  endlich  mit  denselben  zu- 
sammenfallt, ivenu  diese  zugleich  selbst  ihre  Lage  in  die  xz^.y 
und  z= — 1  umgeändert  haben.  — Statt  des  Punktes  A  haben 
wir  hier  eine  Linie  x=^y. 


Beispiel  4.    Ist 


logjT  +  logy 
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so  wird  fiir  aro  =  l  und  yo  =  l*  *o=q*    Differenzirt  mao,  so  wird, 
dapo  =  ^  =  l,  ^o=,7  =  l.    /'o  =  Siind©,  =  |: 


Hierbei  ist 


daher 


""I  +  Iy»'* 


für  .yo'= — 1  ist  noch  Xo  =  a'  —  Um  diese  Resultate  an  der  Ge- 
stalt der  Fläche  bestätigt  zu  finden,  bemerken  wir,  dass  wir  fast 
das  Beispiel  2.  wieder  haben.  Hier,  wie  dort,  ist  t£=Ioga:-f  logy 
jene  logarithmische  Fläche  (Taf.  V.  Fig.  11.  und  12.)»  hier  ist 
V-=z\{x-{-j/^%  ebenfalls  eine  Ebene»  welche  wie  dort  die  Aze 
OZ  in  z= — 3  schneidet;  ihre  Durchscbnittslinie  P'Q'  mit  XT 
jedoch  hat  die  Gleichung  0  =  a:-(-y— 2,  geht  also  auch  durch  den 
Punkt  At  für  welchen  0:^  =  1  und  ^o  =  l»  tangirt  aber  hier  die 
Kurve  MN,  Es  tritt  also  der  Fall  ein ,  dass  31N  und  P^Q*  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  in  A  haben,  näralicb  die  Gerade  P'Q* 
selbst.  Dem  entsprechend  ist  auch  die  Gestalt  der  Fläche  %  bei 
der  Ordinate  in  A  beschaffen.  Nimmt  man  mehrere  horizontale 
Schnitte,  gibt  also  z  verschiedene  constante  Werthe  c,  so  erhält 
man  Kurven ,  den  entsprechenden  in  Beispiel  2.  sehr  Ihnlieb»  aber 
mit  dem  Unterschied,  dass  hier  diese  erzeugende  veränderliche 
Kurve,  welche  mit  XY  parallel  sich  aufwärts  bewegt,  stets  bei 
dem  Durchschntttspunkte  mit  der  Ordinate  in  A  an  die  Ebene 
x-\-y — 2  =  0  tangirt.  Für  z=J  wird  dieselbe  zu  einem  Punkte 
und  geht  dann  bei  wachsendem  z  auf  die  andere  Seite  jener  Or- 
dinate und  endlich  für  z=-f  oo  zu  dem  Dreiecke  Q'QP  Ober. 
Die  Gestalt  der  Fläche  ist  daher  der  in  Taf.  VI.  Fig.  1^.  darge 
stellten  sehr  ähnlich,  nur  dass  der  dort  schon  enge  Hals  hier  für 
z=J  die  Weite  eines  Punktes  annimmt. 


Beispiel  6«    Hat  man 
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80  wird  ffir  aro=:0  aod  ^o=0:  ^o  =  n*    ferner  ist 

daher 

-l  +  O-y.',-.^ 
'»-      O.y.'      -+*' 

je  nachdem  yo  =  0  Grenzwerth  von  .y>0  oder  von  ^<0  ist;  nur 

fHr  ^^'  =  — ^  :t=+oo  ist  2„=:ä.    —    Untersuchen    wir    nun     die 

.Fjäcfaen.     Vorerst    schneidet   die    Fläche   u    die    Ebene    XY  in 

y^=z  -p^x  {MN  in  Taf.  VI.  Fig.  15),  einer  Parahel  vom  Parameter  -—^^ 

4ie  Ebene  XZ  nach  der  Geraden  uz=i  —  x  {uu  in  Taf.  VI.  Fig.  16.) 
und  für  2  =  c  erhalten  wir  als  mit  XY  parallele  Schnitte  die  Pa- 

'     1  l 

rabeln  y*=:-TQ(a:  +  c),  von  dem  constanten  Parameter -—v.   Diese 

Fläche  tt^'.eine  parabolische  Cy linderfläche,  entsteht  aSso,  indem 
die  Parabel  y*=  -r-^^,  welche  in  der  Ebene  XY  liegt,  deren  Schei- 
tel der  Ursprung  und  deren  Aze  QX  ist,  sich  so  an  der  in  der 
Ebene  XZ  lie|;enden-  Geraden  u^^—x  hinbewegt,  dass  ihr  Schei- 
tel die  letztere  beschreibt,  ihre  Fläche  und  Axe  aber  in  stets  pa- 
icallelqr  Lage  bleiben.  —  Die  Fläche  V  hat  mit  der  Ebene  XY 
die  Kuf.ve  0=:y^  +  ^*(PO)  gemein,  welche  aber  der  Punkt  a:=0, 
yzz.0{4)  i^t.  Sie  schneidet  die  Ebene  XZ  in  der  Parabel  ü=^x^ 
(Ül7  iu  Taf.  VI.  Fig.  16.),  und  jeder  mit.XF  parallele  Schnitt  gibt 
für  a;  =  c  den  Kreis  c=y^-\-x^.  Die  Fläche  ist  daher  ein  Rota- 
Vionirparaboloid»  das  durch  Drehung  der  Parabel  I7=a:^  um  die 
Jt^e,  OZ  entsteht;  sein  Scheitel  berührt  die  Ebene  XY,  —  lo 
diesem  Falle  ist  also  die  Axe  OF  die  gemeinschaftliche  Tangente 
von  MN  und  PQ,  da  jede  durch  den  Punkt  A  gehende  Gerade 
als  Tangente  der  im  einem  Punkte  gewordenen  Kurve  PQ  betrach- 
tet werden  kano.  ,£s  tritt  also  hi^r  für  z«  ein  bestimmter  Werth 
(±pD)  «111 ;  nur  wenn  man  sich  iip  Kurven,  die  an  die  Ebene  YZ 
tangiren,  diesem  Punkte  A  nähert,  bekommt  man  für  z«,  alle  Werthe 
zwischen,  -f  00  und  — oo.  —  Um  di^  Gestalt  der  Fläche  näher  ken- 
nen  zu  lernen,  geben  wir  wieder  z  constante  Werthe  c  und  er- 
halten die  Kurve 
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y«(c-V2)+c(^+iy=^^, 


ein  Kegelschnitt,  dessen  Hauptaxe  die* der  x  und  dessen  einer 
Scheitel  der  Ursprung  ist.     Diese  Kurve  ist  für  c  =  0  die  Parabel 

JUN:if^=:^x;  für  c=l  eine  Hyperbel  />'£':- 0%H(*+l)*=i» 

deren  zneiter  Scheitel  in  a:=  — 1  liegt;   fär  c  =  V2  =  l,4  ist  sie 

4'  2j?*+a:=0,    ein  Paar  von  *wei  Geraden  x:=zO  und  afas — rra 

=—0,7;  för  c=:2  Ist  sie  eine  Ellipse  0^3f^^(a:  +  i)^=:j\,  derea 
zweiter  Scheitel  in  a:  =  — ^  Hegt;  für  c  =  +  oo  geht  diese 
Ellipse  in  den  Punkt  ^:Ä»+y2  =  b  aber.  Für' c<0  ist  die  Kurve 
stets  eine  Ellipse  und  wird  z.B.  für  c=r:— 1>  1,4^*+ (j: — i)*=i; 
für  c  =  —  00  aber  wieder  zum  Punkte  Aia:^  -|-y*  =  0.  Durchschnei- 
det mau  die  Fläche  t  mit   der  Ebene  XZ(i^^=:0),    so  erhfilt  man 

die  Kurve  r= 2*  welche  aus  der  Geraden  t=zO  (der  Axe  OZ) 

und  der  gleichseitigen  Hyperbel  z:r=  —  I  besteht.  ' —  Man  kann 
sich  daher  die  Fläche  (Taf.  VI.  Fig.  17.)  entstanden  denken,  indem 
die  Erzeugungskurve  c(y*  +  a:*)  =  V2y^  — a:  (ein  Kegelschnitt), 
welche  in  der  Ebene  XY  eine  Parabel  ist,  die  den  Scheitel  im 
Ursprung  und  zur  Axe  OX  hat,  sich  parallel  mit  XT  so  bewegt, 
dass  ihre  Axe  stets  in  XZ  und  ihre  Scheitel  in  der  Axe  OZ  und 
jener  Hyperbel  a:tr=  —  ]  sich  beGnden,  indem  sie  dabei  ihre  Ge- 
stalt so  ändert,  dass  sie  fär  c>0  von  der  Parabel  sogleich  in 
eine  Hyperbel  fibergeht,  deren  Hauptaxe  =od;  dass  mit  wach- 
sendem c  die  Hauptaxe  der  Hyperbel  ab-  und  die  Nebedaxe  zu- 
nimmt, und  für  c=V2  dieselbe  in  das  Paar  der  zwei  parallelen 

Geraden  07=0  und  0;=— tth  übergeht;  dass  mit  weiter  wachaen- 

sendem  c  sich  eine  Ellipse  mit  unendlich  grosser  Nebenalte  bil- 
det, weiche  letztere  aber  wieder  beständig  abnimmt,  sowie  auch 
die  Hauptaxe,  so  dass  ftir  e=-f  oo  die  Ellipse  zu  einem  Punkte 
geworden ;  dass  endlich  für  c  <  0  aus  der  Parabel  eine  Ellipse 
entsteht,  welche  für  c= — od  ebenfalls  in  einen  Punkt  übergeht, 
fn  allen  diesen  Lagen  und  Gestalten  berfihrt  diese  Erzeugungs- 
kurve die  Ebene  YZ  in  der  In  A  errichteten  Ordinate.  Letztere 
gehört  ganz  zur  Fläche  und  trftdet  zugleich  ihre  Asyrnptöte,   so 

dass  20= g  und  2o=db^  der  unbestimmte  und  besljiimte  Wetth 
von  20  sind. 


•     Digitizedby  VjiOOQIC 


weicJke  utaer  der  DwntellwngBfarm  S  er$ckeinen.  407 

Gehen  wir  nun  in  der  Theorie  weiter  und  zwar  zuerst  wieder 
anf  dem  analytiachen  We^    let  in 

Po»  9o»  ''o  ^^^  Qo  f^leich  Null,  00  wird  'o=n-    Da^ir  also  durch 

einmalige  Differentiation  Iceinen  bestimmten  Werth  erhalten  haben, 
so  nehmen  wir 

als  ursprflnglichen  Ausdruck,  der  für  A*r=^Qund   y^y^  unbestimmt 
wird,  differenziren  wir  vorher  und  erhalten,  wenn  wir« 


und  analog 


dx       '     dy      dx       *     dy 


dx  ^    dy       dx         '    dy 


setzen  und  diese  dem  x=zxq  und  y  =  yo  entsprechenden  Werth e 
wieder  mit  ro,  $q,  Iq,  Rq,  /So  und  Tq  bezeichnen: 

_  rO+2^oy'o+/oyV 

*^-i?o+2Soyo+nyV' 

weil  die  Glieder  g^y'^  und  Q^"  wegen  vo  und  Qo^=0  wegfallen. 
Dieser  Werth  von  20  ist  im  Allgemeinen  unbestimmt,  indem  man 
y'o  jeden  beliebigen  Werth  zwischen  -f  oo  und  —od  beilegen  kann; 
jedoch  ist  damit  nicht  gesagt,  dass  auch  Zq  zwischen  -|-  00  und  —  od 
schwanke.  Kann  der  Zähler  =0  werden,  oder  hat  ro+^cV  04*^^0^=0 
einen  reellen  Werth  von  y^Q  zur  Wurzel,  so  kann  auch  2o=0  wer- 
den; ebenso  kann  Zo=:od  werden,  wenn  ein  Werth  von  ^o  den 
Nenner  lZo-|-2$o^  o-h  ^oy'o^  20  Null  machen  kann.  Findet  letzteres 
aber  nicht  statt,  so  liegen  die  unendlich  vielen  möglichen  Werthe 
von  Zo  zwischen  Grenzen,  welche  man  findet,  wenn  man  die  Werthe 
der  Veränderlichen  y'o  Bucht,  für  welche  Zq  ein  Maximum  und 
Minimum  wird.  Haben  endlich  Zähler  und  Nenner  gleiche  Wur- 
zein, d.  h. 

Zo_ ^ 

so  ist  2o^a  ein  bestimmter  Werth 


-jy-  =  -^  --  ^-  =:^a  , 
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Die  geometrische  Betrachtung  zeigt  uns  in  Uebereinetim- 
niung  mit  diesem  Folgendes.  Wenn  ^le  beiden  FIfichen  Mr-und  (7 
im  Punkte  A  die  Ebene  XY  nicht  schneiden,  sondern  nur  berüh- 
ren, so  können  uns  die  Tangentialebenen  nicht  mehr  wie  bisher 
2o  bestimmen,  weil  sie  beide  ganz  in   XY  fallen.      Und  wirklich 

muss  dann  cZt<=£0  und  rft/ssO,  also  auch  ^^^'Jfj^n  ^^öf^len.  — 

Wir  haben  dann  den  Fall  bei  Flächen^  welcher  dem  in  I.  A.  3) 
für  Linien  behandelten  entspricht.  Denken  wir  uns  nämlich  Cy^ 
linderflächen  durch  die  Ordinate  in  A  gelegt,  so  schneiden  alle 
diese  die  beiden  Flächen  in  Kurven,  welche  die  in  der  Ebene  AF 
an  jene  Cylinderflächen  gelegte  Tangenten  in  A  berühren;  wir 
bekommen  dess wegen  iiii  djese  letzteren  nach  I.  A.  3)  einen  be- 
stimmten Gpenzwerth  für  2^  auf  jeder  Cylinderfläche,  welche  aber 
im  Allgemeinen  unter  einander  verschieden  sind;  ebenso  wie  wir 
vorhin  bei  der  entsprechenden  willkührlichen  Annahme  von  y'^ 
verschiedene  Werthe  von  Zq  erhielten.  Hat  man  diese  Cylinder- 
flächen so  gelegt,  dass  auf  ihnen  überall  2  constant  ist,  so  ist  die 
resultirende  Kurve  mit  ^F  parallel.  Unsere  Fläche  kann  also  ganz 
wie  alle  früheren  entstanden  gedacht  werden^  nämlich  dadurch, 
dass  sich  die  ihre  Gestalt  ändernde  Erzeugungskurve  mit  XY  pa- 
rallel und  stets  die  in  A  errichtete  Ordinate  durchschneidend,  an 
dieser  hinbewegf,  jedoch  zwischen  bestimmten  Grenzen,  welche 
freilich  auch  Jroo  sein  können.  —  Liefern  alle  beliebig  durch  die 
Ordinate  in  A  gelegte  Cylinderflächen  denselben  Grenzwertb  für^, 
60  fallen  beide  Grenzen  von  Zq  zusammen  und  die  Fläche  z  tangirt 
die  Ebene  z  =  Zq  >"  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  der  Ordinate 
in  A.  —  In  diesem  .Falle  .niüssen 

und 

d«  t7=c/a;a(Bo  + 'Wo-!- ^aVV) 
fffr  gleiche  W^erthe   von  y'Q  stets  unter  einander  dasselbe*  Ver- 
hältniss  ^%fj^^o  haben,  oder  es  muss 

sein.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall  bei  Rotationsflächen,  bei  denen 
alle  durch  die  Axe  gelegten  Ebenen  gleiche  Durchschnittsktirven, 
also  auch  gleiche  Grenzwerthe  Zq  g^ben.  Die  Fläche  z  ist  dano 
wieder  eine  Rotationsfläche.  Die  Ordinate  in  A  gebort  aber  stets 
und  zwar  in  diesem  Falle  als  isolirte  Linie  aus  den  in  1.  darge- 
legten Gründen  zur  Fläche.  ...  1 
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Beispiel  6.    Setzt  man  in 


■y" 


=ö'  * 

p,=:0,  ,,0=2^0=0,  />o=2a:o=0  und  Qo=2yo=0. 


01^=0  aod  .Vo=0,  so  wird  zo:=ä;  da  ferner 


so  ist 


Bei  nochmaliger  Differentiation  ergibt  sieb 

ro=0,  «0=0,  A>=2,  «0=2,  «0=0  und  To  =  2, 
daher 

Daa   Minimum  dieses  Ausdrucics  ist  2o=:0  für  ^q^iO^   und  das 

Cm  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Resultate  zn  finden, 
beroerict  man,  dass  die  Fläche  w^y^  die  Ebene  XT  in  der  Ge- 
raden y=0  {MJS  in  Taf.  VI.  Fig.  18.),  die  Ebene  TZ  und  alle 
damit  parallelen  aber  in  der  Parabel  u=y^  schneidet;  diese  Fläche 
entsteht  also,  indem  sich  die  in  der  Ebene  YZ  liegende  Parabel 
n^^y\  deren  Aze  OZ  und  deren  Scheitel  der  Ursprung,  so  in  pa- 
ralleler Lage  bewegt,  dass  der  Scheitel  die  Axe  OX  beschreibt. 
Die  Fläche  ist  daher  die  schon  in  Beispiel  5.  vorgekommene  pa- 
rabolische €y linderfläche ,  nur  mit  veränderter  Lage  der  Aze.  — 
Die  Fläche  T]'r=-x^\y^  ist  das  ebenfalls  in  Beispiel  5.  vorgekom- 
mene Rotationsparaboloid ,  dessen  Axe  OZ  und  dessen  Scheitel 
der  Ursprung.  Taf.  VI.  Fig.  18.  giebt  eine  Vorstellung  beider  Flä- 
chen; der  Punkt  A  liegt  diessmal  im  Ursprung.  —  Die  Fläche  % 
trifft  die  Ebene  XY  \xi  der  Geraden  y  =  0.  Gibt  man  %  verschie- 
dene constante  Werthe  c,  so  erhält  man  die  Kurven 

y«(l— c«)=ca:«  oder  y=±v(j:3^a}*» 

d.  i.  ein  System  zweier  sich  im  Ursprung  schneidender  Geraden; 
filr  c=l  wirjl  a:=0,  welche  Gerade  die  Projection  I^E'  der  Durch- 
scbnittslinie  der  beiden  Flächen  u  und  17  auf  XY  darstellt;  (ur 
€>1  ist  5f  imaginär.     Die  Fig.  19.  in  Taf.  VI.  giebt  ein  ,Bild  die- 
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ser  Fläche  z,  weiche  also  entsteht,  indem  ein  System  zweier  mit 
XY  paralleler  Geraden,  welche  sich  stets  in  der  Axe  OZ  schnei* 
den  uod  gleiche  Winkel  mit  der  Ebene  XZ  bilden,  sich  so  an  die- 
ser Aze  OZ  hinauf  bewegen,  dass  sie  in  der  Ebene  XZ  nnr  eine 
Gerade,  die  Axe  OX,  bilden,  mit  wachsendem  z  aber  die  mit  OX 
gebildeten  Winkel  stets  vergrussem  und  fflr  x  =  1  endlich  darauf 
senkrecht  stehen,  indem  sie  sich  wieder  zu  Einer  Geraden  ver- 
einigen. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  ganze  Ordinate  in  A,  nnd  nicht  nur 
das  Stack  zwischen  z^O  und  z  =  l  zur  Fläche  geh5rt,  stellen  wir 
eine  ähnliche  Betrachtung  wie  die  unter  I.  B.  3)  an.  Man  sieht 
nämlich,  dass  dieses  Beispiel  von  dem  Beispiele  6.  nnr  darin  al>- 
weicht,  dass  die  Fläche  tt=^^  nur  eine  andere  Lage,  als  die  ent- 
sprechende tt=V2y^ — X  hat,  in  der  Form  aber  mit  derselben  con- 
gruent  ist*  Denkt  man  sich  nun  die  letztere  durch  Verfinderung 
ihrer  Lage  in  unsere  jetzige  Gbergehen,  so  muss  auch  die  abge- 

leitete  Fläche  2= — ^  ■    a    ^^^^  ^°  unsere  jetzige  entsprechende 

umbilden.  Betrachtet  man  dabei  noch  eine  Zwischengestalt  der 
Fläche  z,  so  findet  man,  dass  hei  diesem  Uebergange  folgende  Ver- 
änderungen vorgehen.  Die  dort  durch  den  Schnitt  mit  der  durch 
OZ  gehenden  und  den  Winkel  XOY  halbirenden  Ebene  entste* 
hende  Hyperbel  zz  (Taf.  VL  Fig.  16.)  verkleinert,  indem  sie  XF 
und  OZ  zu  Asymptoten  behält,  beständig  ihre  Axen  und  geht  zu- 
letzt in  die  auf  einander  senkrechten  Asymptoten  üben  Die  Hy- 
perbeln, welche  durch  Schnitte  parallel  mit  XF  entstehen  und  dort 
zwischen  z=0  und  x=z\/2  lagen,  verringern  die  Ausdehnung  ihrer 
Lage  und  die  Grösse  ihrer  Axen  beständig  und  gehen  endlich, 
zwischen  z=sO  und  z==l  liegend,  in  zwei  sich  unter  verschiedenen 
Winkeln  schneidende  Gerade  über.  Die  ebenfalls  durch  Schnitte 
parallel  mit  XF  (üt  z>  V2  und  z<0  entstehenden  Ellipsen  neh- 
men ebenfalls  stets  kleinere  Axen  an,  indem  diese  ja  durch  die 
Abstände  jener  Hyperbeln  zz  (Taf.  YL  Fig.  16.)  von  ihren  Asymp- 
toten  bestimmt  sind,  und  werden  endlich  zu  Punkten  fflr  z>l  und 
z<0.  —  Hieraus  fol<£t,  was  gezeigt  werden  sollte,  dass  nicht  nur 
das  zwischen  z=0  und  z=l  liegende  Stück  der  Ordinate  in  A 
zur  Fläche  gehurt,  sondern  auch  dessen  Verlängerungen,  indem 
sie  die  Reihe  der  zu  Punkten  gewordenen  Ellipsen  darstellen. 


Beispiel  7.    Ist 


4(T)4V(l~]a:«-y^) 


2"= 


a:*+iy 


.2 


gegeben,  so  ivird  fiir  .^0=0  nnd  .yo=0,  ^o  =  (j'*     Durch  Differen- 
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tiatioD  erh£lt  man 


«0  = 


1^^fe^)^<'"^+^<^^=0 


and  nach  Docbmaliger  Differentiation 

^-    2+8v'o*   -*' 

also  einen  constanten  von  dem  Werthe  von  y'^  unabhängigen  Werth. 
Wir  finden  nun,  dass 

ein  Ellipsoid  darstellt,  welches  XY  im  Punkte  a:o=0,  ^0  =  ^  ^®' 
rührt  (Taf.VLFig.20.)  XZ  in  der  Ellipse  «=4^4^(1  — J^r«)  und 
FZ  in  der  Ellipse  tf:=4=F4V(l— y^)  schneidet.  Die  dritte  Axe 
dieses  Ellipsoids  liegt  also  in  OZ  und  ist  =8,  die  zvieite  mit  OY 
parallele  Axe  ist  =z  2  und  die  erste  mit  OX  parallele  =4.  — 
Weiter  ist  ü^^x^-y-Ay^  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Axe 
OZ  und  dessen  Scheitel  der  Ursprung;  denn  es  schneidet  XY  \n 
ar  =  0,  ,y  =  0,  XZ  in  der  Parabel  t7=a;^,  deren  Parameter  =1  und 
YZ  in  der  Parabel  17^4^^,  deren  Parameter  =J;  jeder  mit  XY 
parallele  Schnitt  endlich  gibt  eine  Ellipse  x'^ -{^  iy'^  =2  c 9  von  der 
die  mit  OX  parallele  Axe  =2Vc,  die  mit  OY  parallele  aber 
=V€  ist.  —  Die  Fläche  z  endlich  gibt  für  z=€  die  horizontale 
Schnittkurve 

«der 

(?+»»)  [«'(t  +y»)  -(2c-i)j=o. 

welche  in  die  swei  Kurven  zerßillt: 

4-+y*=0,  oder  ar=0,  y=0, 

4.  U,  da  diene  Gleichung  von  c  unabhängig,  die  Axe  OZ  oder  die 
Ordinate  in  Ä9  die  dso  ganz  zur  Fläche  gehört,  und  in 

'4 
d.  i,  eine  Ellipse,  von  der  die  mit  OJT parallele  Axe  =-V(2c  — 1) 

S8* 
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2 

und  die  mit  OY  parallele  =— V(2o— l)  ist,  welche  aUo  dasselbe 

constante  Verhältniss  f  baben^  wie  es  bei  den  gleichen  Schnitten 
der  beiden  urspriinglicben  Flächen  stattfindet.  Die  Durchschnitte 
mit  XZ  und  YZ  haben  beide  ihren  tiefsten  Punkt  in  z=i  auf  der 
Aze  OZ  und  die  in  Taf.  VI.  Fig.  20.  dargestellte  Gestalt,  wonach 
sie  und  die  ganze  Fläche  die  Axe  OZ  zur  Asymptote  haben. 

Beispiel  8.    Betrachten  wir  zuletzt  noch  die  Gleichung 

2(T)V4-(a;HyV 
welche  für  x^^O  und  ^0=^»  2o=a  g>bt.     Durch  Differentiation 
erhält  man  dann 

X  —       ^o±yoy  0       _  9 
^      V4^(V+3fo^)      ^ 
und  durch  nochmalige 

2+2^0«     _ 
^-2(l+y'o«):4-^' 

einen  bestimmten  Werth.  —  Die  Fläche  u=x^+y^  ist  ein  durch 
die  Umdrehung  der  Parabel  u=^x^  um  OZ  als  Axe  entstandenes 
Umdrehungsparaboloid,  und  17=2+ V^4  — (ar*+y*)  oder  a:*+y* 
+  (ü — 2)^=4  ist  eine  Kugel,  deren  Radius  =2  und  von  der  die 
Axe  OZ  ein  Durchmesser  ist.  Beide  Rotationsflächen  berühren 
XY  im  Ursprung.  —  Die  Gestalt  der  Fläche  z  finden  wir  leicht, 
indem  wir  bedenken ,  dass 

x^  +  y«=  [2+  Vi-ia:Hy^]  [2  +  V  4-  (xHy^)] , 
woraus  dann 


z==2±^^i-(x^+y'') 

wird,  also  dieselbe  Kugelfläche,  wie  l7=:2TV4-(a:Hy*)  dar- 
stellt, wobei  jedem  Punkte  der  letzteren  der  andere  auf  derselben 
Ordinate  liegende  Punkt  der  Kugel  als  entsprechender  Punkt  der 
ersteren  Fläche  zukommt.  Ausserdem  gehurt  aber  noch  die  Gerade 
x==0,  y  =  0,  d.  i.  die  Axe  OZ  zur  Fläche  z.  -^  Hätte  man  hier 

zz=z  —  ,  50  würde  diess  eine  der  im  vorigen  Beispiele  dargestellten 

Fläche  ähnliche  Rotationsfläche  ausdrucken. 
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Nachdem  wir  nun  die  Gestalt  dieser  Flächen  in  der  Nähe  der 
zu  ihnen  gehurigen  Ordinate  in  A  untersucht  haben  ^  bleibt  uns 
nur  noch  übrige  zwei  Beispiele  zu  liefern ,  worin  eine  von  zwei 
Variabelen  abhängige  Grösse  für  bestimmte  Werthe  der  letzteren 
einmal  wirklich  und  einmal  nur  scheinbar  unbestimmt  wird. 

Aufgabe  1.  Zwei  physische  und  elastische  gerade  Linien 
PjPj  und  Pa'^Ä  (Taf.VI.  Fig.  21.)  durchschneiden  sich  senkrecht 
in  Ihren  Mitten  P,  Dieses  Kreuz  ist  an  den  vier  Endpunkten  Z^, 
P\9  P2*  ^2  tlurch  elastische  Stützen  getragen  und  in  der  Mitte  P 
durch  eine  Last  P  beschwert;  wie  gross  sind  die  Druckkräfte  P|, 
Pi9  P29  P29  welche  P  auf  jede  der  vier  Stutzen  ausübt?  (Siehe 
meine  Abhandlung  über  diese  Aufgabe  bei  beliebiger  Lage  der 
Stützpunkte  im  Archiv,  Theil  XIV,  1850,  Nr.  XXIV.) 

Vor  Allem  sieht  man,  dass,  da  die  Gestalt  des  Vierfusses 
symmetrisch,  die  Belastung  der  gegenüberstehenden  Stützen  gleich 
ist,  nämlich  Pj=P,  und  P^z^P^,  Wenn  nun  die  von  P  ausge« 
henden  Arme  und  die  Stützen  vollkommen  starr  wären,  so  wäre 
wegen  der  symmetrischen  Lage  der  Stützen  nur  noch  die  Bedin- 
gung gegeben,  dass  die  Summe  der  vier  Seitenkräfte  der  Mittel- 
kraft gleich  sein  soll;  woraus  aber  die  zwei  verschiedenen  Seiten- 
kräfte nicht  bestimmt  werden  können.  Es  ist  dieses  leicht  einzu- 
sehen, da  man  ja  P^i  /\  ganz  unbelastet  lassen  kann,  wo  dann 
Pi=^iP  wird,  und  umgekehrt.  Berücksichtigt  man  aber  die'  in  der 
Natur  stets  stattGndende  Elasticität  der  Arme  und  Stützen,  so  fin- 
det man,  dass  bei  der  Belastung  folgende  Erscheinungen  statt- 
finden müssen.  Die  mit  der  Kraft  Pi  und  P*^  auf  ihre  elastischen 
Stützen  wirkenden  Armendeu  drücken  diese  zusammen  und  sen- 
ken die  Stützpunkte  um  ei  und  ^2*  Wenn  die  Krafteinheit  eine 
Stütze  von  gleicher  Elasticität  wie  jede  der  vier  vorhandenen  um 
e  zusammendrucken  kann,  so  ist 

ei  =  Pie   und    e2=-Pa^- 

Femer  werden  die  Arme  wegen  ihrer  Elasticität  sich  von  den 
Stützpunkten  abwärts  biegen  und  in  dem  so  zweimal  gesenkten 
Belastungspunkte  P  (Taf.  VI.  Fig.  22.)  eine  gemeinschaftliche  ho« 
rizontale  Berührungsebene  haben.  Es  sei  nach  der  Senkung  der 
Stützpunkte  Pi  und  P^  ihr  Abstand  von  dieser  Berührungsebene 
bi  und  As,  und  PPi=ai  und  PP2^=a^  seien  die  Längen  der  Arme, 
80  kann  man  annehmen,  dass  diese  letzteren  in  P  eingemauert 
seien  und  durch  die  aufwärts  gerichteten  rückwirkenden  Kräfte  Pi 
und  P2  ^^^  Stützen,  welche  in  den  Abständen  a^  und  02  angrei- 
fen, um  bi  und  62  von  der  Tangente  am  eingemauerten  Ende  ab- 
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gelenkt  werden.  Vermag  nnn  die  Krafteinheit  am  Ende  einer  Linie 
von  der  Längeneinheit  und  von  gleichem  Biegangsmomente,  wie 
das  jener  Arme«  wirkend,  ihren  Angriffspunkt  von  der  Tangente 
am  andern  eingemauerten  Ende  um  b  abzulenken,  so  ist  nach  den 
Gesetzen  der  Elasticität  * 

bi==bPia\  und   6a=:6/\a'a« 

Da  nun  ei-y-bi  und  e^'{-b*^  die  Abweichung  jener  gemeinschaftlicheB 
Beruhrungsebene  von  der  Ebene  der  unbelasteten  Stützpunkte  be- 
deutety  so  muss  «i-f6i=^9-f  6a»   oder 

sein;  da  ferner  2/^+2/^9=^»  so  ist  mit  Hfilfe  der  vorigen  Glei- 
chung 


oder 


"•.0+SI^O=''- 


OD  p  ^  +  ^«'« 


Ist  die  Elasticität  6  der  Arme  gegen  die  Zusammendrfickbar- 
keit  e  der  Stutzen  sehr  klein,  oder  ist  6=0,  so  findet  der  voo  e 
unabhängige  Werth 

2Pi=iP 

statt;  ist  dagegen  i;=0,  so  findet  man 

Ist  aber  keines  gleich  Null,  so  hängt  der  Werth  von  2P|  von  den 
Grossen  6  und  e  ab  und  ändert  sich  mit  diesen.  Ffir  6=0  und 
e=:0  endlich  ist 

wie  wir  auch  schon  bei  der  ursprGnglichen  Annahme  v5lliger 
Starrheit  gesehen  haben. 

Um  eine  bessere  Einsicht  in  diese  Resultate  su  erhaltes»  wol* 
ien  wir 

ai=2,  03=1,  P=l 

und  die  Veränderlichen 

6=ar,  «=y,  2Pi=5« 
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so  wird  ihre  Abhängigkeit  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt.  Stellen  wir  uns  hierunter  wie  früher  eine  FIfiche 
▼or,  so  Ist  tf  =  a*-|-y  eine  Ebene ^  welche  XY  in  der  Geraden 
y=-Ar  (üfiV  in  Taf.  VI.  Fig.  23.),  XZ  und  YZ  in  der  Geraden 
ai=a?  und  tf=:y  schneidet  —  Ebenso  ist  17=9j;H*2^  eine  Ebene» 
welche  jene  Ebenen  in  den  Geraden  ,v= — \x{PQ)y  ü^9x  und 
Uxzüy  schneidet  —  Die  Fläche  t  ist  ein  hyperbolisches  Parabo- 
loid  (Taf.  VI.  Fig.  24.),  wie  die  in  Beispiel  1.  abgehandelte,  aber 
mit  anderen  Coefficienten.  Schneidet  man  dasselbe  nach  einander 
durch  Ebenen,  welche  durch  OZ  gelegt  sind,  z.  B.  durch  die 
y=0,  y^-lx,  s^x,  y=5j;,  j;=0,  so  erhält  man  die  Durchschnitte 

l,a  3.x  2.x         _  6.x        ..l-y 

'^O'    '=2()7i'    '-IITi'    '-197i'    '-2:]^' 

also  gerade^  Linien,  welche  in  ihrer  Contiouität  zwischen  den  Gren- 
zen 2-=^  und  zz=i  den  Theil  der  Fläche  bilden,  dessen  Ordina- 
ten  die  möglichen  Werthe  von  z  =  2P|  darstellen.  Der  übrige 
Theil  der  Fläche  hat  keine  Beziehung  zu  unserer  Aufgabe,  da  ne- 
gative 6  und  e  keinen  Begriff  geben.    Zugleich  ist  ersichtlich,  dass, 

6      X 
nachdem  das  Verhältniss  — =—  angenommen,    2P|  =  2  bestimmt 

1.x 
ist,  und  die  absolute  Grösse  von  x  auf  die  Ausdrücke  z=q^— > 

v.  X 

2.x 
1=1,     •  u.  s.  w.  keinen  Eiofluss  mehr  hat     Nur  ist  der  Werth 
11. X 

jtqssO  und  yo=^^  ausgenommen,  wofür  ^o^=^K»  ^^^^  unbestimmt; 

was  auch  schon  daraus  hervorgeht,  dass  Xqz=0  und  ^0=^  ^'^ 
Grenze  der  Werthe  von  j:  und  ^  bei  allen  muglichen  Verhältnissen 
derselben  ist,  also  för  sie  auch  alle  Werthe  von  z,  die  diesen  Wer- 

X 

theo  von  —  entsprechen,  gelten  müssen. 

bA-e 
Es  stimmt  also  hier  die  aus  der  Formel  2P|  =üAj,t>'  bervor- 

gehende  Unbestimmtheit  von  2P|  für  6  =  0  und  e  =  0  ganz  nit 
der  wirklichen  Unbestimmtheit  des  Seitendrucks  bei  vollkommener 
Starrheit  der  Arme  und  Stützen  überein. 

Aufgabe  2.    Es  ist  die  Lage  der  Tangente  in  dem  Doppel- 
punkte einer  Kurve  zu  finden. 


Digitized  by  VjiOOQIC 


416    Wi euer:  ümersucHungen  üb.  die  ünbe$ttmmikeit d.  eröaen. 
Sei 

die  Gleichung  der  Kurve,  so  findet  man  für  sie  die  in  Taf.  VI.Fig.25. 
verzeichnete  Gestalt.  Um  die  Lage  der  Tangente  im  Punkte  X||  =  0 
und  2^0=^  2U  finden^  setzen  wir  diese  Werthe  in 

ein  und  finden  yQ=jr.  Differenziren  wir  wie  froher,  um  den  be- 
stimmten Werth  von  y'o  zu  finden»  so  wird 

yo=    2/       oder  y'o*=-^»  .Vo=±*, 

woraus  sich  ergibt,  dass  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist.  Wir 
kunnen  die  ursprüngliche  Gleichung  auch 

ff=±xV(x  +  l) 

schreihen  und  erhalten  hieraus 

rff/_        3x+2 
dx  —  ^2V(a:+iy 

wasför  Xq^=0  und  ^o^^»  ^0  =  J:^  unmittelbar  liefert,  ohne  vor- 
her die  Gestalt  tt  anzunehmen.  Führt  man  in  dem  ersten  Aus- 
drucke för  y'  den  Werth  von  y=:izxV(x+l)  ein,  so  erhält  mao 

3x^+2x 

^'^±'2xV(a:+iy 

oder,  wenn  man  die  gleichen  Factoren  x  im  Zfthler  und  Nenner 
streicht, 

fibereinstimmend  mit  dem  letzten  Resultate.  Fragt  man  nun,  ob 
denn  die  so  gefundenen  Grenzwerthe  die  einzigen  richtigen  sind 
und  ob  nicht  auch  der  unbestimmte  Werth,  der  die  anderen  in  sich 
begreift»  zulässig  sei,  und  betrachtet  desswegen  zuerst  die  Formel 

,      3x^+2x 

3a?*+2ÄP ' 
so  kann  diese  nicht,  wie  es  bei  der  Fläche  z=: — ^ —   möglich 
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wfire,  anf  jeden  beliebigen  Grenzwertb  von  x^  för  :ro  =  0  aodyo=^^ 
fiihreii,  weil  Dicht  jeder  Weg  oder  jede  beliebige  Relation  zwi- 
schen w  nnd  y,  für  welche  a;o  =  0  und  ^o=0  möglich  ist,  gewählt 
werden  kann,  sondern  nur  die  beiden  ^=db^V(^  f  !)•  —  Fragt 
man,  indem  man  andererseits  die  Formel 

*— *2V(«+l).ar 

betrachtet,  ob  die  Grenzwerthe  y'o=±  1  die  einzig  richtigen  sden 

und  der  Factor  —  wegfallen  ratsse«    so  entscheidet  hierüber  die 

Natur  der  Sache  und  zwar  dahin,  dass  nur  die  Grenzwerthe,  d.h. 
K'wei  Tangenten  an  jenem  Doppetpankte  zulässig  sind.  Der  Fäct<lr 

—  rührt  daher,  dass  vor  der  BestiiAmutig  von*  jf*  die  OleichAn^ 

nicht  In  Bezug  auf  y  aufgeff^st  wurde.  •'' 

Dasselbe  Resultat  müssen  alle  Kurven  mit  Doppelpunkten  ge« 
ben,  weil  sie  5  wenn  man  ihre  Gleichungen  in  Bezug  auf  y  oder 
X  auflöst,  stets  Wurzelausdriicke  geben  mfissen.  So  findet  es 
auch  bei  dem  einfachen  Beispiele 

(y— a:)(y+ar— 2)=0   oder  y=:ldt(j?— 1) 

statt,  welche  Gleichung  zwei  Geraden  darstellt,  fiir  deren  Tangen- 
ten in  ihrem  Durchnittspunkte  ^0=='»  90=^ 

gefunden  wird. 


'u\      . 


Digitized  by  VjOOQIC 


419        Etien:  ßrgdmmp  des  mpHten  JacoöCsckm  Theorems 


Ergänzung  des  zweiten  Jacobi'Bchen  Theorems  fiber 

4ie  elliptiacben  Functionen,  Fortsetzung  einer  früher 

yeroffentlichten  Ergänzung  des  ersten  Theorems'^). 

Von 

Herrn  Essen, 

Lehrer  am  Gymnasiom  so  Stargar 4. 


Es  imrde  i^fundeD 

1    .  /-      8iny*\/-      8ifrg>»\ 

(-      ain<p«\/       siny«^/,      sin  q>^\ 

Durch  deicbzeitige  SobsfltutToD  von  t  för  *  oo^  von  — ;^ — 
^  ^  kl  CS109 

für  sin^  erhielt  man  aus  der  1): 

Diese  Gleichung  kann  sur  Bestimninng  des  constanten  Faqtors 
k  benutzt  werden.    FQr  9=0  wird  2=1;  dies  giebt 


^  Den  frahem  AnfiaCs  a.  n.  In  dieaen  Theile  HefftllL  Nr.  XX.  S.S41. 
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folglich 


MuD  aber  ist  gezeigt  worden,  dftss  man  habe 


o 
wofern  gegeben  ist 

oder,  was  dasselbe  ist: 


6)   cos ^==77==========» 

6)   sin  ^  =  -7==^==;, 

VI— A*cosi(;« 


7)    A^« 


Vermittelst  der  Gleichung  5)  geht  die  3)  ober  in 

0;  costf  -  ^^(1— c«8ln«,Vm9«)  (l-c«sina4«sln9«)^. ' 
sodann  erhSit  man  leicht 

9)   sin  ^  -  ^ .  ^^  (l_c«sin«j«sin9«)  (1— o«  sin«4«sing>«)..^ ' 
nachdem  man  vorher  gefunden  hat 

^  /,  ^,     (I— c^singi^iny'Xl— c*sin«3*8in9^(l— c^sirtcfft^siny^., , 
10)  A(Ä<^;-       ^9(i-c«8ina^SsiD9S)(l-.c>  sinVsin^s)  ..       ' 

•fullidi  ist 
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Sind  die  vier  letzten  Gleichangen  erf&llt»  so  Ut  also 

0  0 

Hieraus  ist  es  nan  leicht,  dai«  nachstebende  Theorem  abzulei- 
ten,  welches  dem  zweiten  Jacobi'scben  entspricht: 

För  p:=2m  bat    man,    wenn  A=V^r^c*  und  A=  V  1— iS:* 
gesetzt  wird: 


0 
wenn  gegeben  Ist: 


(1  4•cotga3^*SIntf^(l^-cotg«4•sina*).... 
""^^  nHFcotg«i*Sn^j«H^^ 

*  r»  V  A     coso-*sino*\/^,     coscr4*sinö*\ 
•^"^    ^  \  mingy-a    /V  smap-4     / 

^^^^  (1  -f  cotgaji*sin  <j>) (1  -f  cotg «3* sin  o>)  (I  +  cotg «^«sm  o«) .. ..  ' 

(-     coscr|*sing*\  /-      cog«3^sing^\ 
^  ^^^^  ""  (I  +  cotg  ai*sin  ö«)  (1  +  cotg  V««n  ö«)  ••••  ' 

In  Bezug  auf  das  Weitere  verweise  ich  auf  Grunert*8  Sup- 
plemente zu  KlflgeTs  Wörterbuch»  zweite  Abtheilung 

s.  20s  r. 

Setzt  man  jetzt  p=2,  so  kommt: 

,    ^      (1 -1-6) sin 9. cos ^ 
VI— c*. sin  9« 

^      l-(l+6)sin^ 
cos  ^  = -775=======- * 

VI  — c«sing>« 

^     (1  -|-  fe)sin  y ,  cosy (I-f6)sin2y 

»n«<^-  l-(l+6)sing)«    ^  (l-6)+(l  +  6)coiÄ9* 
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woraas  mao  leicht  ableitet 

810(29— '^)=  j^^.8io^=A8in^, 
und  es  ist  alsdaoa 

J     V'l^^^^iiTää'^ITSj     i/",     /l-6\^ 

^  ^0  V'Hi+ä; 


sind« 


Zkr  Bestimmung  von  x  erh&lt  man ; 
a  +  ft)8intf 

SinT=  1    ,    I ; — -Mi 

costfV^I— Ä*8in  «• 

C08T  = 1    ■  iL = — Ü » 

1+0.8IDÖ* 


uod  e«  wird  jetzt 


VI— 6««d'««  ~  r+ft,/     4/";        46        .~ ' 


Nun  findet  man  leicht 


folglich 


Setzt  man 


80  ist 


J     A(At)-1/     A(A(»)' 


8inr      sinfft.cosft 


wodureh  man  erhilt 
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I 

sin  (2f(  —  tf)=:Asin  ff. 
Hit  diesen  Gleichnogen  findet  aUo  die  folgende  statt: 

V^l--6«»inö« ""  l  +  V     aF'        ib       TT' 

Ich  bemerke  übrigens  noch»  dass  sich  der  so  eben  erSrterte 
Fall  auch  rein  geometrisch  bebandeln  lässt,  uod  dass  das  ganze 
Verfahren,  welches  ich  fär  y»=2iit  angewendet  habe,  sich  auch 
mit  geringer  Modification  auf  den  Fall  ausdehnen  lässt,  wo  p  un- 
gerade  ist;  ja  es  will  mir  scheinen,  als  ob  dasselbe  riel  kuner 
snm  Ziele  führte,  als  das  bisher  angewandte. 

Man  beginnt  alsdann  damit,  dass  man  setzt 

tang  tpm  =  tangg) .  ^Om, 

and  nimmt  darauf 

^=9+2^+294.,.+29,-i. 
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XXX« 


lieber  die  anabhängige  Bestimmang  der  Aenderongs- 
gesetze  höherer  Ordnungen  einer  doppellen  Funefion« 


Von 
Herrn  Professor  G.  Decket 

in  Aagibnrp. 


Ohogeacbtet  der  Arbeiten,  weiche  über  diesen  Gegenstand 
bereits  erschienen  sind,  dürfte  es  ftlr  Manchen  ron  Interesse  sein, 
das  einracbe  natGrIicbe  Gesets  kennen  su  lernen»  welches  die  h5* 
heren  Aenderungsgesetze  doppelter  Functionen  in  ihrer  Bildang 
befolgen,  und  welches  ich  auf  dem  Wege  der  Induction  gefunden 
habe. 

Setzt  man 

eo  dass  man  die  doppelte  Fimction: 

y=/(9(ar)) 
erhält,  und  bezeichnet  die  Aenderungsgesetze  von  g  in  Bezug  auf 

«        tl        «  u 

u  durch  gl,  yt>  ys*  ••••  y«;  diejenigen  Youy  in  Bezug  auf  x  dnreli 

S       X       S  X 

yif  ^  ya*  ••••  y^9  endlich  die  Ton  tf  In  Bezug  auf  x  einfach  durel^ 
«1»  «z»  Us9  ••••  tcn;  so  findet  man  auf  dem  gewOhplichen  Wege: 

X  tt  II  V  V  « 
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M  U  u  U  «  ■  V 

«  V  V 

U.   8.    f. 

Diese  EDtwickelungeo  zeigen  sogleich  ^  da«8  die  Summe  der 

Exponenten  der  ti-Factoren  dem  Index  von  y  gleich  ist,  und  dass 
die  Summe  der  Producte  aus  diesen  Exponenten  in  die  darunter 

s 

stehenden  Indexe  der  tf-Factoren  dem  Index  ron  y  gleich  wird. 

In  der  Entirickelung  von  y«  wird  demnach  das  allgemeine  Glied 
die  Form  haben: 

u 

^y*  «i'  «i»  tts'  «4f.... 

und  die  Exponenten  p,  q,  r,  s  werden  solche  sein,  dass  sie  den 
beiden  Bedingungen 

*=/'  +  »  +  »•+*+  etc. 

n=p  +  ^g  +  9r+is+  etc 

in  ganzen  Zahlen  Genüge  leisten. 

Setzt  man  z.  B.  k=:n,  so  folgt 

pzzzut  9=0.  r=0,  etc.; 

« 
und  das  erste  Glied  der  Eotwickelung  ist  y»«i". 

Für  *=n  — 1  wird 

p=n  — 2,  9=1,  r  =  0,  «=0,  etc. 

es  gibt  also  nur  ein  Glied  mit  yn^i  und  zwar  von  der  Form: 

tt 

FOr  l;=:n-*2  dagegen  findet  man 
psan—3y  7=0,  r=l,  «=0,  etc.,  p  =  ii— 4,  9=2,  r=0,  etc.; 
also  die  beiden  Glieder: 

y«-a(iVitti— »«3  +iVi«i«-*ti,«). 
Der  Werth  i=fi— 3  gibt  die  Bedingungen 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Mkerer  €rä$mngen  einer  doppelten  Function,  496 

p=fi  — 4,  7=0,  r=0,  «e=l,  etc, 
/!=»— 5,  9=1,  r=l,  «=0,  etc. 
/i=n — 6,  9=3,  rs=0,  «=0,  etc. 

und  damit  die  drei  Glieder: 

a.  8.  r. 

Weoiger  leicht  ist  das  Gesetz  der  CoefBcienteo  N  zu  entdek- 
keo.    Beachtet  man  aber,  dass  die  Coeßicienten  der  Glieder  in 

X  s 

der  obem  Reihe  der  Entwickelungen  von  y^  und  y^  die  Binominal- 
CoefScienten  sind,  und  dass  die  Indexe  der  tc-Factoren  bald  als 
blosse  Indexe,  bald  aber  auch  wie  Exponenten  fnngiren,  so  findet 
man,  dass  die  Coefficienten  iV  mit  den  Polynominal-Coefficienten 
übereinkommen,  wenn  man  sich  ein  Glied  uifi  sowohl  unter  dieser 
Form,  als  unter  der  Form  u^u'^u"K.,*  so,  dass  es  gleichsam  aus  p 
verschiedenen  Gruppen  gleicher  Factoren  von  der  Zahl  k  besteht, 
vorstellt    Bezeichnet  man  daher  die  Factoriellen 

1.2,  1.2.3,1.2.3.4,  1.2.3....p,  1.2.3. ...9 


einfach  durch  2,  3,  4,  p,  9,  so  erhält  man  für  den  Coefficienten 
des  allgemeinen  Gliedes: 

die  Form: 


N='. 


Nach  dieser  Form  findet  man  z.  B. 

»        «  3ti,»  .  »  Suitu      •  3ti8 

'        »  4m|*  .  «  4 tfi'tfa      »  4t/i  «3  .  »  4«4 


^  Bei  die«er  Gelegenheit  ivill  ich  auch  bemerken,  dais  inSohncke'a 
Aufgaben- Sammlong  ^4  oder  £L^^  faltch  angegeben  ict 


TheUXXI. 
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^''•1.2.2«"^*'  2.3  ' 


■*■**  2.2.2*  ^'  1.2.3      '^*  2.4 


*'3.2«     **2.3«' 


Die  Entwickelung  von  y«  wird  demnach  folgende  Form   er- 
halten: 

+**"*V  ^=3.3         n=4.2.2«/ 

"      /wM|*"^U4      ntii»-*t£attg       inii"~^iga^\ 

+*"~*V  S^.4  ^  ^^^^.2.3' "'■ä:::^.3:2»/ 

-fetc 

•      /nMt»-*-Hit.fi      nux^-^-hi^Uk       nui^-'^^u^htk^i 

+  n-.jt-2.3jr^  ■•^ n-ifc-3.2:3^. Ä=2  ^ 

■•■  513:12:4.  ii=2  ■'"n-jfc-s.^.^.  *::3  ■'^ 

+  etc.  +  etc. 
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+y«(T    — 1  +  0^—5  +  ^^^  + +  etc. ) 

tt 

Mittelst  des  allgemeinen  Gliedes  und  mit  BerQcksichtigiing  der 

X 

Bediiignngsgleichungen  (a)  kann  man  dem  Factor  von  yit  die  ilber- 
sichtliche  Form  geben: 

X 

nnd  damit  anch  die  ganze  Entwickelung  von  y«  In  dem  einzigen 
Ausdrucke : 

t=i       *=p+«+r+»+««c.  j9.9.29.r.3>'.s.4«... 

Obersicbtlich  darstellen. 

Dm  eine  Anwendung  des  letztem  Ausdrucks  zu  geben»  sei 
Gibt  m^n  den  Aenderungsgesetzen  von  u  die  Form 


-ar'^-2 

0.  8.   f. 

^        1-3 

so  hat  man 

=  1*= 


(j:^)*jr-* 


und  darnach  wird 
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der  allgemeiDe  Ausdruck  für  das  Bildungsc^esetz  des  nten  Aende- 
rungsgesetzes  von  f{x^)  in  Bezug  auf  or.  Die  innere  Summe  nimmt 
indessen  eine  für  die  Rechnung  zweckmässigere  Form  an,  wenn 
man  die  Binominal -Coefficienten  einführt  Setzt  man  dazu  wie 
gewiihDÜch 

so  wird  die  genannte  Summe : 

12  8 

£»  »."= — "■= — 

und  demnach  erhält  das  Bildungsgesetz  die  elegante  Form: 

-  1        «        s 

«"*=:1  l(=sp4.9-|.r-|-t-|.ete.        p  .    q   .  r  .., 

welche^  wie  man  sieht,  sehr  einfach  aus  unserm  allgemeinen  Aus- 
drucke A)  hervorgeht 
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XXXI. 

Ueber  die  Griindformelii  der  Theorie  der  freien  kramm- 
linigen  Bewegung  eines  Punktes. 

Von 
dem   Herausgeber. 


In  meineD  VorlesuDgen  über  analytische  oder  sogenannte  hShere 
Mechanik  pflege  ich  die  Grandformeln  der  Theorie  der  freien 
krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  aufeinen,  so  viel  ich  weiss, 
bis  jetzt  nicht  bekannten  analytischen  Ausdruck  zu  bringen,  wel- 
cher diese  Formeln^  wie  es  mir  immer  geschienen  hat,  zur  An- 
wendung vorzüglich  geschickt  macht.  Weil  es  mir,  zur  Heraus- 
gabe eines  aus  röhrlichen  Werks  über  die  mir  durch  langjährige 
eifrige  Beschäftigung  mit  derselben  und  in  kurzen  Zwischenräumen 
immer  wiederkehrenden  öffentlichen  Vortrag  überaus  lieb  gewor- 
dene analytische  Mechanik  jetzt  an  Zeit  gebricht,  und,  wie  ich 
leider  mit  ziemlicher  Bestimmtheit  voraussehen  muss,  auch  wohl 
künftig  immer  an  Zeit  gebrechen  wird:  so  will  ich  die  In  Rede 
stehenden  Formeln  im  Folgenden  mir  mitzutheilen  erlauben,  was 
aber  in  zweckmässiger  und  lehrreicher  Weise  nicht  gut  anders 
mugiich  sein  wird,  als  durch  eine  vollständige  Entwickelung  der- 
selben. Zugleich  nehme  ich  mir  vor,  mit  dieser  ähnlichen  Hit- 
theilungen  späterhin  öfters  fortzufahren,  wenn  dabei  vielleicht  auch 
manches  zum  Theil  Bekannte  mit  vorkommen  mag.  Ich  thue  dies 
aber  um  so  lieber,  je  mehr  ich  überzeugt  bin,  dass  die  Vervoll- 
kommnung der  Mechanik  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser 
herrlichen  Wissenschaft  weit  weniger  in  materieller  als  in  formel- 
ler Richtung  zu  versuchen  ist,  und  je  mehr  ich  zu  finden  glaube, 
dass  viele  jetzt  erscheinende  und  zum  Theil  sehr  angepriesene 
mechanische  Lehrbücher  in  keiner  der   beiden  angedeuteten  Be- 
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ziehiiDgen  etwas  wesentlich  Neues  leisten  imd  nur  Bekanntes  in 
wenig  veränderter  Weise  reproduciren,  wobei  ich  aber  nochmals 
wiederhole,  dass  ich  auch  für  die  von  mir  beabsichtigten  Mitthei- 
Inngen  durchaus  nicht  überall  absolute  Neuheit  zu  beanspruchen 
im  Sinne  habe.  Von  meinen  vielen,  nun  bereits  fast  sämmtlich 
schon  in  höchst  ehrenwerthen  Lehrämtern  der  Mathematik  und 
Physik  stehenden  Schulern  bin  ich  vielfach  zur  Herausgabe  eines 
ausführlichen  Werks ^  wie  ich  es  oben  bezeichnete»  aufgefordert 
worden ;  meinen  Dank  für  diese  mich  ehrende  AufTorderong  spreche 
ich  hier  allen  und  namentlich  auch  den  in  theilweise  sehr  weiter 
Ferne  von  mir  Wohnenden  dadurch  aus,  dass  ich  sie  bitte«  die 
folgenden  Mittheilungen  und  ähnliche ,  die  sie  späterhin  im  Archive 
noch  finden  werden,  als  Erinnerungsblätter  an  jene  Stunden  zu 
betrachten,  in  welchen  wir  uns  durch  die  Beschäftigung  mit  einer 
der  edelsten  Wissenschaften  gemeinschaftlich  erhoben  fühlten. 


Wir  nehmen  an,  dass  ein  Punkt  A  von  einem  in  Bezug  auf 
das  zu  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xyz 
durch  die  Coordinaten  a,  b,  c  bestimmten  Punkte  (a6c)  an  durch 
eine  Momentankraft  JP,  die  immer  als  positiv  betrachtet  wird  und 
nach  ihrer  Richtung,  welche  mit  den  positiven  Theilen  dreier 
durch  den  Punkt  (abc)  gelegter,  den  Axeu  der  x,  y^  z  paralleler 
Axen  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  einschliesst, 
für  sich  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  mit  der  eben* 
falls  immer  als  positiv  betrachteten  Geschwindigkeit  V  hervor« 
bringt,  in  Bewegung  gesetzt  werde,  und  dass  am  Ende  einer  jeden 
beliebigen,  von  dem  Zeitpunkte  des  Anfangs  der  Bewegung  an 
gerechneten,  stets  als  positiv  betrachteten  Zeit  t  auf  denselben 
eine  stets  als  positiv  betrachtete  Kraft  Ft  wirke,  welche  zugleich 
mit  der  sich  stetig  verändernden  Zeit  (im  Aligemeinen)  sowohl  ihre 
Richtung,  als  auch  ihre  Grosse  stetig  verändert.  Die  von  der  Richtung 
der  Kraf^  Ft,  die  also  von  der  Zeit  t  abhängig  zu  denken  ist,  mit  den 
positiven  Theilen  dreier  durch  den  Ort  des  Punktes  A  am  Ende 
der  Zeit  <,  dessen  Coordinaten  wir  durch  xts  yt,  zt  bezeichnen 
wollen,  gelegter,  den  Axen  der  a,  y,  z  paralleler  Azen  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  durch 
Vt»  i'^i  V  bezeichnen. 

Wenn  wir  die  Kraft  F  in  dem  Anfangspunkte  (abc)  der  Be- 
fregung  nach  den  drei,  durch  den  Punkt  (abc)  gelegten,  den  Axen 
der  o:,  y,  iK  parallelen  Axen  in  drei  Kräfte  zerlegen  und  diese 
Kräfte  als  {positiv  oder  als  negativ    betrachten,   jenachdem  ihre 
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RichtoDgeD  den  positiveo  oder  negativen  Theilen  der  drei  in  Rede 
stehenden  Axen  entsprechen,  so  sind  diese  drei  Seitenlcräfte  be- 
kanntlich  in  völliger  Allgemeinheit: 

Fcosa,  Fcosß,   Fcosy; 

und  die  Geschwindigkeiten  der  von  diesen  Seitenkräften  nach 
ihren  Richtungen  hervorgebrachten  geradlinigen  gleichförmigen  Be- 
wegungen, welche  wir  immer  mit  denselben  Vorzeichen  wie  die 
entsprechenden  Kräfte  nehmen  wollen,  sind  respective: 

Fcosa,  Fcos/3,    Fcosy. 

Zerlegen  wir  ferner  die  Kraft  Ft  in  dem  Punkte  (pctytxii  nach 
den  drei,  dnrch  diesen  Punkt  gelegten,  den  Axen  der  x,  y,  x  pa- 
rallelen Axen  in  drei  Kräfte,  und  betrachten  dieselben  als  positiv 
oder  negativ,  jenachdem  ihre  Richtungen  den  positiven  oder  nega- 
tiven Theilen  der  drei  in  Rede  stehenden  Axen  entsprechen;  so 
sind  diese  drei  Seitenlcräfte  in  völliger  Allgemeinheit: 

Ft  cos  g)tj    Ftcoa^lttf   Ftcos^. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn  drei  starre,  auf  den  Axen  der  as,  y,  x  senkrecht 
stehende  gerade  Linien  gelegt,  deren  Durchscbnittspunkte  mit 
diesen  drei  Axen  wir  die  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Bahn 
entsprechenden  Projectionen  des  Punktes  A  auf  den  Axen  der 
sf,  y,  X  nennen  wollen,  und  stellen  uns  vor,  dass  die  drei  starren 
geraden  Linien,  und  mit  denselben  also  auch  die  drei  Projectionen 
auf  den  Axen  der  or,  ^,  z,  in  diesen  Axen  sich  zugleich  mit  dem 
Punkte  A  bewegen,  so  legen  die  drei  Projectionen  in  den  ent- 
sprechenden Axen  der  a:,  y,  x  während  des  Zeitiutervalls  oder  in 
der  Zeit  t  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
offenbar  die  drei  natürlich  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
trachteten Wege 

^t  —  a,  yt  —  b,   xt—c 
zurück. 

Am  Anfange  der  Bewegung  wirken  auf  die  drei  dnrch  den 
Punkt  A  gelegten  starren  geraden  Linien,  und  also  auch  auf  die 
drei  Projectionen  die  drei  Momentankräfte 

Fcosa,   Fcosß,  Fcosy; 

▼ermoge  welcher  nach  dem  Obigen  die  drei  Projectionen  in  der 
Zeit  t  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Wege 

Fecoso,    Vtcosß,    VtcoBy 
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zttrücklegen,  woraus  sieb,  in  Verbiodung  mit  dem  Vorbergeben- 
den,  mittelst  einer  leicbt  anzustellenden  Betraebtung  auf  der  Stelle 
ergid>t,  dass  die  gebörig  als  positiv  oder  negativ  betracbteteo 
Wege,  welche  die  Projectionen  in  der  Zeit  /  bloss  vermöge  der 
auf  sie  wirkenden  Kräfte  *) 

Fi  cos  fj>t ,    Ft  cos  ipf ,    Ft  cos  jjt 

zurücklegen,  in  völliger  AUgemeinbeit 

xt — a—  Fifcosa,  yt — b —  Vtcosß,  zt  —  c —  Fifcosy 

sind.  Also  bat  man  nacb  der  Lebre  von  der  geradlinigen  Bewe- 
gung die  folgenden  Gleicbungen: 

_,                8^  {xt —  a —  F^cos  a) 
1 1  cos  tpt  = gTa 9 

,.     ]  -,        ,       8«(yt— 6— F^cos/3) 
1)     l  JFt cos^t  =  — g^a » 

„                8^(2t— c—F^  cos  y), 
Ft  cos^  =  —2^ ^ ^ ; 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2)    Xt^Ftco&tpty   F{=  Ffcosif;«,  Zt=Ftcosxf 

setzen,  d.  b.  wenn  wir  die  drei,  nacb  dem  Obigen  geburig  als 
positiv  oder  negativ  betracbteten  Kräfte,  in  welche  sieb  die  Kraft 
Ft  nacb  den  drei  durch  den  Punkt  {xtytzt)  gelegten,  den  Axei 
der  x,  y,  %  parallelen  Azen  zerlegen  lässt,  durch  Xtt  Yt,  Zt  he* 
zeichnen : 

V      8^(a?t-'g—  F<cosc) 
2Lt= 3^ ^ 

3)    \   F,= ^ , 

-      8*(zt— c— Ficosy) 

^'= w • 

Nun  ist  aber,  weil  a,  6,c;  ä, /?,  y  und  Fconstante  Grossen  sind: 


«)  Solche  als  Functionen  der  Zeit  gedachte  Kräfte,  welche  gewöhn- 
lich besehlennigende  Kräfte  (foroes  acc^I^ratrices)  genannt  werden,  pflege 
ich  mit  dem  mir  passender  scheinenden  Namen  Zeitkräfte»  im  Gegen- 
sätze zu  den  Momentankräften,  zu  belegen« 
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fdixt — a — F^cos«)      dxt      „ 

Wt =li-  ^'^'" 

B(zt~c-rtcoBy)    _8xt     „ 

dt  -St       '^'^^' 

abo,  wenn  man  von  Neuem  differentürt: 

S\xt—a—  Vtcosa)  _  8»art 
Bt  -  3<>* 


5) 


ffl(fft-6-  rtco»ß)_Shft 

Ft        —  a<a' 

a«(tt— c— Fteosy)     8*tt 
Wt  — 8<»' 


folglich  nach  3): 


K,     T-^*      F-^'      y_^« 

Wenn    die   GrSssen  (pt,  it,  jt»  ^t  als  Functionen  der  Zeit  t 
gegeben  sind,  so  sind  natörlich  auch  die  Grossen 

2[t= Ftcoa <pt,  F«=F«co8^,  Zt=Fteo8jf 

ab  Functionen  der  Zeit  gegeben;  und  weil  nun  nach  6) 

oder 

ist,  80  ist,  wenn 

CoDstanten  bezeichnen: 

dxt 


dt 


=  c+fXtdt, 


7)  { ^*=ci'+/r,a<, 

|!=fi'+/Z,a<; 
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oder 

dyt^Cidt  +  Bt/Ytdt, 
du  =  C^dt  +  StfZtBti 

also»  wenn  wieder 

Cf  Ci,  C^ 

Constanten  bezeichnen: 

!a;t=C+  Ct+fdifX^, 
yt=(\  +  Cit+fdtfYidi. 
zt—C^  +  C^t+fdtfZfit 

Weil  nun  nach  4) 

S(xt  —  a  —  F^cos  a)       Bxt      „ 

%^6- mos«  _  htft    j,^^^ . 

-i g^ 22  =  g__peosy 

ist,  80  ist  nach  7) : 

8^5-C:-F£co82Ö^C'.-  Fcosy+/Z,a<; 

oder»  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

10)    af«=/Jfai,    Pf=/Fiö*.    St=fZtdi 


'  A^ ^=  C  —  Fcosa  +  Xtf 

!(2iI±^l£2^=C'»-FcoB^+».. 
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Nach  dem  Obigen  and  nach  der  Lehre  von  der  geradlinigen 
Bewegung  sind  aber 

d{xt  —  a —  Vi  cos  et) 

vt ' 

8(yt— 6—  Vtcosß) 

wt ' 

3(2t— c—  Vtcosy) 

Wt 

die  Ton  den  Projectionen  des  Punktes  Ä  anf  den  Azen  der  x^y^t 
vermöge  der  auf  sie  wirIceoden  Zeitliräfte  *)  Xty  Yt»  Zt  am  Ende 
der  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten,  und  da  diese  erlangten 
Geschwindigkeiten  am  Anfange  der  Bewegung »  d.  h.  nach  dem 
Obigen  fQr  t=sO,  natürlich  als  verschwindend  zu  betrachten  sind, 
so  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  drei  folgenden  Glei« 
chungen : 

C  —  rcosa+Jfo=0, 
Ci— Fcos/J+yo=0. 
Ca— FcoÄy+5o=«; 
ans  denen  sich 

!C  =Fcosa — Xq, 
Ca=Fcosy  — 5o; 
also  nach  9)  und  10): 

!xt—C  +(Fcosa— *o)*  +/*iSt 
yt=Ci  +  {rcosß^Tpo)t+JTptdt, 
zt=  Ci+  ( Fcosy  «5o)«  +/5i8<; 
oder  9  wenn  wir 

13)    Xt'=fXtSU  Vt'^fVtdt,  St'^fStdt 

setzen: 

j  xt=C  +(Fcosa-JFo)/+»«', 

14)    \yt  =  (\+(rcosß^Jpo)t+Vt', 
(  2f=Q  +  (Fcosy-«5o)/  +  5c' 
ergiebt    Ffir  t=0  ist  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

•)  Siehe  oben  die  Note. 
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«o=«.  yo=*.  *«=<?; 
ond  wir  erhalten  also  ans  14)  die  Gleichungen: 

a=c+jp„'.  6=Ci+»o'.  c=c;+5o'; 

ans  denen  sich 

C=a-X'„.    Ci=6-ro.   Ci=c-5'o; 
folglich  nach  14): 

!a:,=a— ro  +  (Fco8«-*o)«  +  *'fo 
y,=6_ro  +  (Fco8^-Vo)«+r.. 
,,  =c-5'o  +  (Fco8y-5o)«  +  5't 
^iebt    Bekanntlich  ist  aber: 


Tp't—V'o=f*  Vtät, 


Daher  kwnnen  die  Gleichungen  15)  auch  auf  folgende  Art  ausge- 
drückt werden : 

xt=a+  (Veosa—Xo)t+r'  X^, 
16)    <y»=6  +  (Fcos/J-Vj/+/^'?>«3«, 

1, = c  +  ( Fco«  y — 5,)<  +r  *  5,at. 

Nach  der  bekannten  allgemeinsten  Reductionsformel  der  Inte- 
gralrechnung ist  aber: 

fX^t=Xt/dt  -fdXtfdt. 

fStSt=Stfdt—f85tfBt; 
also,  weil  nach  10) 

axt= Xtdt,  8Vt=  rst,  sst=Ztdt 

ist: 
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fMtdt  =  1Xt-ftX,dt, 

fStdt  =  tSt—ftZSt; 
folglich: 

t/  o  k/  0 

r*stst=tst-r*tztdti 

and  daher  nach  16): 

.ri=a+  (Fco8«+*t— *oK— y  ^Jfta^ 

2,=c+(Fcosy  +  3:t— 5o)<— /*'<Z«at 
Nach  10)  ist  aber: 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

a?t=a+(Fco8a+  /     -XiS<)<—  f*  tXtdU 

17)    <  yt=6+(Fcos/»+  f*  F,80<  —  /*  *<Ft8t, 

I  t/   0  t/   O 

xt=c  +  (rco8y+  r^ Ztdi)t  -  fUztdU 


oder: 
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art=a  +  (rcosa+/     Ft  co8  <ptdt)t—  /     tFtcostptdt, 

18)    \9t-b+(reoBß+J^ Ftco8iHdt)t'-r\Ftco8ift9U 

xt=c+  (  Fcos y  +  /    Ff  cos  j^B^t—  f    tFtcoA  pdi ; 

t/  0  i/o 

wobei  man  zu  bemerkeD  hat»  dass^  weil  nach  dem  Obigen  die 
MomentaDkraft  F  als  gegeben  angeseben  wird»  natfiriich  auch 
immer  die  Geschwindigkeit  V  der  von  derselben  berrorgebrach- 
ten  geradlinigen  gleichförmigen  Bewegung  als  gegeben  zu  betrach- 
ten ist. 

Vorstehende  Gleichungen  sind  die  Gleichungen ,  welche  Ich  in 
diesem  Aufsatze  hauptsächlich  entwickeln  wollte,  natfirlich  nichts 
absolut  Neues  y  sondern  nur  weitere  Entwickelungen  der  längst 
bekannten  Gleichungen  6).  Bei  Anwendungen  auf  besondere  Fälle 
bieten  aber  die  Gleichungen  18)  wesentliche  Erleichterungen  dar. 
Indem  sie  eine  unmittelbare  Einfuhrung  der  gegebenen  Grossen 
gestatten»  wie  ich  nachher  an  ein  Paar  Beispielen  zeigen  werde. 
Vorher  will  ich  indessen  noch  die  folgenden  weiteren  Betrachtungen 
iMiRigen»  die  keinesweges  neu  sind»  und  hier  nur  zur  Abschlies- 
sung  der  so  wichtigen  Theorie  der  freien  krummlinigen  Bewegung 
eines  Punktes  dienen  sollen»  was  vielleicht  manchen  Lesern  nicht 
unangenehm  sein  wird. 

Wenn  man  aus  den  drei  Gleichungen  17)  oder  18)»  nachdem 
dieselben  durch  Ausführung  der  erforderlichen  Integrationen  geh5- 
rig  entwickelt  worden  sind»  die  Zeit  t  eliminirt»  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  xt,  tft»  zt,  welche  die  Glei- 
chungen der  Bahn  oder  Trajectoria  des  Punktes  A  sind»  so  dass 
dieselbe  also  auf  die  so  eben  angegebene  Weise»  wenn  man  nur 
die  sich  etwa  entgegen  stellenden  analytischen  Schwierigkeiten 
vollständig  zu  fiber  winden  im  Stande  ist»  immer  bestimmt  werden  kann. 

Die  ganzen  von  den  Projectionen  des  Punktes  A  am  Ende 
der  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten  sind  nach  dem  Vorherge- 
henden olFenbar: 

„  .  8te— a — Ftcosa)     Sxt 

FC08  «  + g^ =  -^  , 

Fcos/J  +  -^2 ^ C- = ^ . 

_      .  8(«— c— Ftowio   a« 
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Bezeichnen  wir  nan  die  vom  Ponicte  A  in  seiner  Bahn  am 
Ende  der  Zeit  i  erlangte,  immer  als  positiv  zu  betrachtende  Ge- 
schwindiglLeit  darch  IDr,  and  die  von  deren  Richtung  mit  den  po- 
sitiven Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {xtyttt)  gelegter,  den 
Azen  der  x,  y^  %  paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  &,  17t,  &;  so  ist  offenbar  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  näher  M  der  Null  kommt: 

l^tdt.eosiii:=z^xt9 

Tftjdi.Qos  Vit  =:  ^yu 

VtM»cosit  =  dtt\ 
oder 

^xt  ^yt  ^tt 

»tCOS&=-^,  ll>tCOS^=:-^,   VjCOsfcss-^j-; 

also,  wenn  man  Ai  sich  der  Null  nähern  lässt  und  zu  den  Grän- 
zen  übergeht,   mit  völliger  Genauigkeit: 

19)      ll>tCOS|f=-^,  ll>tCOS^t  =  -J^,    V(COs£t=:-gJ* 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  einander, 
so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Gleichung 

cos  St* + cos  lyt*  +  cos  Jt* = 1 
sogleich : 

und  daher  femer  nach  19): 

hxt 

21)       <   COS«t=l — r     ^  ^  ^  * 

v^(t)-+(t)'+©- 

cos2it= 


^)"+(t)"+a)* 
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Wenn  die  Ricbtnngen  der  KrSfte  F  und  Ft  «nansgesetzt  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  kann  man  diese  Ebene  als 
Ebene  der  ay  annehmen ,  nnd  es  ist  dann  offenbar  allgemein 
fjitzzQO^,  also  nach  dem  Obigen  allgemein 

Zt  =  Fitcosxr=0. 
Folglich  ist  nach  6)  allgemein:- 

woraus  sich,  wenn  &  eine  Constante  bezeichnet, 

dt  -^ 

ergiebt.  Nnn  ist  aber  nach  dem  Obigen  und  nach  der  Theorie 
der  geradlinigen  Bewegung  die  von  der  Projection  des  Punktes  A 
auf  der  Aze  der  z  vermuge  der  auf  dieselbe  wirkenden  Zeitkraß 
Zt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit 

d(zt — c—  Ff  cos  y) 

Ft ' 

also,  weil  im  vorliegenden  Falle  y=90°,    cos 7=0  ist, 

d(zt-c)_dzt 

und  da»  weil  in  diesem  Falle  Zt=0  ist,  offenbar  auch  die  in  Rede 
stehende  Geschwindigkeit  verschwinden  muss,  so  ist 

folglich,  wenn  </'  wieder  eine  Constante  bezeichnet, 

zt^zc". 
Am  Anfange  der  Bewegung,  d.|h.  für  f =0,  befindet  sich  aber 
der  Punkt  A  offenbar  jedenfalls  in  der  Ebene  der  xy,  und  es  ist 
also  2ro  =  0,  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergebenden  zt  constant 
ist,  allgemein  zt=0.  Demnach  befindet  sich  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  der  Punkt  A  zu  jeder  Zelt  in  der  Ebene  der  :ry, 
oder  seine  ganze  Bahn  ist  ein,e  Curve  von  einfacher  Krümmung. 
In  diesem  Falle  reduciren  sich  also,  wenn  man  die  Ebene,  in 
welcher  die  ganze  Bahn  liegt,  als  Ebene  der  xy  annimmt,  die 
obigen  Systeme  dreier  die  Bahn  charakterisirender  Gleichungen 
auf  die  beiden  ersten  Gleichungen  dieser  Systeme,  weil  schon 
durch  diese  beiden  Gleichungen  die  Bahn  vollständig  charaicterisiit 
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wird.  Also  bat  man  in  diesem  Falle ^  wcdd,  wie  gesagt,  die 
Ebene«  in  welcber  die  ganze  Babn  notbwendig  liegen  muss,  als 
Ebene  der  ay  angenornuiev  wird ,  nach  6)  die  beiden  Gleichungen : 

ferner  nach  17)  und  18): 


23) 


xt  =  a  +  (r cosa  +  f   Xtdt)t -  f     tXtdt , 

«/   O  t/    0 


oder 


:tt'=^  a+(Fcosa  +  /     FtC(}s(ptdt)t—  /      tFtcostptdt, 

24)    j;  Jo^  Jo.^ 

I  Jf*=^  +  (Fcosj5+  /   Vrcos^röOi—  /    '^FfCiesi^ta*; 
endlich  nach  20)  und  21):  f;        ' 


und 


dort 
cos  |t : 


-ST 


26)    ^ 


l 


Y(^)"+(IO" 


Bezeichnet  man  aber  in  diesem  Falle  den  von  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  Vt  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ;r 
eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Win  kd'(^y) 
hindurch  von  0  bis  360^  zählt,  durch  |f,  so  muss  man  im  Vorher- 
gehenden, w^e  (eicht  ^helfen  wj^d,  für  cos^,  cosi?t  respective 
cos£i,  sin|(  s^taeo,  un&^erb&lt  aM  au's  26):    '-^ 

Theil  \XI.  30 
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cos  It : 


"'>[W^Y 


Sin  4«  = 


V(%)'+(ty 


woraus  aach 


folgt. 


28)    ta»g&=^^ 


Wenn  wir,  indem  wir  wieder  zu  dem  obigen  allgemeinen 
Falle  zurückkehren,  die  Wirkung  der  Kraft  Ft  in  dem  Punkte 
(xtyttt)  nach  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  Geschwindigkeit 
Vt  liegt,  die  offenbar  mit  der  Berührenden  der  Trajecforia  in  dem 
Punkte  (xtyttt)  zusammenfallt,  indem  wir  zugleich  diese  Wirkung 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  ihre  Richtung 
mit  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  Vt  zusammenfallt  oder  der- 
selben entgegengesetzt  ist,  durch  St  bezeichnen;  so  erhellet  mit- 
telst einer  einfache^,  auf  die  Lehre  von  der  Zerlegung  der  Kräfte 
gegründeten  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

29)  ft  =  Xcosit  +  Yt cosi^f  +  Zt cos fc, 
und  folglich  nach  6)  und  21): 

dxt    8*^f  ,  %r    Shft  .  Bit   8ht 

30)  ^c=.r^.r-^^..^..     .,,.. 


Y(l^)'+©*+(lO 


ist.  Bezeichnet  aber  St  den  von  dem  Punkte  A  während  des 
ganzen  Verlaufs  der  Zeit  t  vom  Anfange  der  Bewegung  an  stetig 
durchlaufenen  Weg  oder  Bogen  der  Trajectoria,  so  ist,  da  augen- 
scheinlich St  mit  t  immer  gleichzeitig  zunimmt  und  abnimmt,   der 

Differentialquotient  -07-  jederzeit  positiv,    und    folglich  nach   den 

Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


»)t=V^)'+^)'+ (%•)'• 
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Daher  ist  nach  d^  'beMeti  verbtrgebeiidaii-PormeiB: 

Aus  der  Gleichung 

folgt  aber  durch  Differentiation  t       .  /     . 

also  nach  32): 

eine  Gleichung,    welche  zu  der  entsprechenden  Gleichung  in  der 

Theorie  der  geradlinigen  Bewegung  eine  nierkuürdige  Analogie  hat. 

Aus  der  Vergleichung  von  32)  und  33)  mit  einander  erglebt  siebt 

dSt  •  dt»  ^dSt'  Bi^^dSs     dt^-^  Bfl  ' 
also  nach  6) : 

^'B'St  +  ^'ßi  +  ^'BSt^'SF 
oder 

XtBxt+  VtByt+Zt82t= — g^ — > 
und  folglich  9   weil 

8.(aSf)«=2S&3«& 

<iiXtBxt+rt8yt+ZtBzt)=^B,(j^y . 
also 9  wenn  K  eine  Constante  bezeichnet: 

^y=K+i/(XtBxt+rt8tft-tZtBzth 
&  L»  weil  nacbaO)  md  31) 

34,  ».=^ 

Istv  —  eine  Formel,  deren  Analogie  mit  der  entsprechenden  Formel 
in  der  Theorie  der  geredlinigeii  Bewegung  nicht  zu  verkenneii  ist»  — 
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36)    .»r*=sÄ+2/(jr»aaj»+n8yr+2fM- 

Weon  nuD 

Xtdxt  •\  Ytdyt  +  Zthxt 

ein  vollständiges  Differential  einer  Function  der  drei  veränderlicbeo 
Grosseo  xt^  yt,  zt  ist,    so  kann  man 

f{Xt^xt^'Ttdyf{-Ztdit)±::f{xt,yi,U) 

setzen,  und  hat  dann  riacb  35): 

36)    »t*  =  A:  +  2A^t,»r,  ir). 

Wenn  für  xt=:m,  yt=^n,  zt^k  die  Geschwindigkeit  Vt  den 
Werth  ü  erhält,  so  ist 

i|2i=i:+2/(ia,  »,  Ä), 


oder 


folglich 


»,«=:il«  +  2{/(a:t,yr,ii)-A»»,  n.*)}» 


37)    »,  =  V'Ä*  +  2lA^f..V*^2:r)-/i[iii,«,*)|. 


II. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  18),  um  ihren  leichten  Ge- 
brauch zu  zeigen,  auf  ein  Paar  Beispiele  anwenden,  und  wählen 
dazu  die  Wurfbewegung  im  leeren  Kaume  und  im  widerstehenden 
Mittel,  wobei  wir^atiiWicb  bloss  die  Fundamentalgleichungen  die- 
ser  Bewegungen  mittelst  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  ent- 
wickeln werden,  da  es  uns  auf  die  weitere  Kn^wickelung  der  Theo- 
rieen  dieser  Bewegungen ,  wie  sich  von  selbst  versteht,  hier  nicht 
ankommen  kann,  wenn  wir  auch  vielleicht  spqtterbih  wieder  auf 
diesen  Gegenstand  zurQckkommen  werden.         V. '      / 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  Fr  conslant  sei  und  stetä- 
nach  unter  einander  parallelen  Richtungen  nach  derselben  Seite 
hin  wirke.  Nehmen  wir  dann  die  fjui^h  die  Richtungen  der  Kräfte 
F  und  Fq  bestimmte  Ebene  als  Ebene  der  xy  und  den  positiven 
TbeU,,der  Axe  der  x  der  Richtung  der  Kraft  Fo  parallel  und  v.oii 
dem  AnfiE^nge  4ß>'  ^tor^V^aten   an,  nach  .dfffaelben;,^ite  'hinUe- 
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gcnd  wie  diese  Riohtifiigv'BOJst  oiTräbar  d=üi  jnailp,fiakä  .wegth 
4er.  geiiiadttoik  Voräueeetzoeg .  ailgencsD  9« s=0»'  '4^ae^90^y  >  jdpüsVOP. 
SfiteeD  ^iff.  ntan  Ft  =:  2Cr,  so  ist  '     n  »'::!» 

/    Ftcoaq>tdt—  j     2G^^2Gt^  ^^ 

I     Ftcog^8*=0,  .         '  .     ->'; 


und 


UF$w^t9i^  n^Gtöt^^  G(^,       • '  , .  ,  '.:J:,.-., 

t/  o 


.  .    o       ,  .    ■,'■  ,  ;  .       .  . 

r\FtCi>BxtBt=:0.  '     '  *' 

Abo  ist  nach  18),  mit  Rüoksicbt  damuf,  dass  c=:0andy=:90^i8t: 
a?t  =a+(  Fco8a+26r0^— Gf«, 

zr=:0;  , 

oder  l&Qrzer: 

.jDts=ia+(Vcima+Gt)i»  '     • 

■  •■■'■■•  ■  ■-=o--  ■       •  .  ■  ,:,.;.;:! 

Weil  hiemach  allgemein,  d.  h.  fOr  jedes  f,  zt=0  ist»  so  er- 
hellet,  dass  die  Trajectoria  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung 
ist,  weil  sie  ganz  in  der  EbenB  der  xy  liegt,  weshalb  wir  ferner- 
hin bloss  die  beiden  Gleichungen 

,jct=a+ircosa'tGi)ts  i. 

I  '       "•     .nu'.' 


C  .Xt=4 


zb+Vtco&ß 

oder 

C  ari— air:(rcos«+G*)e, 
2)  < 

zu  betrachten  bräuch<iii. 

LSsst  man  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x'   eines  neuen 
Coordinatensystettis  der  a^g'  mit  jdcai-  positiven  Tkeile  der  Axer 


Digitized  by  VJiOOQlC 


416  '€runert:  üeber  die  Grundfimnel»  der  Theorie 

Amrjt»  '^^^  posttiven  Theil  der  ^e  der  y'  ratt  dem  negn&w^m 
Tbetb  der  Axe  der  jc  sussmne^UeD,  imd  bezdolniet  die  Coot- 
dioaten  des  Anfangspunktes  der  Bewegung  in  diesem 
Systeme  darch  a',  b' \  so  ist 

also  nach  dem  Obigen : 


3)     . 

•  y«'— 6' =-^  (Fcosa  +  <?0t 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Richtung  der  Kraft  F  mit 
dem  positiven  Tbeile  der  ersten  Axe  eines  darch  den  Anfangs- 
pnnlct  der  Bewegung  gefegten ,  dem'  Systeme  der  x'y'  paralleieo 
Coordinatensystems  eingeschlossenen,  von  dem  positiven  Theile 
der  in  Rede  stehenden  ersten  Axe  an  durch  den  entsprechenden 
Coordinatenwinlcel  hindurch  von  0  bis  dßO^  gezählten  Winkel  durch 
i;  so  ist,  wie  mittelst  einer  leichten  Beirachtnng  sogleich  erhelle^ 
in  völliger  Allgemeinheit: 

cosof=:  —  sihf,  cos/SI=Cö8l; 

also  nach  3): 


-o~  Fi^cos/, 

.6  =  (Fsint-G0/; 


oder,  wenn  wir  jetzt  der  Kfirsse  wegen  i&r  ßi',  6';  xt'»  yt'  wieder 
respective  a,  b\  xt^  yt  schreiben» .  und  nur  bemerken,  dass  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  der  con^tanten  Richtung  der  Kraft 
2Cr  parallel,  aber  entgegengesetzt  ist: 

xt — a=F^cosi, 

y,— 6=3(Fsiiit— C^)t 

Um  nun  die  Gleichung  der  Trajectoria  zu  finden,  müssen  wir 
ans  diesen  beiden  Gleichingen  t  eitroiniren.  ,  Aus  der  ersten  Glei- 
chung ergiebt  sich  aber:  \ 

*-"  Fcosr 
also,  wenn  man  dies  In  die  zweite  Gleicbobg  suhstitubrt: 

6)    yt-fr=CTt-a)tangt>-    yi'^'^fl' 
wekhes  die  geiluchte  GleichvBg  der  TrajeeHria  ist. 
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Daroli  DiiierentiatioD  dar  GMchnngen  5)  asdi  I  arbält  ina»} 
^ÄFcogt*    ^  =  F8iii<— 2GI; 
also 

^)'  +  (^)*=r>-4GF*8io.-|-4GV, 
und  folglich  nach  26): 

Endlich  i«t  nach  30): 


8) 


und 


Fcosi 

''^*^""  V  F*-4GF<8in£+4Sv' 

, F8lnt-2G^ 


2G* 
9)    tang&=taog<-.p^5^.. 


In  diesen  Formeln  ist  die  ganze  Theorie  derWurfbewegungfin 
leeren  Räume  enthalten;  die  weitere  Entwickelung  gehOrt  nicht 
hierher,  vieshalb  wir  jetzt  zur  Theorie  der  Wurfbewegung  im 
widerstehenden  Mittel  übergehen  wollen. 

Wir  wollen  annehmen ,  das«  ausser  der  Momentankraft  F, 
die  ffir  sich  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit F  erzeugt  und  deren  Richtung  mit  den  positiven 
Thielen  dreier  durch  den  Anfangspunkt  (a6c)  der  Bewegung'  ge- 
legter,  den  primitiven  Axen  der  x,  y,  z  paralleler  Axen  die  180<* 
nidit  Übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  einschliesst,  auf  den  l'unkt 
A  m  jedem  Punkte  (xt^ttt)  seiner  Bahn  eine  eonstante  Zeitkraft 
Fi':=z2G  wirke,  deren  Richtungen  sich  stets  parallel  bleiben  sol- 
len und  die  auch  immer  nach  derselben  Seite  hin  wirken  soll, 
wobei  wir  die  von  der  Richtung  der  Kraft  Ft'  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (xtytzt)  gelegter,  den  prtmüfven 
Axen  dei^  Jc,  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossenen,.  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  g>t',  ^^',  %t'  bezeichnen  wollen;  end- 
Rdk  soll  auf  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte  (xtyttt)  seiner  Bahn 
eine  Kraft  Fi"  wirken ,  welche  dem  Quadrate  der  von  den!  Punkte 
A  in  dem  Punkte  {xtytzt)  erlangten  ^Geschwindigkeit  prepWtioiiai, 
und  deren  Richtung  überall  der  Richtung  dieser  GesehwSodi^it 
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diiefit  entgegengeMtzt  i»t^>  wobei  wir.  die  vöti  der  Riobtmig  der 
Kraft  Ft"  mit  den  positiveo  Theilen  dreier,  »durch  den  Punkt 
{xtytxt)  gelegter»  dea  primitiven  Axender  x»  y,  z  paralleler  Azen 
eingeschlossenen,  180?  nicht  fibersteigenden  Winkel  durch  g^c'^» 
'^t" 9  xt"  bezeichnen  wollen. 

In  dem  Punkte  {xtytzt)  lassen  sich  naeh  dr^i  di^rch  densel- 
ben gelegten,  den  Axen  der  jr,  y,  x  parallelen  ^xen^  die  Kräfte 
Ft'  und  Fi"  respective  in  die  Kräfte 

Ff'cosgjt',    Ft'cos'^t',    F'cosx«' 

und 

Ft''co8(jpt"y    Ft''coB^t''y    Ft^coaxt" 

zerlegen,  und  die  {Cräfte^  in  welche  sich  nach  denselben  drei 
Axen  die  Resultirende  der  Kräfte  Ft'  und  Ft^  zerlegen  Ifisst, 
sind  also: 

Ft' cos  g>t'  +  Ft'' cos  (pt", 

Ft'cosift'+Ft''co6'tl;t",     . 

Ft '  cos^i '  +  Ft"  teos  lut"/ 

F()jgliicb  muss  man, in  den  «allgemeinen  Gleichungen  ^er  freiea 
ki^mmlinigen  Bewegung  eines  Punktes  offenbar 

Ficos9r  =  Ft'cos9t'  +  Fr^'cosyf", 

Ffcosif;  =Ft'cosi(;i'  +  Ft"cos^«", 

Fr^osxr=Fe'  cosxi'  +F«''cosx«" 

setzen«  .  Um  nun  i^ber  die  Untersuchung  möglichst  zu  vereinfacben» 
nehmen  wir  die  durch  die  Richtungen  der  Kräfte  F  und  F^'  be- 
stimmte JElbene  als  Ebene  der  xy  und  den  positiven  Theil.  der 
Axe  der  x  der  tiichtung  der  Kraft  Fq'  parallel  und  von  dem  Ae- 
(ange^  d^r  Coordinaten  aus  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
bin  liegend^  wie  die  Richtung  dieser  Kraft;  dann  ist  offenbar  €==0» 
y==90^,  und  wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  allgemein 
g>t/  =  130o,  tt'=90o,  xt'  =  90o.    Also  ist  .  ;^  . 

Ff'cosgjf'^r— 2G,  Ft'cosif;r'=0,  Fi'co8^'=a/ 

W^  ferner  nach  der  Voraussetzung  Fi"  dem«  Qu^r^te  A^r 
von  dem.Punktß  A  in  dem  Pupl^te  {xtytxt)  seiner  Bahn  erlangten 
6«eSicbwjiDdi|[keit  proportional  ist, .  <(o  ist,  fvenn.  ^  eine  gewjjsae 
ccmBtanjte  Grosse  bezeichnet. 
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Aach  ist  nach  der  Voraussetzung  die  Richtung  der  jKraft  Ft"  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  Vt  direct  entgegengesetzt,  und 
folglich,  wenn  |i«  Tjt,  it  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeu- 
tung haben:        -  ~. 

also  "' 

F«'' cos  y«''=—fAV<*cos  Irr' ff"  coa^«''=—^lD«*cosiyf, 
Ft"cos}(i"=— filDe*cosJ|. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obtgen  zusammen »  so  ergiebt  sich: 

FtCOSg)|=a— 26r— f*lDi*C08&, 

Freos^i=e  — filD^cosi^, 
Ftoosxt  =^  — ^V«*cosfc. 

Nach  20)  und' 21)  erbftit  man  aber  sogleich: 

f.o...=-.f\r^)-^(t)-t^)-. 

Diese  Ausdrücke  jnüsste  man  in  die  Glpiehinngen  18)  einfah- 
ren»  um  die  Gleichungen  der  Beyitegung  des  Punktes  A  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  zu  erhalten,  IJhi  Ibdess  diese  Glei- 
chungen etwas  einfacher  schreiben ;zu  können,  wollen  wir  wie  ge- 
wohnlich den  ganzen  in  der  Zeit  t  vom  Anfange  der  Bewegung 
an  von  dem  Punkte  A  zurückgelegten  Weg,  welcher  immer  als 
positiv  betrachtet  wird,  durch  St  bezeichnen,  wo  dann  bekanntlich 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

F«cosg)t=A|=— 2G  — ^-^.  -gr» 
„        ,       ^  dift   BSt 


„  „  dzt  dSt 

Frcos)(r=Zf=— f»ov.-^ 


Jir  BSt 
dtBt 
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Die  Tollstündige  Entwickeiang  d«v  vorsteheDden  Gleichnngen 
auf  dem  Wege  der  Integration  ist  bekaantlieh  Schwierigkeiten  nn- 
tervTcrfen,  die  quan.  bis  jetzt  ancb  noch  nicht  sw  überwinden  im 
Stande  gewesen  ist;  der  Grund. dieser  Scbwierigiceiten erhellet  ans 
der  Form  dieser  Gleichnngen  zn  deutlich,  und  so  ganz  von  selbst, 
dass  darOber  hier  mehr  zu  bemerken  ganz  unnuthig  ist'  Eben 
aber  deshalb,  weil  man  bei  der  Entwickelung  dieser  Gleichungen, 
so  weit  dieselbe  mOgiich  ist,  besondere  Kunstgriffe  anwenden  muss, 
aoheint  es  .ia  diejse.fn  Falle  Tortb^hafter  zu  sein ^.. nicht, 4iQ 
obige  Form  derselben  zu  benutzen,  sondern  auf  die  gjßwCbnliche 
Form  6),  unter  welcher  sie  sich  in  den  bisherigen  Lehrbfichem 
der  Mechanik  dargestellt  finden,  zurückzugehen,  nftmlich  auf  die 
aus  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebende  Form: 

„,    ,  8V  dyt    SSt 

f  Sh       dzt  :dSt 

Diese  Gleichungen  weiter  zti  entiHckeln,  i^  jetzt  hiel''  niciit 
mein  Zweck«  Der  strengen  Theorie  wegen  will  ich  jedoich'  ttlr 
jetzt  nur  zu  bemerken  nicht  unterlassen,  dass  gewöhnlich  ohne 
weiteren  Beweis  bei  dieser  Aufgäbe  angenommen  wird,  dass  die 
Trajectoria  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung  sei,  wie  z.  B. 
auch  Poisson  thut,  wenigstens  in  der  itiir  nur  zur  Hand  »eUn* 
den  Ausgabe  (1811)  seines  Lehrbuchs,  pag.  340;  da  dies  mir  nicht 
der  Strenge  gemäss  zu  sein  scheint,  so  will  ich  hier  streng  be- 
weisen, dass  die  Trajectoria  ganz  in  einer  Ebene  liegen  muss. 
Naeh  der  dritten  der  Gleichungen  11)  ist:  ) 

8hi' 


W  __    JSt    _,_  Ks/y^ 


Sr^-'^lT'    also  •^=:-,i8Ä; 
dt.  "5? 

folglich  durch  Integration,  wenn  C^'  eine  Constante  bezeichnet: 

und  fblglicb»  wenn  e  seine  bekaimte  Bedeutung  bat: . 
also,  wenn  wir  C'^^^*^  setzen:  * 
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Die  von  der  Projection.  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  z  vermöge 
dier  Zeitkrafl  Zt  am. Ende, der  ^eit  t  erlangte  Geschwindigkeit  int 
nacl^  1.  bekanntlich  [ 

.8(xf— ;c*^rtcosy)      ,  .    .         .., 

iilto^  '  Weil  • 'onter    deti    gi^niäcbten    Voritiissetttingen  *  y  rr  90*« 

Weil  nun  diese  Gesc|iwiodigkeit  fBr  .^=0  offenbar  verschwin- 
det« 80  verschwindet 

dxt 
St 

fflr  <=0,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  also 

Gplgliclf,   indem  ififm  brachtet ,  dass  Sq^zO,   also  nicht  etwf  un- 
endlich ist»  C^^O.    tVegen  der  Formel 

Ist  daher  aUgemeio^.^,  b.  für  jedes  t, 

Bit 


"St 


=  0, 


also  Zt  eine  Constante.  Weil  nun  unter  den  gemachten  Vonma» 
Setzungen  2o='C=0  ist«  so  ist  allgemein  zt=Of  und  die  Trajec- 
toria  liegt  also  ganz  in  ^er  Ebene  der  asy,  ist  folglich  eine  Curve 
von  einfacher  Krümmung.  Daher  reichen  zu  ihrer  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen 

3V  .      o/^        3^«   3&        ...... 


oder  auch  die  beiden  ersten   Gleichungen  des  Systäii&s  10}  hin. 
Ich  werde  vielleicht  späterhin  wieder  auf  diesen  Gegenstand 
zurückkommen. 
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Elementare  Betrachtungen  über  die  Bildung  der  Be- 
dingungsgleichiingen  ans  gegebenen  Beobachtangen. 

Vor 

dem    Herausgeber. 


E  i  D  I  e  i  t  u  n  g. 

In  der  Aeademie  der  WiBseoschaften  zu  Paris  haben  iieuof^ 
liebst  verschiedene  Verhandiaogen  über  die  Methode  der'  kleinsten 
Quadrate  vorsuglich  zwischen  den  Herreft  Cauchy  und  Bieir« 
aym^  Statt  gefunden.  Es  ist  jedenfalls  Im  höchsten  Grade  er- 
freulich, dass  naidentlich  der  zuerst  genannte  grosse  Matheoiatil- 
ker;  der  fast  die  ganze  Analysis  mit  seinem  überall ,  v?o  er  sich 
hkiVi^endet,  tief  eindringende»  kritischen  Geiste  durchforscht,  vield 
sehwache  Seiten  derselben  aufgedeckt,  aber  auch  vielen  Partie^n 
mit  grossem  Glücke  die  erforderliche  Strenge  und  Evidenz  gege« 
ben  hat,  jetzt  seinen  ungemeinen  Scharfsinn  der  genannten  wich:> 
tigen  Methode  zuwendet.  Ausser  mehreren  anderen  Aufsätfen' 
findet  sich  insbesondere  in  den  Comptes  reudus  des  so  an« 
ces  de  TAcadömie  des  sciences.  Tome  XXXVU.  No.  5. 
(1«^  Aoüt  1853.)  pag.  J50.  ein  • 

'  »^Memoire  sur  ies  coefficients  limitateurs  ou  re- 
stricteurs  par  A.  Cauchy*',  welches  sein  berühmter  Verfasser 
mit  den  folgenden  Worten  schliesst: 

,,De  ce  qu'on  vient  de  dire,  il  r^sulte  que  la  methode  des 
moiodres  carr^s,  appliquee  ä  la  resolution  d'equations  liq^aires 
dont  le  nombre  surpasse  celui  des  inconnues ,  fournira  toujours  l^s 
r<^sultats  Ies  plus -probables,  si,  la  ioi  de  facilit^  ätant  la  qi^me. 
pour  Ies.  diverses  prreurs  que  comportent  Ies  quaatit^  foar«ie« 
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par  les  experiences  ou  leg  observations,  Ton  ne  peot  assigner  k 
ces  erreurs  aucune  iimite  loförieure  ni  sup^rieure,  et  ai  d'ailleara' 
la  probabititä  d'une  errenr  comprise  enfre  deiix  liniites  infiniment 
voisines  est  proportionelle  k  une  exponetitielle  näpiSrienne  doot 
Texposant  soit  ie  produit  d'un  coöfficient  n^gatif  par  le  carr^  de 
cette  nienie  erreur.  Lorsque  ces  conclosioo«  ne  sont  paa  rem- 
piies,  la  methode  des  moindres  carräti  peut  fournirponr 
les  inconiiues  ar,  y^  z,  ....  v,  to  des  valeurs  qui  diff^rent 
seusiblenient  des  valeurs  les  plns  probables.  C'est 
effectivenient  ce  que  Ton  peift  conclum  des  forniules  stabiles  dans 
ce  Mämoire  et  ce  que  j'expliquerai  plus  en  detail  dans  un  prochain 
articie  *).« 

.  Auch  in  einem  späteren  Aufsätze  (Comptes  renduS)  IS^  7. 
16.  Aoüt  1853.  p.  272.)  gelangt  Cauchy  zu  dem  Schlüsse: 

„Donc  la  valeur  la  plus  probable  x  de  Tinconnue  x  peut  dif- 
förer  sensiblement  de  celle  que  fourait  la  möthode  des  moindres 
carräs. " 

Dass  die  Begründung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig  iässt«  ifst  vrohl  schon  vielfach 
gefohlt  worden,  wie  die  verschiedenen,  namentlich  in  neuerer  Zeit 
erschienenen  Versuche,  dieser  Methode  «ine  a»4ere . Begr jiodang 
tut  geben  **) ,  hinreichend  beweisen.  Mir  scheint  aber ,  das«  die  mei- 
sten dieser  Versuche,  bei  aller  ihrer  sonstigen  Verdienstliehlc€4t,  «kh 
im  Wesentlichen  nur  sehr  wenig  von  der  ursprünglichen  ßegrütidnng 
unterscheiden,  welche  der  genannten  Methode  durch  ihren  bertMim- 
len  deutsehen  Erfinder  mittelst  der  Prineipien  der  Walirschciinlich- 
ll?eMisrechniifig  gegeben  worden  ist;  und  dass  eine  im  eigenltticlieii 
Sittne  kritische  n^ne  Bearbeitung  und  Untersuchung  dieser  Methode 
bb  jetzt  noch  Itiemand  hut  zu  Theil  m  erden  lassen.  Desto  erfireuliirher 
idtes,  i^ie^chon  gesagt,  dass  C auch y  sein  ungemeines tkrMscbes 
Talent  der  Methode  der  klehisten  Quadrate  zuzuwenden  jetzt  an* 
gefilti^^n  hat  und  kthiftig  noch  mehr  zuwenden  zu  wollen  scheint, 
wob^i  man  freilich,  da  die  Sache  noch  zu  neu  ist,  und  die  be- 
treffenden analytischen  Arbeiten  bis  jetzt  eigentlich  nur  im  Aus- 
züge vorliegen,  die  weitere  Vorlegung  derselben  und  die  weitere 
Entwicjiehing  der  betreffenden  Verhandlungen  erst  noch  wird  ab* 


.  «)  M.  8.  Coinptcs  rendus.  No.  6.  (8.  Aout  1853.)  pag.  198. 
"  •*)  Der  neueste  Versuch  dieser  Art  ist  Ton  Herrn  P.  E.  Efver, 
Li^ntenant  au  corps  d'£ tat-JMajor  beige  gefnacht  worden  in 
der  Abhandlung:  Theorie  analjtiqne  des  moindret  carrifis 
(üoarnal  de  M ath^niatlques  par  LionTilIe.  Kai.  1855.  p.  led.)» 
iro  ancb  der  ncno' Begriff  4e«  risque  d'errevr  elngefiilHi- wird« 
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warteo  mfiMen.  JedeobiU  aber  «eheint  sishoii  jetit  so  viel  «  «r* 
beilen,  dass  die  neiMr  erwähnte  wlditige  Methode  nur  mit  Vordebt 
angewandt  werden  darf,  eine  Ansicht,  die  anch  leb  selbel  stets 
gehabt  und  bei  Terschiedenen  Gelegenheiten,  wo  mir  manche  ge» 
radeau  unsionige  Anwendungen  dieser  Methode  auf  Fälle,  wo  sili 
gar  nicht  hin  gehörte,  entgegen  traten,  au80M|}recben  nicht  An« 
stand  genommen  habe,  so  dass  ich  mich  jetzt  um  so  mehr  freue, 
in  dieser  Ansidit,  wie  es  mir  wenigstens  scheint,  mit  einem  der 
grCssten  Mathematii^er  unserer  Zeit  sasammensutreffen  <  wobei  ich 
sugieich  noch  bemerke,  dass  €aoehy  aosdriiclclich  fflr  viele  FMIe 
smner  bekannten  trefflichen  Interpolationsmethode  *)  als  einem  ge* 
eignetern  Hdlfsmittel  den  Vorzug  zuspricht  **),  Weitere  Mitthellon^ 
gen,  namentlich  in  analytischer  Beziehung,  zu  machen,  ist,  ans 
den  oben  angegebenen  Grfindeu,  jetzt  noch  nicht  an  der  Zeit,  und 
dieselben  müssen  einer  sp&teren  Gelegenheit  aufbehalten  bleiben* 
Auch  habe  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung,  wenn  deren  Mit- 
Aeilong  auch  durch  die  obigen  Betrachtungen  theilweise  voran* 
laset  worden  ist,  fttr  jetzt  einen  anderen  Zweck. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  weil  dieselbe  in  allen  empirischen  Wissenschaften  so  häufig 
vortheilhafte  Anwendung  finden  kann,  ist  schon  öfters  eine  ele- 
mentare Begründung  derselben  gewünscht  und  versucht  worden, 
z.  B.,  um  nur  eines  Versuches  dieser  Art  zu  erwähnen ,  von  dem 
berühmten  Ivory,  den  man  u.  A.  aus  der  „Astronomie  pra/; 
tique.  Par  Francoeur.  Paris.  1830.  8.  p.  426."  kennen  ler* 
nen  kann.  Ich  halte  alle  diese  Versuche  für  verfehlt  und  verun? 
glückt,  und  bin  der  Meinung,  dass  gerade  in  diesem  FaJIe  die 
tiefsten  Anschauungsweisen  der  höheren  Mathematik  an  ihrem 
Orte  sind,  und  dass  hier  ohne  Anwendung  der  höheren  Analysis, 
namentlich  wo  es  sich  um  eine  kritische  Untersuchung  handelt, 
die  immer  auf  die  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird 
zprfickkommen  müssen,  ein  glücklicher  Fortschritt  nicht  gemacht 
werden  kann.  Dagegen  ist  es  für  den  weniger  Geübten  irome|^ 
von  Wichtigkeit,  eine  allgemeine  theoretisch  begründete  Ansicht 
von  der  genannten  Methode  zu  haben.  Aus  diesem  Grunde  bin 
ich  schon  früher  zu  verschiedenen  elementaren  Betrachtungen  über 


•)  M.  «.  Archiv.  Thl.  II.  Nr.  II.  S.  41. 

**)  Bei  deo,  den  wahren  Kenner  zuweilen  mit  Schrecken  erfällenden  An- 
wendangen,  welche  jetzt  anf  Gott  weiss  wat  alles  für  Dinge  von  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  in  der  Naturwissenschaft,  ja  auch  in  der 
Landwlnhsehaft)  gems«ht  werden,  i«t  TorEogiich  die  Verwtehtfinng 
dieaer  Melliode  mit  einer  Inlerpolationamethode  zu  rügen.  In  dkaer 
Bedehnng  iat  ve«bl  «ügentlkh  jetst  auf  Caaehy  ta  verweisen«         r-    t 
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diesen  Gegenstand  gefthrt  worden  y  welche  tilesli  die  gewShnliehen 
tiridiniedsohen  Etementarkemifaiiese,  insbesondere  die  in  Tieleo 
BeiielHitigen  so  wichtige  und  interessante  i  Lehre  Ton  den  Bedin* 
gangeh  der  Ungleichheit,  in  Ansprueh  vefamen»  erkläre  aber  auf 
das  Bestimmteste,  dass.ich  durehaos  nicht  in  der  Meinung  l>efiui* 
gen  bin»  im  Folgenden  eine  BegnSadung  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate-  im  eigen tlidien  Sinne  gelieCerl  zu  haben,  waii  ge* 
rede  meiner  Cnindansicht  über  dieste  Gegenstand  entgegen  sein 
Würde,  da  ich  Hbemeugt  bin;  dass  eine  kritische  Begründung^ 
wddie  das  bahrte  von  dem  Falschen.,  das  Genaue  von  dbm  Un* 
gepanen  sondert,  nur  mittelst  der  höheren  Analysis  etwa  auf  dem 
HV^ege,  wie  .ihn  jetzt  Cauohy  anbaiinen  zn  wollen  scheint»  mog- 
lisb  Ut;  Jcb  habe  hier  nur  „Elementare  Bdtracbtungeii 
üher'die  Bildung  der  Bedingungsgleichungen  aus  ge- 
g<ebeuen  Beobachtungen^^  im  Allgemeinen  anstellen  wollen, 
wobei  maA  freilich  auch  auf  die  Grundform^tn  det  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  geßbrt  werden  wird,  und' würde:  mich  freue», 
wenn  ich  durch  diese*  Betrachtungen  die,  weiche  Anit'efldungeii 
der  genannten  oder  ähnlicher  Methoden  zu  machen  die  Absicht, 
aber  weder  die  Zeit,  p<^ch  vielleicht  auch  die  Kraft  haben,  in 
grossere  Tiefen  hinabzusteigen,  in  ihren  Bestrebungen  einiger^ 
messen  gefördert  haben  sollte^  noch  mehr  aber,  wenn  es  mir 
vielleicht  gelingen  sollte,  durch  diese  Betrachtungen  die  Ansicht 
über  die  in  Rede  stehende  und  ähnliche  Methoden  hin  und  wieder 
ehfab  fester  zu  stellen,  wozu  mir  dieselben,  ungeachtet  ihrer  mehr 
elementaren  Natur,  allerdings  nicht  ganz  ungeeignet  zu  sein  schel- 
ifen ,'  wenn  ich  mir  auch  durchaus  keine  Illusionen  Über  eine  be- 
sondere Wichtigkeit  derselben  mache,  worüber  ich  das  Urtheil 
ganz  und  gar  Anderen  anheim  stelle;  ich  habe  bloss  die  Absicht 
gehabt,  nach  der  angedeuteten  Richtung  hin  der  Sache  einiger- 
massen  zu  nützen.  Zugleich  wird  das  Folgende,  wie  ich  hoffe, 
eine  lehrreiche  Anwendung  der  so  vielfach  wichtigen  Lehre  von 
AeW'Mittelgrössen  und  von  den  Bedingungen  der  Ungleichheit 
darbieten,  wobei  ich  bemerke,  dass  man  alle  hier  zur  Anwendung 
kommenden  Sätze  in  der  dem  genannten  Gegenstande  gewidmeten 
Abhandlung  im  Archiv.  Tbl.  I.  Nr.  XL.,  auf  die  ich  mich  daber 
hier  im  Allgemeinen  beziehe,  bewiesen  findet. 


Vf\s  wollen  annehmen,  dass  a:  eine  in  der  Natur  vorkommende 
völtig  bestimmte  und  insofern  alsO'  als  constant  oder  unverändelv 
lieh  zu  betraebtende  GrSsse-sel,  ond  dass  zwlsche» dieser Gr5sse 
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und  zwei  anderen  Grosseo  A,  B  eine  durch  ein  bekanntes  und 
ab  theoretisch  demonstrirt  zu  betrachtendes  Naturgesetz  bedingte, 
durch  die  Gleichung 

ansgedrflckte  analytische  Verbindung  oder  Beziehung  Statt  finde. 
Was  die  Grossen  A  und  B  betrifft,  so  wird  zwischen  denselben 
im  Allgemeinen  eine  gewisse  gegenseitige  Abhängigkeit  Torausge- 
setzt,  so  dass,  wenn  man  für  jB  gewisse  wiiikfibrlich  zu  wählende 
verschiedene  Wertbe  setzt ,  A  gewisse  verschiedene  entsprechende 
Werthe  erhält»  welche  letzteren»  indem  man  fSr  B  gewisse  ver- 
schiedene» nach  Willkdhr  gewählte  bestimmte  Werthe  gesetzt  hat» 
durch  Versuche  oder  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 
Eben  weil  die  Werthe  von  B  als  nach  Willkähr  gewählt  oder  ge* 
setzt  gedacht  werden»  sind  dieselben  als  völlig  fehlerfrei  zu  be- 
trachten» wogegen  die  entsprechenden»  durch  Versuche  oder  Beob- 
achtungen bestimmten  Werthe  von  A  im  Allgemeinen  jederzeit  als 
mit  Fehlern  behaftet  anzusehen  sind.  Wir  haben  oben  gesagt» 
dass  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen 
den  Grössen  Jlund  B  vorausgesetzt  werde»  so  dass  zu  bestimm- 
ten verschiedenen  willkübrlich  gewählten  Werthen  von  B  gewisse 
verschiedene»  durch  Versuche  oder  Beobachtungen  zu  bestimmende 
Werthe  von  A  gehOren»  bemerken  nun  aber  noch  nachträglich» 
dass  dadurch  keineswegs  der  Fall  ausgeschlossen  wird»  dass  B 
seiner  Natur  nach  eine  constante»  eine  willkfibrliche  Annahme  also 
nicht  zulassende  Grösse  ist 

Um  mich  möglichst  deutlich  zu  machen»  wähle  ich  zuvörderst 
das  folgende»  übrigens  durchaus  bloss  fiogirte  und  in  der  Natur 
selbst  wohl  kaum  irgend  wie  vorkommende  Beispiel»  was  aber 
hier  nichts  zur  Sache  thut.  Es  sei  x  eine  für  die  ganze  Erde 
völlig  bestimmte  oder  constante  und  unveränderliche  Grosse»  welche 
also  auf  der  ganzen  Erde  oder  vielmehr  für  die  ganze  Erde  ein 
und  denselben  bestimmten  Werth  hat»  die  aber  zu  der  Breite  B 
und  der  Pendellänge  A  eines  jeden  Orts  auf  der  Erde  in  der 
durch  die  Gleichung 

A-Bx—Q 

ausgedrückten  analytischen  Beziehung  steht»  welche  Gleichung 
als  ein  Naturgesetz  oder  als  theoretisch  unzweifelhaft  demonstrirt 
zu  betrachten  ist.  Um  nun  x  zu  bestimmen»  werden  wir  uns  an 
einen  willkübrlich  zu  wählenden  Ort  auf  der  Erde  begeben»  des- 
sen Breite  B  bekannt  ist»  und  an  diesem  Orte  durch  Versuche 
die  Pendellänge  A  bestinunen,  worauf  wir  aus  der  Gleichung 

Thett  XIL  81 
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für  X  den  Werth 


^  =  S 


erhalten.  WSre  die. Breite  B»  welche  mt  als  Breite  des  Ofts, 
wo  wir  die  Pendellänge^  durch  Versachb  beatimmteD,  annehmeDy 
aelbat  mit  einem  Fehler  behaftet,  so  wurde  deasenungeachtet  B 
als  fehlerfrei  zu  betrachten  sein,  indem  aich  der  Fehler  mit  auf 
die  durch  Versuche  an  dem  in  Rede  stehenden  Orte  bestimmte 
Pendellänge  A  übertragen  wurde»  insofern  wir  diese  Pendellän^ 
als  der  bestimmten,  durch  B  ausgedrückten  Breite,  unter  welcher 
sie  nicht  wirklich  bestimmt  worden  ist,  entsprechend  annehmen. 

Bedeutete,  um  ein  anderes  Beispiel  zu  betrachten,  x  die  Pol- 
hShe  eines  bestimmten  Orts  auf  der  Erde  und  A  die  an  diesem 
Ortd  durch  Beobachtungen  zu  bestimmende  Polhdhe  des- 
selben, so  hätte  man  zwischen  2I  und  x  die  Gleichung  A^r^x  oder 

md  es  würde  also  in  diesem  Falte  im  Obigen  B  den  constanten 
Werth  1  haben. 

Indem  wir  nun  die  Betrachtung  wieder  im  Allgemeinen  auf- 
nehmen, wollen  wir  uns  denken,  dass  man  in  der  theoretisch  de- 
monstrirten  Gleichung 

fiir  B  die  willkührlieh  gewählten  bestimmten  Werthe 

^1»  Äj,  63,  ^4,.. ..6« 
gesetzt,  und  die  entsprechenden  Werthe 

«1,   CLg,   «3,   /l4,....€rn 

▼on  A  durch  Versuche  oder  Beobachtungen  ermittelt  habe.  Alle 
diese  Werthe  von  A  werden,  als  Resultate  von  Versuchen  oder 
Beobachtungen,  im  Allgemeinen  mit  Fehlern  behaftet  sein,  die  wir 
respective  durch 

9i»  9«»  ^«>  94»  •—9« 

beaeiohnen  wollen ,  so  dass  also  die  wahren  oder  richtigen  Werthe 
von  A  respective 

sind,  ond  wir  zur  Bestimmung  von  x  die  folgenden  Gletchongen 
erhaUe«: 
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II.  8.    w. 

ans  denen  sich 

^~       ^      ""Ai+ftT' 

^—  ^8+y»  _  «'s  1 9^« 

a.  8.  w. 

qw  +  yn^q»  ^  y« 

'^""      Ä„     ""6,"*"*« 

ergiebt  Weil  es  nun  aber  in  der  Natur  aller  Versuche  und  Be- 
obachtungen liegt,  dass  man  die  Fehler 

9i»  9%9  9^»  9«» ••••9^ 

selbst  gar  nicht  kennt»  bei  in  jeder  Beziehung  mit  aller  nur  mSg- 
liehen  Sorgfalt  und  Genauigkeit  angestellten  Versuchen  und  Be- 
obachtungen aber  jederzeit  zu  der  Annahme  berechtigt  sein  wird, 
dass  die  Fehler 

9>i»  9%9  99»  9^4 9^« 

der  Null  sehr  nahe  kommen,  d«  h.  ihren  absoluten  Werthen  nach 
sehr  klein  sind :   so  bleibt  nichts  Anderes  übrig,   als  die  Brdclie 

^      £s      £^      04         On 
61 '   Äf  '    63  *  64        6» 

als  Näheningswerthe  von  a:  zu  betrachten,  welche  mit  den  (uik 
bekannten)  Fehlem 

51      52     5^     5P4    ^^    ^ 
61  *    6a  *    65     64  '      *  6n  ' 

die  wir  respective  durch 

fi9  f%9  fz»  A>'—A 

besfdchneti  wollen»  behanet  sind,  so  dass  die  richtigen  oder  wah- 
ren Wertha  vpn  x  nach  dem  Obigen 

31  • 
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Q.    8.    W. 

sind« 

Ganz  Ton  selbst  drängt  sich  nan  die  Frage  anf: 

Welchen  der  Näherungswerthe 

fi     ??      ?3     ?*        ?? 
61'    Äa*    6a*   64'"**  6« 

Ton  op  soll  man  als  definitiyen  Werth  von  x  annehmen? 

worauf  natürlich  geantwortet  werden  mnss: 

Denjenigen«  welchem  unter  den  Fehlern 

fl9  f%y  /b»  A>«'"A 

der  dem  absoluten  Werthe  nach  kleinste  Fehler  ent- 
spricht. 

Da  man  aber  die  Fehler 

fx9  f%*  f^$  ^»••••A 

gar  nicht  kennt,  so  ist  diese  Antwort  nur  eine  theoretische  und 
hat  einen  praktischen  Werth  gar  nicht  Wir  müssen  uns  deshalb 
anf  eine  andere  Art  zu  helfen  suchen.  In  der  That  aber  lässt 
sich  für  jetzt  kaum  eine  andere  praktisch  fruchtbare  Regel  geben 
als  folgende:* 

Wir  müsssen  für  x  nicht  unbedingt  einen  von  den 
Werthen 

^1        tf^      ^      O4         Om 

bx       b%     Äa     64 An 

setzen,  sondern  als  Werth  von  ^rQberhanpt  eineGrdiise 
annehmen,  Ton  welcher  man  versichert  ist,  dass,  wenn 
man  dieselbe  fflr  x  setzt,  der  Fehler,  welchen  man  be* 
geht,  eine  Hittelgr5sse  zwischen  den  Fehlern 
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/i>  /•»  fz»  f^f**fn 
ist 

Diesem  Princip  folgend,  woileD  wir  nnn  die  in  Rede  stehende 
Grosse  durch  u  und  den  entsprechenden  FeUer  darch  O  bezeich- 
nen >  so  dass  also 

XSSIU  +  O 

und  folglich  nach  der  Voraussetzung  in  der  gewöhnlichen  Bezeich- 
nung der  Mitteigrössen 

<p=jif(/;,A,/i,/i,....A) 

ist.    Aus  dieser  letzteren  Gleichung  folgt  nach  einem  bekannten 
Satze  Ton  den  Mittelgrössen :  *) 

also»  weil  nach  dem  Obigen 

und 

f      ^ «1 

n.  8.  w. 
-  an 

ist: 

01  Ott  Oft  0ft 

folglich,  wenn  man  die  Grössen  — «  und  —  g-»  ""£•  ""Ä^*'*'**"^?!! 
sSmmtlich  mit  -1  multiplicirt:^) 

woraus  sich  ergiebt: 


«)  ArehiT.  ThL  L  Nr.  XL.  $.  88. 
^  A.  a.  O.  g.  87. 
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dass,  wenn  der  Fehler  <P  eine  MittelgrOsse  zwischen 
den  Fehlern 

fi»  f%9  fn*  h*  ••"•»fn 

ist,   der  Werth  u  von    .r  jederzeit    eine  Mitteigrosse 
zwischen  den  Werthen 

Si     5»     !??     £4  5; 

61     6a     63      64    **'"  611 

ist. 

Dies  lässt  sich  aber  aach  umkehren,   d.  h.  es  l&sst  sich  be- 
weisen: 

dass»   wenn  der  Werth  u  von  x  eine   Mitteigrusse 
zwischen  den  Werthen 

?i      £•     ?i     2*  o^     ' 

61'   Ä.'  Äi'  V"K 

ist,  der  Fehler  O  jederzeit  eine  MittelgrSsse  zwischen 
den  Fehlern 

fi*  f%y  fn'  A»  •— A« 
ist 

Wenn  nämlich 

ist,  so  ist:  *) 

-./Ol  Oft  ^8  ^  X 

aber  nach  dem  Obigen 


und 


g--a:— A, 
^-o:— A. 

U.    8.  W. 

5;-«=-/-; 


«)  A.  a.  0.  S*  S8. 
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also    / 

folglich,  wenn  man  die  Grussen 

-<D  und  — /i,  -U,  — /s,....,  -/« 
sämmtlich  mit — 1  multiplicirts*) 

Bieraus  geht  also  hervor,  dass,  wenn  man  für  x  einen  dam 
obigen  Princip  entsprechenden  Werth  u  setsen  wilU  dieser  Wert|i 
nothiveodig  eine  MMtelgrOsse  zwischen  den  Werthen 

«i     «[2     5[8     ^         ?« 
*i '  ^2     *3     A4    "*"  A« 

sein  muss,  und  dass  auch  jede  Mitteigrusse  zwischen  diesen 
Werthen  dem  in  Rede  stehenden  Princip  Genüge  leistet. 

Welche  Mittelgrösse  zwischen  den  in  Rede  stehenden  Grfo- 
sen  man  fär  u  setzen  will»  ist  an  sich  ganx  gleichgültig»  weil  jede 
dem  oben  angegebenen  Princip  in  gleicher  Weise  entspricht»  und 
es  bietet  sich  hier  offenbar  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  dar;  je- 
doch wird  sich  nachher  zeigen»  ob  sich  nicht  vielleicht  eine 
oder  die  andere  Mitteigrusse  vorzugsweise  empfiehlt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  deuMittelgrßssen  **)  ist|  trenn 

«1      «a      c%      «4  €fn 

Pl       Pt   .    P9       P^  P» 

beliebige  Brüche»  deren  Nenner  jedoch  sämmtlich  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  und 

Qif  0^9  Qi»  Q^*  •••*•  »^» 

beliebige  Gtrissen  mit  gleichen  Vorzeichen  sind»  jederzeit    . 

ft  Ql  +  fe?»+  ßsQz  +  •—  +  ßnQn 

eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Brüchen 

?L      ?»     Ü      ?*         ^' 

A'      ^'     A*      ^'--'/Jn* 

oder  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Mittelgrössen : 


♦)  A.  ■.  O.  J.  ST. 
••)  A.  a.  O.  $.  46. 
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Wollen  wir  nun  diesen  Satz,  der  wohl  das  allgemeinste  Kri- 
terium  einer  MittelgrOsse«  was  man  bis  jetzt  besitzt,  ausspricht, 
auf  unseren  Fall  anKecden,  so  mfisseo  wir  unsere  Brüche 

c^     %     f[8      04  On 

61'    6a'    *»'    64 '"•'*** 

zuerst  unbedingt  so  ausdrücken,  dass,  ohne  ihre  Werthe  zu  Sn* 
dem,  ihre  Nenner  sämmtlieb  einerlei  Vorzeichen  erbalten,  weO 
die  Erfßllung  dieser  Bedingung  von  unserm  obigen  Satze  Doth- 
wendig  vorausgesetzt  wird.  Da  wir  nun  aber  von  den  Vorzeichen 
der  Nenner 

bi  9  62»  ^3»  64,*...,  An 

bei  dieser  ganz  allgemein  gebaltenen  Betrachtung  gar  keine  Kennt- 
niss  besitzen,  so  iSsst  sich  die  in  Rede  stehende  Bedingung  auf 
keine  andere,  wenigstens  auf  keine  einfachere  Weise  erfiillen,  als 
dadurch,  dass  wir  Zfihler  and  Nenner  eines  jeden  unserer  Brüche 
mit  seinem  Nenner  multipliciren,  wodurch  wir  statt  der  Brüche 

fli      <D^      Ö3      f^  2^ 

51'  V  *i'  64'"' *« 

die  denselben  der  Reihe  nach  gleichen  Brüche 


oder 


Oifti      £a^     gg^s     54^4         fl«6w 
*iAi'    ^'    Ma'  'M4**  ••KK 


Oj^i     a^b^     Csfea     «464  Onftii 

V     V     *»*'     64«'   ••'  6.« 


erhalten,  deren  Neuner  alle  positiv  sind;  und  bezeichnen  nun 

ih»  <f%»  9S9  ^4>— •*  Qn 
ganz  beliebige  Grossen  von  gleichen  Vorzeichen,  so  ist 

bfyi  +  V^2  +  b^Q3  + ..-.  +  Äi.*^ 
eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Brüchen 

qjfti      Oa&g     gs^8     0464         gwft» 
V     V*     *i*'    ■6?'-'6»« 

d.  h.  zwischen  den  Brüchen 
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Bildun9  der  BedtigunnMdk.  mu  9e§ebmem  BeokaekUmgm.  4W6 

0\       Q%       ü^       Ü^  Qu, 

V  V   V  Si"^'*/ 
"■     VV  5'  5' M' 

RfickflichtUeb  der  ABnahme  der  GrGsseo 

Ol»  Q%>  9^»  ^4» ••••»?■» 

die  nur  der  Bediogang  ooterworfen  sind,  daes  sie  sSmnitBch  gleiche 
Torzeicheo  haben  sollen,  bietet  sich  nnn  wieder  eine  grosse  Man- 
nigfaltigicelt  dar.  Am  Einfachsten  ist  es  offenbar«  diese  Grossen 
sämmtlich  einander  gleich  unzunehmen,  oder,  was  im  Grande  auf 
Dasselbe  hinauskommt»  sie  sämmtlich  der  Einheit  gleich  zu  setzen» 
wodurch  man  zu  der  Gleichung 

gelangt    Man  kSnnte  aber  anch  flir 

9i'  9%»  9»'  9*>  ••••»  9" 
der  Reihe  nadi  die  Brflcbe 

1        1        1      J_  1 

6t«'    V    V    6«'*~"6»* 

setzen,  welche  Annahme  zu  der  Gleichung 

föhren  würde.  Man  kannte  also,  um  dem  obigen  Princip  sn  ge- 
nügen, sowohl 


als  anch 


*-     V+V+V+.-.+fc.* 


setzen.    Für  diese  bdden  Werthe  von  ic,  die  sich  besondem  Ideht 
darbieten,  wollen  wir  nun  einmal,  indem  wi^  wie  oben 
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setzen,  den  Fehler  ^  zu  bestimmen»  d.  b.  dureb  die  oben  durch 

A* /i»  A» /i*  ••;•.» /"   : 
bezeichneten  Fehler,  indem  wir  nSmIich  bekanntitch 

u.  s.  w. 

gesetzt  haben,   auszndruclcen  suchen. 
S^en  wir  ^zuerst 

und  bezeichnen  der  besseren  Unterscheidiuig  wegen  in  diesem 
Falle  den  Werth  des  Fehlers  O  durch  F,  so  haben  wir  wegen 
der  Gleichungen 

und 

©2 

die  folgenden  Gleichungen: 


(«-g)+(^-/i)  =  0. 
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(u-g)  +  (F-/a)=0, 

U.    8.    W. 


(u-g)  +  (F^/;)*:0- 


Mnltiplicfaren  wir  diese  Gleichungeo  nach  der  Reihe  mit 

6i*,  6»*,  V*  •—  »  W; 
60  erhalten  wir : 

(6i%«-^«i6j)+6,«(f-A)«0/ 

Addiren  wir  nun  diese  Gleichungen  zu  einander »   and  bemerken, 
dass  «fegen 

Ol  6,  +  aj}^  +  08^8  +  •—  +  ««*« 
ofTenbar 


""^      V  +  V+V+i...+Ä.« 


=«1*1 +  «A  + «8*» +  ••••+ flu*«.  ^'    • 

also 

(fti«ii— Äi6i)  +  (*a*a  -  a»6t)  + ....  +  (»n*u— «nÄ«)  =0 
ist,  so  erhalten  wir: 

bx\F-fx)  +  6«»(F-/i)  +  6,«(F-/i)  + ...  +  6««(F-A)  =0, 
also 

Ans  diesem  bemerkenswf rtbef  Ausdrucke  von  F,  in  welchem 
die  Zähler 

^>   Os«   <l8>    ^»  •.-»a« 

gar  nicht  Torfcommen«  ISsst  sich  Folgendes  abk^Keii.   -    - 
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unter  der  Voraussetzniig,  ila«s  n  >  1  iat,  ist  nach  taama  be- 
kannten Satze  ans  der  Lehre  von  den  Bedingungen  der  Ungleich- 
hdt:  *) 

5(V+ V + V + .... + *-*)  c/i» +/•*+/;•+....+ A«), 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  ^t,  jenachdem  die  Brfflche 

A     A     Ä       /» 

^'  V*  V •*? 

sBmmtlich  unter  einander  gleich  oder  nicht  sSnimtüch  unter  ein- 
ander gleich  sind.    Nun  ist  aber  bekanntlich 

(V+V+V+ "+*»*)»=*i*+V+*.*+64*+-..+ft-* 

-h  26fc^«  +  2Ä,>64«+ -.. + 24,«*.« 
+  26,^4H~.+28*^« 

U.      8.      W. 

+26._i^«, 
also,  wenn  nur  die  Nenner 

bi,  b^,  6b«  6«,  ....  6« 

nicht  simmtlich  verschwinden: 

(*i«+ V+V+ -+*«")*>V+V+*.*+....  +*-♦. 

Aus  Aeser  und  der  obigen  Ungleichung  ergiebt  sich  durch  Division: 

abo  nach  dem  Obigen 

folglich 

vaL  abs.  F<  V/i«-|-A«+A« +....+/.«. 

Setzen  wir  femer 


*)  A.  a«  O.  1^  ST. 
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80  sollen  ynr  auch  den  Wertfa  des  Fehlers  <P,  den  wir  hier  bes- 
serer Unterscheidung  wegen  durch  P  bezeichnen,  folglich  jetzt 
x^:U'\-f  setzen  wollen,  zu  bestimmen  suchen,  was  hier  sehr 
leicht  ist.    Denn  aus  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

u.  s.  w. 
erhalten  wir  durch  Addition: 

abo 

«a:=nii+(/i+Ä +/;+....+/;) 

oder 

und  weil  nun 

d?=tf-f'^9    also  X— tt=i' 

ist,  so  ist 

n 

Nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre  von  den  Bedin- 
gungen der  Ungleichheit*)  ist,  wenn  nur  n>l  ist: 

yaL  abs.  f^-^f^'^f^'^-'^f^=^f^^'^f^^+f^''-^-'f^^^ 
n  ^  ¥  fi 

also 

T.L  ab..  ^^y^A'+A'+AHlH^^ 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  die  Fehler 
«)  A.  a.  O.  S«  »• 
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ff  f%»  /»>  A »••-»/" 

ftSmmdicIi  unter  einander  gleich  oder  nicbt  sämmtlich  onter  einan- 
der gleich  sind. 

Die  beiden  Ungleichungen 

val.  abs.  F<  V  A*+/««+/i*+  -  +  A«, 

wenn  sie  auch  natQrlich  keineswegs  zu  einem  derartigen  strengen 
Schlosse  berechtigen,  fähren  jedoch  zu  der  Vermuthung»  das«  in 
vielen  Fällen  f-^F  sein  werde.  Vi^ir  wollen  einmal«  um  uns  eines 
Beispiels  zu  bedienen,  annehmen,  dass  man  wisse,  dass  der  ge- 
naue Werth  der  Grosse  x  die  Zahl  7  sei;  auf  dem  Wege  des 
Versuchs  oder  der  Beobachtung  habe  man  aber  ftr  x  die  Wertiie 
T^  V»  y  gefunden,  so  dass  also  im  Obigen 


§=v=« 


ist;  und  weil  non 


ar=7=9  — 2 
=51  +  li 
=  45+2J 
ist,  80  ist 

Also  ist  nach  der  Formel 

wenn  man  in  dieselben  die  obigen  Werthe  einfShrt: 

„     l«—2+a«.  +  i +»«.+{  ,  -2+6+21     25 _ 

'  —  I«  +  2»+3^  ~  .1+4+9   - 14  -  *''~- 

Ferner  Ist  nach  der  Formel 
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wenn  man  in  dieflelbe  die  obigen  Wertbe  einffibrt: 
^+j  +  j_12+9  +  14_ll 

fotglich  In  diesem  Falle  wirlclich 

Hiervon  aber  jetzt  ganz  abgesefieii)  fiqden  wir  im  Vorber- 
gebenden  durchaus  keinen  festen  Anhaltepunkt,  welcher  uns  ver- 
anlassen konnte,  der  ersten  oder  der  zweiten  Bestimniungsweise 
von  u  den  Vorzug  zu  geben. 

In  Bezug  auf  die  erste  Bestimmung^weise 

ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  dieselbe  durch  eine  sehr  merkwür- 
dige Eigentbümlicbkeit  ausgezeichnet  ist,  welche  wir  jetzt  bewei- 
sen wollen  *).    Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe: 

Wenn  Alles  wie  im  Vorhergehenden  bleibt,  wenn 
namentlich  unter  den  im  Vorhergehenden  festgestell- 
ten Bedingungen  zwischen  den  Grössen  x  nnd  A,  B 
die  strenge,  theoretisch^  demonstrirte  Gleichung 

Statt  findet,  und  durcb  Versuche  oder  Beobachtungen 
fCir  A9  B  die  zusammenstimmenden  oder  einander  ent- 
sprechenden Wertbe 


*)  Beiläofig  bemerken  vir  neeh,  daec,  wenn 
61  =62=^63  =•...  ^  6a  =s  1 
ist,   beide  Bestimmnngsweisen 


m: 


in' demselben  Resultat 
fahren. 


__  «1  -I-  g2  -f  ^8  +   "-f  fln 

^  n       ' 
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«1»  *%»  «8>  ^4»  •••• » <'«5 
*l»    ©2»    0^%    649  ••••  9  6« 

ermittelt  worden  sind;  so  soll  man  die  Grösse  x  so 
bestimmen  oder  für  dieselbe  einen  solchen  Werth  an- 
geben, dass»  wenn  man  denselben  für  x  in  die  Functionen 

Ol— Ai^Ty  a9"6^y  <!%—- A^a?, ••••9 aa~-6toa; 

einführt»  die  dadurch  hervorgehenden  Werthe  dieser 
Functionen  zwar  nicht,  wie  es  eigentlich  sein  müsste« 
VüUig  verschwinden,  dass  aber  die  von  Null  abwei- 
chenden Werthe  dieser  Functionen»  welche  man  die 
übrig  bleibenden  Fehler  zu  nennen  pflegt,  so  beschaf- 
fen sind,  dass  die  Summe  Ihrer  Quadrate  ein  Minimum 
ist,  so  dass  also,  wenn  man  den  gesuchten  Werth  von 
X  der  Kürze  wegen  durch  x  selbst  und  die  übrig  blei- 
benden Fehler  durch 

Kl  Xp  Xf  KT  Kl 

'l»   *^t>   *^8>  "*^4»  ••••  ^« 

bezeichnet,   also 

Ol  — •  OiX  =3  J'i» 

Os — b^xzsF^, 
n«    s*    w* 

Om — buX:s:Fu 

setzt,  die  Summe  der  Fehlerquadrate 

ein  Minimum,   oder  dass,  was  Dasselbe  ist, 

(ai-6id?)*  +  (a«-*»fl:)«+  («,-A»ar)«+....+  (a«-6^)«=Min. 

Ist 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist  sehr  leicht    Denn  differen- 
tiirt  man  die  zu  einem  Minimum  zu  machende  Function 

(Ol  —bix)^  +  (oa— M)*+ (ffa-M)*  +  ••••  +  (an—b»x)^ 

nach  x,  so  erhält  man  als  ersten  Differeotialquotienten  die  Grösse 

— 2{  61  (Ol— 6,0?) + 6j(aa— fiftÄ)  +  *s(a8— *k^)  +•-+  *«(«*—*««?)  K 

und  folglich  nach  den  ersten  Elementariehren  der  Theorie  der 
Maxima  und  Minima  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Grösse  x  die 
Gleichung: 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Bildvng  der  BedingungiffUich.  aus  gegebenen  Beobaehtungen,  473 

*i(«i~*i^)+*a(fl«--**ft^)+^3(«8--*8^) +  "•  +  *«(«« --*"^J=0, 
woraus  sich 

ergiebt.  Um  uns  zu  überzeugen,  dass  Trirklicb  ein  Minimum  Statt 
findet,  müssen  wir  den  zweiten  Differentiaiquotienten  unserer  obi* 
gen  Function  entwickeln,  weicher  ist: 

Da  dieser  constante  Differentialquotient  für  jedes  x  positiv  ist, 
so  findet  bekanntlich  wirklich  ein  Minimum  Statt. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass,  weil  die  Gleichunig 
oar  die  eine  reelle  Wurzel 

bat,  es  nur  ein  Minimum,  auch  kein  Maximum  unserer  stets 
positiven  Function 

(a,~6ia:)«  +  (a2— M)*+(«8— M)'+-.+(fl«-*«^)* 

giebty  woraus  hervorgeht,  dass  der  Werth  dieser  Function,  wel- 
cher dem  Werthe 

V+V  +  V  +  .-.  +Ä«* 

von  X  entspricht,  ein  wirkliches  Kleinstes,  d.  h.  in  der  That  der 
absolut  genommen  kleinste  unter  allen  Werthen  ist,  welche  die 
Function 

überhaupt  erhalten  kann,  indem  diese  Function  offenbar  nur  durch 
eine  Curve,  etiya  von  der  aus  Taf.  V.  Fig.  I.  ersichtlichen  Gestalt, 
dargestellt  werden  kann,  weil  jede  andere  Gestalt  dieser  Curve 
wenigstens  noch  ein  Maximum  bedingen  würde,  wie  etwa  bei  der 
in  Taf.  V.  Fig«  II.  dargestellten  Curve ;  vielleicht  auch  mehrere 
Maxima  und  Minima,  wozu  man'  sich  erläuternde  Zeichnungen 
leicht  selbst  wird  entwerfen  können. 

Aus  dem  Vorhergehenden  sehen  wir  nun,  dass  die  erste  un- 
serer beiden  obigen  Bestimmungen  von  ti,  nämlich 

TheU  \XL  32 
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474             Grüner t:    Eiemeninre  Betrachtungen  über  die 
Ol  &!  +  ffg6«i  +  Os^s  +  »*««+  flnft» 

die  jedenfalls  sehr  merkwürdige  Eigenthümlichkeit  besitzt,  dass, 
nenn  man  diesen  Werth  von  u  für  o:  in  die  Functionen 

ai  — 61a:,  a% — b^t  a^ — ftg^r, .... ,  an  —  bttft 

einfährt,  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  dieser  Func- 
tionen von  Null,  d.  b.  die  Summe  der  Quadrate  der  sogenannten 
übrig  bleibendep  Fehler  oder,  wie  man  wohl  auch  kurz  zu  sagen 
pflegt,  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  ein  Minimum  wird. 

Bestimmen  wir  also  die  Grösse  x  dadurch,  dass  wir 

setzen,  und  diesen  Werth  dann  als  Werth  der  gesuchten  Grosse 
X  annehmen,  so  können  ivir  als  Princip  dieser  Bestimmoog  von 
X  folgendes  aufstellen: 

Man  muss  x  so  bestimmen,  dass  sein  Werth,  in  die 
Functionen 

Ol — biXt    02 — b^y    a^ — b^x y ,,.,  y  ttn-^bnX 

eingeführt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  her- 
vorgehenden Werthe  dieser  Functionen,  nämlich  die 
Summe  der  Quadrate  der  sogenannten  übrig  bleiben- 
den Fehler,  Insofern  nämlich  derWerth  von  x  eigent- 
lich alle  diese  Functionen  zum  Verschwinden  bringen 
oder  auf  Null  reduciren  sollte,  zu  einem  Minimum 
macht« 

Es  kommen  nun  aber  in  den  Naturwissenschaften  häufig  Fälle 
vor,  wo  zwischen  mehreren  in  der  Natur  existirenden,  völlig  be- 
stimmten und  insofern  als  constant  zu  betrachtenden  Grossen 

und  gewissen  anderen  Grossen 

A,    By    C,    Z>,.... 

ein  theoretisch  demonstrirtes ,  durch  die  Gleichung 

il  -  Uj;  -  (^— />2— £0  ~ ....  =0 

analytisch  ausgedrücktes  Naturgesetz  Statt  findet.  DenlEen  wir 
un«  dann  wieder,  dass  filr 
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J?,    C,   D,  £,.... 
die  willkfihrlich  gewählten  bestimmten  Werthe 
^1»  Ä«!  As,  64,...., An; 

^1»    ^>    ^8»   ^4»'— »^n? 

rfi»  d^,  d^9  «?4,.-..,rfti; 

*'l.     «Jj    «8*    <*4>— •»<?»5 
tl.     s.     w. 

gesetzt,   und  die  entsprechenden  Werthe 

▼OD  A  durch  Versuche  oder  Beobachtangen  bestimmt  worden  sind, 
wobei  immer  angenommen  wird,  dass  n  grosser  sei  als  die  An- 
sahl  der  zu  bestimmenden  unbekannten  Grossen  x,  y,  z,  e,....; 
80  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorher,  da  aj,  02»  Og,  04,. ...,011 
natürlich  mit  Fehlern  behaftet  sein  werden,  wieder  nach  einer 
Methode,  die  unbekannten  Grossen  x,  y,  x,  e,....  auf  die  vor- 
theilhafteste  oder  wenigstens  auf  eine  möglichst  vortheilhafte  Weise 
zu  bestimmen,  gefragt  werden. 

Denken  wir  uns  nun  einmal,  dass  die  genauen  Werthe  von 
^,  z,  V,«...  bekannt  wären  und  nur  x  unbekannt  wäre,  so  würde 
man,  wenn  man  das  vorher  aasgesprochene  Prindp  festhalten 
wollte,  X  so  bestimmen  müssen,  dass  sein  Werth,  in  die  Functionen 

(ai  —  c^y  —  diz  —  ei»  —  ..•.)  —  bix , 

(flj  —  «ay — d^z —  e^v — ....)  —  ö^x , 

u.    s.    vt. 
(o«—Cj4f— Ar  —««tj— ....)— A«* 

oder 

«^2 — "Aa^ — ^y-^^*  —  €a»— ...., 
a^  —  b^x — c^y^d^^ — e^v — ...., 

u.     8.     w. 
Un— Ana?— Ciiy  — rf«Z  — tf«t)  — ..,. 

eingeführt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
Werthe  dieser  Functionen  zu  einem  Minimum  machte. 

Wären  ferner  die  genauen  Werthe  von  op,  s,  e,....  bekannt  und 

32* 
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nur  y  anbekannt,  so  wurde  man  y  dem  obigen  Princip  gemäss  so 
bestimmen  müssen»  dass  sein  Werth,  in  die  Functionen 

(03  -  b^x^d^z  -  «3©  - ....) — Cgy , 

u.    s.     w. 
(a«—Ä«ar—rfnJ;  — «««—....)  — ^«.y 
oder 

Ol  —  biX — Ciy — diZ— «1«  — ...., 
da  —  igo?  —  c^ — d^% — «at^— ...., 
o,  —  63^: — Cjiy — </,s — f 3t> — .... , 

u.    s.    w. 
an^bfix  —  c^ — €j«z  — eilt  — •••• 

eingeführt»  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
Werthe  dieser  Functionen  zu  einem  Minimum  machte. 

Ein  ganz  Shnliches  Raisonnement  wurde  sich  in  Bezug  auf 
jede  der  übrigen  unbekannten  Grossen,  überhaupt  also  in  Bezug 
auf  alle  unbekannten  Grössen,  anstellen  lassen. 

Nun  aber  befindet  man  sieh  keineswegs  in  der  Lage»  irgend 
eine  der  Grössen  x^  y,  z,  0»....  zu  kennen»  vielmehr  sind  alle 
diese  Grössen  völlig  unbekannt;  und  will  man  also  das  oben  aus- 
gesprochene Princip  auf  den  hier  vorliegenden  Fall  mehrerer  un- 
bekannten Grössen»  so  viel  als  es  unter  den  gegebenen  Bedin- 
gungen Irgend  möglich  ist»  anwenden»  so  bleibt  nichts  Anderes 
übrig»  als  auf  folgende  Art  zu  verfahren  oder  das  obige  Princip 
auf  folgende  Art  zu  erweitern: 

Man  muBS  sämmtliche  unbekannte  Grossen 

X9  y  t  z»  t?»  «••• 

so  bestimmen,  dass,  wenn  man  irgend  eine  unbe- 
kannte Grösse  aus  vorstehender  Reihe  auslässt  und 
die  bestimmten  Werthe  der  übrigen  unbekannteo 
Grössen  in  die  Functionen 


ai — 61a: — Ciy — diz  —  eiv — ...., 
C3 — Ä^ar— <Ji,y — dsz— ^3©  — .... , 


U.      8»      W. 


OH— 6#a:— Ciiy— Ar— Siiü— •... 
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eislilhrt,  dann  die  auagelasseae  Grösse  jederzeit  als 
so  bestimmt  anxuseheo  ist,  dass,  ihr  bestimmter 
Werth,  in  die  obigeD  Functioneo  eiogefGhrt»  die 
Snmme  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
Werthe  dieser  Functionen,  indem  man  sich  natürlich 
nur  die  ausgelassene  Grosse  als  variabel,  alle  flbri* 
gen  als  constant  denkt,  zu  einem  Minimum  macht 

Allen  in  diesem  erweiterten  Princip  ausgesprochenen  Bedin* 
gungen  wird  aber  offenbar  vollständig  Genüge  geleistet  werden, 
wenn  man  die  unbekannten  Grossen 

^  ar,  y,   X,  ©,•... 

so  bestimmt,  dass  die  Summe 

(«1 — ^* — Ciy-'diz — ei©— ....)* 

+  («8 — ^a«^— <?sy  — '^»— «»«— "  — •)* 
u.    s.    w. 

+  (aii—6aa:—Ci^— cftiz—eiit  —  .-...)• 

jederzeit  ein  Minimum  wird,  wenn  man  sich  nur  eine,  d.  h.  irgend 
eine  der  Grossen 

^9  y*   *»   e,  •••• 

als  veränderlich,  alle  übrigen  als  constant  denkt;  d.  h.,  nach  den 
elementarsten  Sätzen  der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis, 
die  Grossen 

müssen  so  bestimmt  werden,  dass  der  Differentialquotient  der 
obigen  Summe  von  Quadraten,  wenn  mai)  sich  irgend  eine  der 
Gr5ssen 

als  variabel,  alle  übrigen  als  constant  denkt,  allemal  verschwin- 
det oder  gleich  Null  wird.  Differentiiren  wir  nun  die  obige  Summe 
von  Quadraten  nach  der  Reihe 

nach  jr,  indem  wir  y,  z,  v,..-  als  constant  betrachten; 


y> 

9» 

»9 

X,  2, 

V, 

«» 

»9 

»9 

X,  y. 

tj. 

Vy 

99 

99 

a-9  3f. 

2,. 

s.    w. 
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UDd  setzen  die  dadurch  lüervorgelieDdeii  Differeolialquotienteii 
gleich  Null,  so  erhalten  wir  naefa  einigeD  gans  leichten  Venvand- 
Inngen  jsur  Bestimmung  der  GrSsseo 

X,  y,  r,  t?,.... 

die  folgenden  Gleichungen: 

6i(ai— fiio: — Cip — djz — eiv — ....) 
+  6ji(<i2  — 4a^— Cay — «/ar— ^2^  — ....) 
+  6,(fl,— Äjo:— Csy— rfjz— €stJ  — ....)  \   =0, 
u.    s.    w. 

+  An  (On  —  6nar  —  C«y  —  rfiiZ— eilt  — . . . .) 

CjL  (oi — Äia:— C|  y— 'cfi  i —  e^c — ....) 
+  CjCfla— Äa^ — Cay— ^2-— ^*> — •— ) 
+  C8(a8— Äjar— Csy--<^r— ea©— ....)  ^   2=0,  i 

u.    s.    w. 
+  c«(an— Ana?— Cny— ^i— enü— ....) 

rfj[  («1 — öiÄ— Ciy— rfi«— «1»  — ....) 
'+  da  (oa— 6a^— Cay— da*— ^a*'  -"  --^ 
+  ds(ö8— *8^"~<?8y"-dgz— «8©— ....)  }    =0, 

u.    s.    vr. 
+  A»  fo«— Ä>,^~  CnSf^dfOr-enV^  .•..) 

+  «1  (ai— 6,ar— Ciy— dii— e^t— ....) 

+  Ci(aa—^a«—Cay— da*— «»«>—••  •) 

+  «a(o3— *8'^— c^y—djz— ej©— ....)  }    =:0, 

u.    s.    w. 
+  en(an'-bnx^cny--dnt—env  ~ ....) 
u.    s«    w* 

Dass  dies  gerade  ehen  so  viel  Gleichungen  des  ersten  Gra- 
des  wie  .unbekannte  Grossen  w,  y,  2,  o,.**.,  und  dass  also  durch 
diese  Gleichungen  die  unbekannten  GrSssen  im  Allgemeinen  voll- 
kommen bestimmt  sind,  ist  klar. 

Bezeichnet  man  jetzt  der  Kürze  wegen  eine  Summe  von  der 
allgemeinen  Form 

durch  fpg,  so  kann  man  die  obigen  Gleichungen  auf  folgende  Art 
ausdrücken: 
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fab^xfbb'-'yfbc — «/6d— f>/6«— •...=0, 
fac^xfbe-^yfcc — zfcd — «/ce— ....=0, 
fad-^  xfbd—yfcd — zfdd — vfde — .... =0, 
fae-^xfbe^^yfce — zfde-^vfee — ..-^O, 
u.     8.    w. 

Dem  Vorhergehenden  iSsst  sich  noch  eine  etvvM  andere  Fas- 
aung  auf  folgende  Art  geben: 

Mao  kann  nämlich  annehmen ,  daas  X  eine  in  der  Natar  vor- 
kommende Grosse  sei,  welche  von  den  bestimmten,  als  constaot 
SU  betrachtenden  Grössen  x»  y,  z,  t),....  anf  folgende  Art: 

jr=  il— Ar— C^- ßx— JB«- —. 

abhSngt,    und  dass  man  für  die  fiir  A,  B,  C,  D,  £,....   will- 
kfihrlich  angenommenen  Werthe 

*1»    ^9    «8f    «4  »••••»««> 
bi,   b^f  65,   b^$*»»*fb%\ 

Cn   c^t   Cs,   C4, Cb; 

di9  d^9  da»  d4,....,rfü; 

^1»   ^%*   ^s>  '^4* ••••»^«5 

u.    s.    w. 

durch  Versuche  oder  Beobachtungen  för  JCdie  entsprechenden  Werthe 

^1»  ^a»  ■"•»  A^f  ,•;,  Am 
gefunden  habe.    Weil  man  nun  die  Gleichung 

X^A+Bx+Cy+Dx'i'Ev  +  ....=:^0 
hat,  so  Ist,  wenn  man  der  KQrze  wegen 

setast,  indem  man  vorstehende  Gleichung  mit  der  im  Obigen  be- 
trachteten Gleichung 

vergleicht»  klar,  dass  man  im  Obigen  fflr 

(h»  ^9   ^M»  ^»  *•*•'  ^A» 
*i»  b%9  6a,   64,  ....,6«; 

^l»    ^9    ^9    C^f-»Cmi 
^1»  ^f   ^f    d^f^'tdmX 

«.    s.    w. 
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respective 

«1*   ««»   «».  «4,..^,a«; 
—  6,,  — *a>    — Ä5,   —64,....,  — An; 
"~<^i»  — <5i,   --«s,  —«4,.^,  —  c«; 
— #^,  — </«,  — rf,,  — <4*--^  —  «?«; 

O.     6.     f«r. 

setzeo  miws,  wenn  man  sich  för  den  jetzt  sopponirten  Fall  die 
GleichoDgen  bilden  will,  aas  denen*  die  unbekannten  Grossen 
^»  y»  *f  t>f ..-.  bestimmt  werden  müssen.  Dadurch  ergeben  sich 
aus  dem  Obigen  unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen: 

fac  +a;fbc+yfcc+zfcd+v/ce+  ....=0, 

fad  +  xfbd+yfcd  +  zfdd+vfde  +  -..=0, 

/a« + x/be  +  yfce  +  ifde  +vfee  + ._ =0, 

u«    s,    w. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  ist  als  ein  demonstrirtes  Naturge- 
setz bekannt»  dass  die  Länge  des  Secundenpendels,  welche  wir 
dnrch  L  bezeichnen  wollen ,  durch  die  entsprechende  geographische 
Breite  g>  durch  die  Formel 

wo  X  und  y  zwei  Constanten  sind,  ausgedruckt  wird.  Bringen 
wir  nun  diese  Gleichung  auf  die  Form 

'L — a;—y  sin  93=0, 

und  wenden  aus  dem  Vorbeigehenden  die  ersten  Formeln  an,  so  ist 

A=zL,   J?=l,    6'  =  sing)«; 
x  =  x,   y^y 

zu  setzen.  Hat  man  nun  durch  geeignete  Messuiigen  Kx  A^  B,  C 
die  folgenden  zusammenstimmenden  oder  einander  entsprechenden 


Werthe  gefanden: 

A 

B 

c 

(9) 

0,7412617 

1,0000000 

0,3903417 

(380. 39».  46") 

0,7416243 

1,0000000 

0,4932370 

(44  .36  .45  ) 

0,7416151 

1,0000000 

0,4972122 

(44  .50  .25  ) 

0,7417157 

1,0000000 

0,5136117 

(46  .48  .  4  ) 

0,7419262 

1,0000000 

0l5667r21 

(48  .60  .16  ) 

a7420865 

imfxm 

0,6045628 

(51  .  2  .  8  ) 
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ao  bit  im  Obigen 

«11=0.7412517 
09  =  0,7416243 
o,  =  0,7416151 
04=0,7417157 
05  =  0,7419262 
a,  =  0.7420666 


61  =  1,0000000 
69  =  1,0000000 
6« =1.0000000 
64  =  1,0000006 
6,  =  1,00000001 
6,  =  1,0000000 


c,  =0,3903417 
0^=0,4932370 
Ca  =  0.4972122 
C4  =  0,51361 17 
'  c,  =  0,6667721 
Cs  =0,6045628 


XU  setzeo,  und  bildet  man  sieb  nun  nach  dem  Obigen  die  zur 
Bestimmang  der  Constanten  x,  y  erforderlkben  Gleicbungen,  so 
erbält  man: 

4,4602195  -  &r  -  3,0657375  .y = 0, 
2,2739729— 3,0657375.  j;- 1,5933931  .y=0; 

die  man  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Algebra  anf- 
iSsen  moss. 

Kehren  wir  nun  noch  auf  einen  Augenblick  zu  der  zweiten 
der  beiden  obigen  Bestimmongsneisen  von  x,  indem  man  fSr  x 
den  folgenden  Werth  von  u  setzt: 

«1  ,  «'s  ,  «8  ,         ,0« 


zuTfick,  was  man  die  Bestimmungswei'se  oach  dem  Prin- 
cip  des  arithmetischen  Mittels  nennen  konnte,  so  lässtsich 
diese  Bestimroungsart  durch  ^anz  ähnliche  Betrachtungsweisen  wie 
vorher  auch  auf  die  Bestimmang  mehrerer  unbekannter  Gr5sseD 
ausdehnen»  was  wir  jetzt  noch  kurz  erläutern  wollen. 

Haben  wir  nämlich  wie  früher  die  Gleichung 

und  bleibt  auch  alles  Uebrige  wie  vorher,  so  können  wir  uns 
wieder  denken,  dass  die  genauen  Werthe  von  ^,  z,  «,....  bekannt 
wären  und  nur  x  unbekanst  wäre;  dann  mOsste^  liadem  man  die 
FuoetioMD 

(«»— «ly— «^»— «1»— •-)— *i^» 

u.    6.    w» 
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in  Betrachtung  sieht,  f&r  x  das  arithmetische  Mittel  zwischeo  deo 
n  Grossen 

ai  — Ciy  —  dit-^eiv — .... 

^         :— ' 

U.      8.      W. 

gii— c»y— AtZ  — e«p  — .... 
6« 

gesetzt  werden. 

Wliren  ferner  die  genauen  Werthe   von  Xf  z,  v,.,„   bekannt 
nnd  nur  y  wäre  unbelcannt,  so  müsste,  indem  man  die  Functionen 

(ttj — biX — dji — «i©— -•...)  —  C|y, 

(a^-^b^ — djz— Ca© — ....)"— ^> 

(o,  — 65a:— iij2  —  Ca«^— ....)— Cgy, 

u.    s.    w* 

in  Betrachtang  zieht,  ffif  y  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den 
n  Grossen 

üi  — biX  —  diZ — ^1© — .... 

_        _  , 

u.    s.    w. 

gesetzt  werden. 

WXren  ferner  die  genauen  Werth«  von  x,  y,  o,....  bekannt 
ond  nur  x  wäre  unbekannt,  so  müsste,  indem  man  die  FvactieBeD 

(«, —Äia?  -  ciy—ei«— ....)— dl», 
u.    s.    w. 
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in  Betrachtung  zieht»  Ar  'z  dai$  arithmetische  Mittel  zwischen  den 
ft  Grössen 

u.    s.    w. 
flu— ftwar— Ct^y— e«p*-.o. 

gesetzt  werden. 

Ganz  ähnliche  Betracbtangen  lassen  sich  für  alle  übrigen  un- 
bekannten Grössen  anstellen»  pnd  in  ganz  gleicher  Weise  wie 
früher  gelangt  man  zu  dem  Resultate»  dass  man  die  Grössen 

überhaupt  ans  den  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades, 
deren  Anzahl  der  Zahl  der  unbekannten  Grössen  a,.y,  s,  v».... 
gleich  ist»  bestimmen  muss: 

nx^    'b^ 


o^^Csy-diX-'e^V' 


u.    s.    w. 


+ v. ' 

ny=     -^ 

a^ — hfjX — ä^ — e^t — .... 

Og — b^x  — d^z — e^v —  ••• 

tt.      8.      W. 
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Oa—Agar— <^  — Cit?  —  .... 

gg  — 6jjf — c^y  —  ejo  —  >... 
<^ 

U.      8.      W, 

+ 1 • 

O.     0.     w. 

BeseichneD  wir  nuo  der  Kurse  wegen  überhaupt  die  Summe 

Vi      9»     ft  9n 

durch 


/l  •«>"  fpr^' 


80  wird  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  leicht  auf  folgen- 
den Ausdruck  bringen: 

facr^ — xfber^ — y/cc^—  tfc-^d-^v/er-^e'^  „^  =0, 

fad-^'-xfbd-'^^yfcd''^^%Sdd-'^''vfd'-^e— ....  =0, 

Jae-^-'x/ber-^  —  y /cc"^— z/der-i— ©/ee-^  — ....  =0 

II.    6.    w. 

oder 

n.    6.    w. 
wo  natfirlich 


/^='»'  y*^=»'/5="'/?=" 


ist 
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FOr  den  Fall 

3r='il— Aar— Oy— -Ite — £tj— ...., 

indem  man  wie  früher 

setzt»   übrigens  alle  obigen  Bezeichnungen  beibehält ,    erhält  man 
ganz  eben  so: 

/fl^-i+ar/W-i +y/6-ic+«/Ä-id +«/d-i€+ ....  =0, 

iac^  +a;J[bc-^  +  yfcc-^ + zfc^  d  +  vfc-^  e  +  .... =0, 

fad-H^fbd-^+fffcd-^  +  zfdfl-^  +  vfd-^e  + ....  =  0, 

faer^+xfbe-^  +yfce-^+  zftle-^  ^vfee-^  +  ....=0 
u.    s.    w. 


oder 


U.      S.      W. 


Man  wird  leicht  eine  Analogie  zwischen  diesen  und  den  frühe- 
ren Gleichungen  bemerken,  indem  olFenbar^  bei  sonst  ganz  ähn- 
licher Bildung  beider  Systeme  von  Gleichungen,  nur  an  die  Stelle 
einer  Multiplication  in  jenen  ersteren  Gleichungen  in  diesen  letz- 
teren eine  Division  getreten  ist.  Welches  der  beiden  Systeme, 
die  nach  dem  Bisherigen  im  Wesentlichen  mit  gleicher  Berechti- 
gung auftreten,  wenn  auch  (m.  s.  die  obigen  Fehlerbestimmungen 
S.  470.)  fast  ein  gewisser  Vortheil  auf  der  Seite  des  zweiten  zu  sein 
scheint,  för  den  praktischen  Gebrauch  den  Vorzug  verdient,  lässt 
sich  auf  dem  im  Obigen  eingeschlagenen  Wege  nicht  mit  Sicherheit 
und  Strenge  entscheiden ;  dazu  sind  tiefer  gehende  analytische  Unter- 
suchungen erforderlich,  die  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
Sache  zu  dem  ersten  Systeme  und  bereits  zu  dessen  vielfachster  An- 
wendung in  den  Naturwissenschaften  geftihrt  haben.  Freilich  aber 
scheint  diese  Anwendung  nach  verschiedenen  ganz  neuerlichst  erst  an- 
gestellten Untersuchungen,  wie  wir  in  der  Einleitangzn  dieser  Ab- 


Digitized  by  VjOOQIC 


.486  Grüner t:  SlemetUare  BeirMhHtngen  ü^r  die  etc, 

handlung  nfther  besprochea  haben,  aach  wieder  gewisser  Ein- 
achräiikungen  zu  bedfirfen,  woröber  aber  das  Weitere  erst  noch 
abgewartet  werden  masa,  weshalb  wir  ans  hier  mit  diesen  allge- 
meinen Andeutungen  für  jetzt  begnfigen* 

Bei  späteren  UotersuchnngeD  Aber  diesen  Gegenstand,  die 
ans  vielleicht  künftig  beschäftigen  werden,  wollen  wir  zu  unserer 
Bequemlichkeit  uns  erlauben : 

das  dem  ersten  der  beiden  obigen  Systeme  von  Bedin- 
gungsgleicfanngen  zu  Grunde  liegende  Princip  das  Prineip 
des  Minimums  der  Summe  der  Quadrate  der  fibrig 
bleibenden  Fehler; 

das  dem  zweiten  der  beiden  obigen  Systeme  von  Bedin- 
gungsgleichungen zu  Grunde  liegende  Princip  das  Princip 
des  arithmetischen  Mittels 

zu  nennen ,  natfirlich  und  durchaus  nur  in  Bezog  auf  unsere  obige 
Darstellang  dieses  Gegenstandes,  weil  bei  einer  anderen  Auflas- 
sung desselben,  wenn  man  namentlich  aus  den  Principien  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  hergebrachter  Weise  die  soge- 
nannte Methode  der  kleinsten  Quadrate  ableitet,  die  beiden  obi- 
gen Benennungen,  in  ihrer  Unterscheidung  von  einander, 
wohl  kaum  gerechtfertigt  erscheinen  dürften,  was  aber  jetzt  nicht 
hierher  gehurt,  da  ich  hier  jetzt  durchaus  nur  die  obige  Darstel- 
lung im  Auge  habe. 

Möge  das  Bisherige  zu  weiteren  Untersuchungen  über  diesen 
wichtigen  Gegenstand  anregen! 
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Das  Klima  von  Athen  beschreibt  Herr  Boaris,  Director  der 
Sternwarte  und  Professor  an  der  Uuiversitllt  zu  Athen,  in  den 
„Astronomischen  Nachrichten  Nr.  874''  auf  folgende  in- 
teressante Weise: 

„Während  meines  siebzehnjährigen  Aufenthaltes  hier  ist  das 
Thermometer  etwa  ein  Dutzendmal  bis  in  die  Nähe  des  Ge- 
frierpunktes herabgesunken,  zu  diesem  selbst  höchstens  jedes 
vierte  Jahr  und  dies  immer  nur  ffir  einige  Stunden.  Schnee  giebt 
es  zwar  fast  jährlich  auf  den  Gebirgen  gegen  Nord  und  Ost,  aber 
in  der  Thalebene  von  Athen  nur  höchst  gelten.  Was  man  da  als 
herabfallenden  Schnee  zu  sehen  bekommt,  ist  weiter  nichts  als 
wässerige  Flockenmasse,  wie  etwa  der  sogenannte  Aprilschnee 
in  Deutschland,  nur  sind  die  Flocken  von  viel  kleinerer  Dimen- 
sion. Um  ihn  dann  wirklich  zu  sehen  zu  bekommen,  muss  man 
dazu  noch  früh  aufstehen ,  weil  er  bei  Sonnenaufgang  meistens 
sogleich  wieder  in  sein  ursprüngliches  Nichts  auseinanderfliesst 
Vom  eigentlichen  Eise  ist  hierorts  gar  keine  Rede;  dafSr  aber 
giebt  es  Regen ,  Blitz  und  Donner  nur  Im  sogenannten  Winter  und 
Frühjahre.  Die  Hitze  im  Sommer  ist  wirklieh  unerträglich  wegen 
ihrer  Continuirlichkeit  und  der  damit  verbundenen  Schwüle  Tags 
und  Nachts.  Die  mittlere  Sonnen  wärme  wird  etwa  zu  22^  R.  und 
das  Maximum  zu  30^  R.  Im  Schatten  sich  herausstellen  (die  mitt- 
lere Jahrestemperatur  beiläufig  zu  14<>  R.).  Das  zu  diesem  Zudecke 
eigens  für  die  Sternwarte  besorgte  Maximum- Thermo nieter»  mit 
geschwärzter  Kngel»  zeigt  in  den  Sommer  -  Sonnenstrahlen  häufig 
45^  R.  Der  einzige  frische  Augenblick  während  der  heissen  Jah- 
reszeit ist  kurz  vor  Sonnenaufgang  beim  Stattfinden  des  Minimums 
der  Tagestemperatur.  Im  Hochsommer  während  der  cynischen 
Hitze,  Ttwixa  näviuxva  genannt,  ist  auch  schon  die  kleinste,  leich- 
teste Wolke  eine  höchst  seltene  —  eine  kometenartige  Erschei-^ 
nung;   man  lernt  zn  dieser  Zeit  gans  vergessen,  wie  Wolken 
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eigentlich  aussehen.  Damit  ist  gewöhnlich  auch  ein  glühend 
faeisser  Nordwind  verbunden.  Diese  auffallende  Erscheinung 
erkläre  ich  mir  daraus,  dass  dieser  Wind  über  die  kahlen >  son- 
nenverbrannten Gebirge  Albaniens  hinfahrt»  woher  wir  ihn  dann 
hier  aus  erster  Hand  bekommen.  Während  dieser  Schreckenszeit, 
die  beiläufig  40  Tage  dauert ,  scheint  die  Menschheit  und  die 
ganze  Natur  wie  ausgestorben ;  selbst  alle  V'ögel  und  die  wenigen 
Frösche  verstummen;  sogar  die  diversen  Legionen  der  sonst  so 
lästigen  lusecten  verschwinden  dann  —  nur  das  monotone  melan- 
cholische Gezirpe  der  Anakreontischen  Cicade  (nicht  Grille  oder 
gar  Heuschrecke  nach  den  Philologen  und  Lexikographen)  erschallt 
weithin  und  zwar  um  so  heller  und  anhaltender,  je  mehr  die 
kochende  Natur  ihrem  Siedepunkte  sich  nähert.  Diese  Lieblinge 
der  alten  Hellenen  sind  dann  für  diese  Zeit  die  besten  Thermo- 
oder  vielmehr  Pyrometer*  Vorstehende  Jeremiade  gilt  übrigens 
.b)oss  für  die  neu  aufgegrabene  Stätte  von  Alt- Athen.  Die  son- 
stige Hellas  erfreut  sich  grösstentheils  eines  wirklich  paradiesi- 
schen Klimas  und  man  wird  auch  nirgends  so,  wie  hier  zu  Athen, 
in  Versuchung  geführt,  an  der  factischen  Existenz  von  vier  Jah- 
reszeiten in  der  gemässigten  Zone  zu  zweifeln." 


„    „    „  15.  „  19.  für  ;;^  lese  man 


U.      }| 


Druckfehler. 

ThLI.  S.28UZ.2.statt„Werth'«setaeiii«ii  „abfolnte  Wertb." 

„  \X.S.ll.  S&.9.  lese  man  „GanasafaL" 

„    „    „  14.  ;,  6.  lese  man  „scheiden.'' 

^     du  ^  du 

—  -r-  lese  man  -r*« 

du  dx 

3.  fehlt  (IT). 

„    „    „25.,,    3.  nach  Wer the  fehlt  „begrenzter  Integrale/' 

du 
„    j,    „  30»  ,,  16.  und  18.  statt  du  setse  man  — . 

„    „     „  30.  „  18.  statt  +l—(-m  setse  man  /(4.1)-/(+l). 

Itb  Literarischen   Berichte   Nr.  LXXXf.  S.  5.  Z.  93.   unter  b)   most 

statt  „Mesaiears  des  Directeurs"  heissen;  „Messieors  les  Direeteors." 

Thl.  IXI.  Heft  III.  S.  305.  in  der  Torletzten  Zeile  lies  ^  statt  ^. 

C9>  ox 


Digitized  by  VjiOOQIC 


aterarf9fi»9r  MeHM  LKOi. 


Literarischer  Bericht 

MCXXI. 


Oesehichte  der  Mathenifttik. 

BrlefweckMl  awiseben  W.  Olbers  und  RW.BMsel. 
fl«Ta««g«geben  toa  Adolph  Ertnan.  lo  awei  Bfinde». 
Letpstg,  Avenariim  und  Meiid«is«4»hB.  1852.    8.    5  Thit. 

Wir  haben  es  nna  angelegen  sein  lassen,  aus  diesem  inter- 
essanten BrieTwecbsel  in  den  Trüberen  Heften  des  Archivs  unsern 
Lesern  schon-  Einiges  nitzutbeilen,  und  k2*nnen  uns  daher  um  so 
mehr  hier  auf  eine  bloss  kurze  Anzeige  beschrfinicen.  Der  Brief- 
wvechsel  beginnt  mit  einem  Briefe  von.  Ol  her  s^  daiirt  Behburg 
bei  Bremen  den  12.  August  1804,  und  schDesst  mit  einem  Briefe^ 
von  Bessel»  datirt  Königsberg  den  28.  Juni  1839,  umfasst  also 
jlen  langen  Zeitraum  von  3S  Jahren.  Im  Ganzen  sind  364  Briefe 
mitgetheilt.  Von  Bessel  selbst  aufgesetzte:  ,,||^urze  Erinne- 
rungen an  Momente  meines  Lebens"  sind  dem  Briefwechsel 
vorangestellt,  die  aber  leider  nur  bis  zum  Jahre  1806  reichen; 
femer  B esseis  früher  in  den  Astronomischen  Nachrich- 
ten Bd.  XXII.  erschienener  Aufsatz:  Ceber  Oibers.  Wenn 
auch  dieser  Briefwechsel  natQrlich  vorzugsweise  den  Astronomen 
von  Fach  interessjren  muss,  so  können  wir  doch  den  Lesern  die 
Versicherung  geben ,  dass  auch  der  Mathematiker  viele  interes- 
sante und  lehrreiche  Notizen  in  demselben  finden  wird^  und  wün- 
schen ihm  daher  eine  möglichst  weite  Verbreitung  und  ausge- 
dehnte Beachtung  recht  sehr.  Jedenfalls  hat  sich  Herr  Professor 
A.  Erman  in  Berlin  durch  die  Herausgabe  dieses  Briefwechsels, 
SU  welcher  er  schon  als  Bessel's  Schwiegersohn  vorzugsweise 

Thl.XXl.Hft  1.  ^  1 
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berufen  und  besonders  beföhigt  war,  um  die  Geschichte  der  Astro- 
nomie und  Mathematik  überhaupt  eia  mit  'besonderem  Danke  an- 
zuerkennendes Verdienst  erworben. 


Arithmetik. 

Materialien  zum  Gebrauche  bei  und  nach  dem  un- 
terrichte ^us  ft^f  ,|dherpn  <^nalysis.  Mi^  besonderer 
R.iicksichtiiahme  auf  die  ßedürfnisse'von  technischen 
Lehrapstaiten,  als  Uilfsbucji  f,fir  Lehrer  und  Ler- 
nende bearbeitet  Ton  Johann- Rogner,  o.  o.  Professor 
an  der  k.  k.  Oberrealschule  u.  s.  w.  zu  Gratz.  Gratz. 
1853.    Hesse.    8.    2  Thir.  20  Ngr. 

Dieses  Boeh  ^eiilbfifl:  SSOO  üebongaaufj^aben  aiis  der  sogenann- 
ten Analysis  des  Endlichen,  aus  der  Differentialrechnung  und  In- 
tegralrechnung, und  erstreckt  sich  ziemlich  glerchförmig  über  alle 
Theile  dieser  Wissensohaften ,  wobei  zweckm&ssSg  dte  Resultate 
(S.  277—S.  4Ö3.)  von  den  Aufgaben  {8.  1-^S.  276.)  getrennt  wor- 
den sind.  .Der  Gestaltung  der  neueren  Analysis  hat  der  Herr 
Verfasser  insofern  zweckmässig  Rechnung  getragen,  dass  er  bei 
der  Taylor'schen  und  Maclaurin'schen  tteihe  (S.  186)  die  soge- 
nannten Beste  dieser  Reihen  nicht«  wie  dies  in  den  meisten  übri- 
gen neueren  derartigen  Sammlungen  in  unverantwortlicbej-  Weise 
geschehen  ist,  unberücksichtigt  gelassen,  ferner  auch  aiif  S.  11 
eine  ziemlich  grosse  Anzahl  von  Aufgaben  über  die  Beurtheilung 
der  .Convergenz  und  Divergenz  der  Reiben  aufgenommen  hat. 
Wenn  sich  auch  naturlich  über  den  Werth  und  die  Brauchbarkeit 
eines  solchen  Buchs  erst  nach  längerer  Anwendung  bei'm  Unter- 
richte vollständig  urtheilen  lässt,  so  scheint  der  Herr  Verfasser 
dpch  bei  den  Aufgaben  meistens  eine  gute  Wahl  getroffen  zu 
haben,  und  manches  Eigenthämliche  oder  weniger  Bekaniite  scheint 
sich  darunter  zu  finden.^  Wir  glauben  daher,  diese  Sammlung  so- 
wohl Lehrern  zur  Benutzung  bei*in  Unterrichte,  als  auch  Schülern 
Behufs  eigener  Uebungen  in  der  Analysis,  mehr  als  manche  an- 
dere Schriften  dieser  Art  empfehlen  zu  k.ünnen,  ohne  uns  übri- 
gens auf  eine  speciellere  Beurtheilung  einzulassen,  und  wünschen, 
dass  das  Buch  nicht  unbeachtet  gelassen  werden  möge. 


Digitized  by  VJiOOQlC 


I4ifrarUcä€r  BerMU  LOÄl.  3 

Oeonetrie; 

GmpdliDi^D«  der  neueren  ebenen  .Geometrie  mit 
einer  $ani>ml«ng  von  mehr  als  IQOO  erläuterten  Aufga- 
ben, ein^m  Anhang  über  die  An\veA<lung  der  neueren 
Geometrie  auf  Optik  .  und  .zebn  Figurentafeln.  .Von 
Cbristopb  Paulus,  Lebrer  4er  Matbematik  an  der  Er- 
siebungsanetalt  auf  dem  Salon  bei  Ludwigaburg. 
Stuttgart.  W.  Paulus.    185ä    ^ 

Bei  der  ' Ab rätfsuog :  dieser  Grundlinien  der  neueren  ebenen 
G«imbtrie  liess  sicti  der  Herr' Ver^iusser  dureb  die  folgenden  Rfick- 
siebten  leiten.  1)  Vor  Allem- schien  ihm  die  Trennung  der  Geo. 
m^trie  der  Ebene  v,on  der  des  Raivmes '  wünscbensfrerth  zu  sein, 
weshalb  denn  auch  hier  für  jetzt  nur  die  erstere  gegeben  wird. 
2)  Bei  der  Frage,  welches  von  den  Hülfsmitteln  der  neueren  Geo- 
metrie zum  leitepiden  und  durcbgreifenden  zu  erheben  s^,  ent- 
schied er  sich  [tlrdieCpHineatiion,'  obnoidie  dbrigen  üfilfsmittel, 
z«  B.  Beciprocität,  Polarität*  u.  s.  w.  zu  übergehen.  3)  Hinsicht- 
lieh  des  grossen  vorliegeeilen  Materials  wurde  eine  strenge  Sich- 
tung vorgenommen  y  um  einerseits  nidita  Wesentliches  zu  über- 
gehen» andererseits  aber  «Mich  diejGeduid  des  Lesers  fimtek  allza 
reiches  Material  nicht,  auf  die  Probe  zu  stellen.  4)  Um  a^eh  die 
praktische  Seite  dier  neueren  Geometrie  hervorzuheben  >  wurde 
eine  reiche  Aulgabenffi^mmlnog  beigegeben,  in  welcher  die  Kreis« 
berührnngeo  und  •  die  Constriietion  der  Kege[Uchnitte  mit  Recht 
eine  be.«onder.e  Bo^rucksicfatiguog  fanden ,  weil  ^eben  hierin  die 
neuere  Geometrie  die  glänzendsten  Leistungen  aufzuweisen  hat; 
ferner  wnrde  in  einem  Anhange  die  Anwendung  der  neueren  Geo- 
metrie auf  die  Optik  gezeigt.  6)  Sein  besonderes  Augenmerk 
richtete  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die  Einführung  einer  zweck- 
mässigen Terminologie. 

Das  vorliegende  Werk  macht  durchaus  den  Eindruck  einer 
gan^  selbs^ständigen  Arbeit,,  welche,  die  Arbeiten  der  Vorgänger, 
namentlich  die  Werke  von  Stei.ner  und  Staudt,  zwar  benutzend, 
docli  baiaptsächjicb  die  bessere  Darstellung  und  weitere  Entwiche* 
lang  seines ,  Gegenstandes  sich  zur  Aufgabe  juacht«  Dass  bei 
einem  solchen  buchst  anerkennungswertheu  Streben  es  nicht  aus* 
bleiben  konnte,  dass  dem  Herrn  Verfasser  sich  öfters  neue  Wege 
aulUiäten,  die  auch  zu  neuen  Resultaten  führten,  versteht  sich 
bei  dem  offenbaren  Geschick,  mit  welchem  derselbe  seinen  Ge- 
genstand behandelt  hat,  so  sehr  von  selbst,  dass  wir  es  fast  für 
unouthig  hatten,  auf  solche  Dinge  noch  besonders  hinzuweisen. 
Indess  wollen  wir  doch  nicht  unterlassen,  hierzu  als  Beispiele  zu 
erwähnen:   die  Begriffe  der  Imaginären  Punkte  und  Richtungen, 
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denen  das  achte  Bach  g^trMi9«t  «wrdeo  bt;  ferner  die  Einftih- 
ruDg  des  Begriffs  der  Conformität,  wobei  d^  Herr  Verfasser  die 
Bedeutung  der  Begriffe^  der  imagkiSren  Pnnlcte  uinI  Richtsngen 
hauptsächlich  erkannte,  Hie  es  ihm  ^lang,  die  Conformität  der 
Kegelschnitte  anch  atif  die  imaginären  Ponlcte  end  RfchliHiges 
auszudehnen  nnd  dadarch  den  Boden  ztt  gewinnen»  ii^icher  4er 
Erforsclrang'der  gemeinschaMicfcen  Punkte  und  Tangenten  zireier 
in  einet  Ebene  liegenden  Kegelschnitte  nnd  der  Oscolatien  der 
Kegelschnitte  zur  Basis  dienen  konnte;  weiter  gehöre»  Uerfier 
die  Einführung  des  Begriffs  der  gemeinecliaftUchen  Viel- 
strahl eh  B^eiec  Kegelsdmitte»  die  BisAhrting  dee  Medolse 
des  Theilpunktes»  der  haraienlsclien  und  aoharmonisehen  Thei- 
lung,  der  CoHineiitieiiy  und  manchee  Andere,  wae  wir  hier  der 
Beschränktheit  dee  Raumes  wegen  nicht  alles  oanriiaft  nieelini 
können.  '      ' 

Wir  halten  dieses  Wetie  jedenfalls  Afr  sehr  beachtenswerte 
«eben den bebanntee deittschen  Werken Ton  Steiner  undStaadf, 
auf  die  der  Herr  Verfasser  sieh  selbst  fn  der  Vorrede  öfters  be* 
reft,  obse  des  berühmten  neuesten  Werkes  von  Chasfes  kq  ge- 
denken, und  haben  bei  dieser  Anzeige  f&r  jetzt  hauptsächlich  und 
zQftächst  den  Zweck,  unsere  Leser  auf  dasselbe  aufmerksam  zu 
mache«  und  ee  ihnen  zn  sorgfliHlger  Berücksichtigung  recht  sehr 
ZV  empfehlen,  indem  wir  zugleich  noch  bemerken,  dass  das  nSchete 
Heft  des  Archivs  eine  Abhaadleng  des  geehrten  Herrn  Verfiissers 
enthalte»  wird ,  welche  diesen  S^eck  noch  mehr  zu  erAMten  ge- 
eignet sein  dürfte,'  als  die  rorfiegende  kurze  Anzeige. 


Trigonometrie« 

Anfangsgründe  der  ebenen  und  sphärischen  Tri- 
genometrJe  und  deren  Anwendung  auf  die  LOsung  qu*'a- 
dratischer  und  kubischer  Gleichungen.  Vou  P.  Phi- 
lipp Kramer,  O.S.B.,  Professor  der  Mathematik  u.  s.  w. 
am  Gymnasium  zu  8t.  Stephan  in  Augsburg.  Augs- 
burg.   Rieger.    1852.   8. 

Ein  deutliches ,  ganz  elementar  gehaltenes  Lehrbuch  der  ebe- 
nen und  sphärischen  Trigonometrie,  mit  numerischen  Uehungs- 
beispielen,  einer  Formeltafel  und  mehrfachen  zweckmässigen  An- 
wendungen auf  Geodäsie,  Physik  und  mathematische  Geographie. 
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Oieodäsie. 

Befiebt  üi^er  die  la^en  Jabren  1817-^1801  »««ffe« 
führte  Verblntluiig  det  Oe^terreioblseheo  uad  Rusffi- 
ecben  Landesvennessttiifif.  Von  Karl  ron  Littrow.  Mit 
3  Tafeln.  (Aus  dein  V.  Bande  der  Denkscbrifte»  der 
jnatbematiacb  -  natiir«Yt,88enschaftricb#n  «Klaeae»  der 
Kaieerlieben  Akademie  der  Wiseenscbaftea  beeon* 
dere  abgedrnckt.)    Wien.  1853«    4« 

Am  24.  Augast  1847  wurde  zu  Tarnogrod  zwischen  Sr. 
ElxcelleDz  Herrn  General -Lieutenant  y.  Tenner»  Chef  der  Trian- 
gulation des  Königreichs  Polen,  und  Herrn  Oberst  Marienl» 
Triangulinings-Director  in  dem  unter  der  obersten  Leitung  Sr. 
Excellenz  des  Herrn  Feldmarscball-Lieutenants  von  Skribaneck 
stehenden  k.  k.  geographischen  MUitairlnstitute  zu  Wien»  fiir  die 
geodätische  Verbindung  von  Oesterreich  mit  Russland  eine  Con* 
vention  abgeschlossen.  In  dieser  Convention  lautet  Articie  7.  a, 
und  b.  folgendermassen : 

a)  Le  lientenant-g^n^ral  Tenner  et  le  colonel  Marien!  ne 
ae  communiqneront  pas  mutuellement  les  r^ultats  gäoddaiqoe« 
•t.astrononiiqnes  pour  les  jopct&enss  indiqu4s  dann  Tarticle  4.  de 
cette  Convention;  ebacno  d'eux^  enverra  les  siens  eachet<^  ans 
Directeurs  des  observateires  de  Poulkova  et  de  Vienne. 

b)  Cbaenn  des  Messienrs  des  Directenrs  ddcach^tera  srnnul- 
tandmeat  les  rdsnitats  rddproques  des  jonctions,  pour  les  eompa- 
rer  entre  enz,  et  pnis  chacun  cororouniquera  de  son  cotd  au  lien- 
tenant-g^n^ral  Tenner  et  au  colonel  Marien!  cette  eomparaison 
ains!  qae  son  opiolon  sur  Taccord  de  ces  rdsultats. 

Der  in  Folge  dieser  Convention  von  dem  Directof  der  Stern- 
warte zu  W!en>  Herrn  K.  v.  Littrow,  erstattete  Bericht  fiber 
die  Verbindung  der  iSsterreicbiscben  und  russischen  Triangulation 
liegt  uns  hier  vor,  und  ist  in  jeder  Beziehung  geeignet,  'das  In- 
teresse der  Leser  in  hohem  Grade  in  Anspruch  zu  nehmen ,  nicht 
bloss  wegen  der  grossen  GrOndüchkeit  und  Sachkenntniss,  mit 
welcher  derselbe  verfasst  ist,  wodurch  derselbe  ffir  Jeden,  wer 
ein  Orfbeil  Gber  ähnliche  geodätische  Operationen  gewinnen  will, 
überaus  lehrreich  wird,  sondern  auch  wegen  der  trefflichen  Ope- 
rationen selbst,  denen  er  gewidmet  ist.  Herr  v.  Littrow  ver- 
gleicht zuerst  die  Bestimmungen  einer  grössern  Anzahl  gemein- 
schaftlicher Winkel,  Seiten <  Höhen,  Azimnthe,  PolhOhen  und 
Längen  bei  Tarnogrod  und  Krakau  mit  einander  und  findet 
tiberall  die  schönste  Ueberelnstimnraog;  eine  der  längsten  Seiten 
z.  B.  ist  die  Seite  KrakuSrOyeow,   welche  sieh  ans  der  einen 
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Messung  10458  ',  6459;  aus  der  aodeqi  10458  ^,  664,  zwischeo  bei- 
den also  nur  der  geringe  Unterschied  0^,018  ergab;  eben  so  gut 
stinimem  Im  Ganzen  auch!  die  fibpige«  Blemeoto«  Dbod  weiset 
Herr  v.  Littrow  in  sehr  anscfaauMtber  Weise  die.  graste  Wich- 
tigkeit nach,  welche  die  jetftt  ^wisdbeo  der  usterreichisohen  und 
russischen  Triangulation 'hergestellia  VerVuidungiär  die  9ud  bald 
die  ganae  Erde  um^annende  Triangelreibc  überhaupt  hat»  indem 
HoffnuQg  vorhanden  .ist,  in  kurzei  Zeit  uDafBro  Welttheil  wenige 
stens  nach  zwei  diametralen  Richtupgeii  vom  atlaotischea  Ocean 
bis  zum  kaspischen  See,  vom  mittelländischen  bis  zum  Eismeere 
gleichsam  mit  einem  einzigen,  weil  überall  vnlitg  ausgeglichenen 
Dreiecksnetze  überzogen'  zii  sehen.  Für  Oesterreich  hatte  die 
hier  beurtbeilte  Operatioti  noch  eine  besondere  Bedeutung  durch 
die  bei  derselben  gewonnene  erste,  vOllig  authentische  Verglel- 
chung  der  usterreichischen  mit  den   französischen  Grundmaassen. 

Herr  v.  Littrow  schliesst  seine  interessante  SchHIl  mit  der 
bedeutungsvollen  Bemerkung,'  dass,  wenn  man  die  bei  der  in  Rede 
stehehden  Messung  gewonnenen  Resultate  mit  anderen  Ergebnis- 
sen för  die  Ostsee^  das  schwarze  und  adriatiscbe  Meer,  sowie 
mit  den  aus  französischen  nhd  deutschen  Vermessungen  folgen- 
de Dat^n  über  die  Hob«  des  atlantischen,  des  mittelländischen 
Meereis  uiidder  Nordsee  combinirt,  man  zu  dem  interessanten 
Schlüsse  gelangt,  däss  alle  «nsern  Welttheil  umspfif enden,  zu- 
sammenhätfgend«^n  Meei'e  nahe  gleich  hoben  mittleren  Spiegel 
haben,  eine  Tfaatsaebe,  an  deren  ^lügemelnem  Bestehen  auf  der 
ganzen  Erdober^äohe  nach  bekannten  neueren  Erfahrungen  über 
das  retbe  Meer»  den  stillen  Ocean  u.a.. nun  kaum  mehr  zu  zwei- 
feln ist.  Herr  V.  Ltttrow  denkt  hierfiber  noch  eine  besondere 
Schrift  herauszugehen,  weil  sich  die  dazn  erforderlichen  Daten 
^ßlUig  zuerst  in  seiner  Hand  vereinigt  finden,        ,    . 

W^ie  sehr  man  es  der  üsterreichiscben  und  russischen  Regie- 
rung Dank  wissen  muss,  dass  dieselben  die  zu  so  wichtigen  .Ope- 
rationen erforderlichen  Mittel  in  liberalster  Weise  gewähren,  braucht 
hier  nicht  noch  besonders  «bemerkt  zu  werden ;  der  AuDiierksara- 
keit  aller  unserer  Leser  erapfeblen  wir  aber  nochmals  die  höchst 
interessante  Schrift  des  Herrn  v.  Littrow  zu  sorgfaltigster  Be- 
achtung, indem  wir  überzeugt  sind,  dass  dieselbe  gewiss  Nie- 
mand ohne  gros£ie  Belehrung  aus  der  Ha::d  legen  wird. 


Astronomie. 

Beobachtung    der    totalen   Sonnenfinsteruiss   vom 
SSstev^.  Juli  1651   zu  Ra^tenfourg  in  Qatpraussen«    Auf 
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Veranlästiiiig'der  KdoigÜGfaen  SteMwatteso  Bonb  an. 
g'^eUllt-Toa  '  dem  Gehilfen  -  4er%eAen  J.  '  R  Jaiiits 
Sefcmtdt    BoiiD.  Marcus.  yS6±    4;    ü  Ifcliü  ia£gf>s   ' - .    '> 

.  Zyveck  u^d  Ver^la6sung,.di^$er  Schrift  giebt  ihr  Titel  voll- 
ständig an» :  i)er  Inhalt  ist  folgender:  Einleitung.  «-  fieob^chtete 
Zeitmoipente  während  der  Finsterniss.  — ^^L  Beobachtungen  zwischen 
deni'  A^nfange  der  Finsterniss  und  dem  Beginne  der  Totalität. 
IL  Beobachtung  der  Erscheinungen  wälirend  der  totalen  Verfin- 
sterung. A.  Die  Corona.  B.  Protuberanzen.  C.  Erscheinungen  iu 
den  letzten  Seeonden  der  Totalität.  I>.  Bieobaöhtungeh  der  Her- 
ten Thorihanii  und  Jänsch.  -^  Bemerkungen  über  die  Posttions- 
winkel  und  Grossen  der  Protuberanzen.  —  Folgerungen,  welche 
sich  aus  den  Beobachtungen  der  Protuberanzen  zu  ergeben  schei- 
nen. Beme/kun'gen  über  die  Intensität  der  Corona  und  der  Pro- 
tuberanzen. Mittheilung  fremder  Beobachtungen  aus '  Ostpreussen. 
*-  Eigene., und  fremde  Beobachtungen/ in  und  um  Hastepburg. wäh- 
rend, d^r  Fiivsterniss.  (ohne  Fernrohr),  »t  Undulirende  Bßwegun- 
gen  desJUoktes  am  Aofang  und  Endß  der  Totalität.  IJ.  Ansehen 
und  Dunkelheit,  des  Himmels  während  der  Totalität  IIL  D^presr 
sioD  der  Temperatur  und  Finsternisswind.  IV,  Verhalten  dejr  Äf  i^d- 
«jcben,  Thiere  und  Pflanzen  während  der  Finstemicup.^ 

Wir  gestefaeo.  dass  nns  keine  Sehriftzu  Gesiclit  gekommen 
ist,  In  welcher  naraentiich  die  physikalischen  Ersebeinnogen  bei 
der  in  Rede  stehenden  merkwürdigen  und  grossartigen  ErAchei- 
Dong  mit  SB  viel  Umsicfyt/  Sachkenntniss;  und  Genauigiceit  erör- 
tert worden  wären,  als  in  der  vorfiegenden,  durch  die  stCh  der^ 
Herr  Verfasser  überall  als  eine«  genauen  und  r^ülg  Torurtheila' 
freien  Beobachter  documentirt.  Wir .  empfehlen  daher '  diese  sehr 
gHte  Schrift  der  Aufmerksamkeit  aller  Baserer  a«^  der  besproche- 
nen' merkwürdigen  Erscheinung  Interesse  •  nehmenden  Le^er  aus 
volfkomimenster  Ueberzeugung  Yeeht  sehr  zur  cJorgißiiiigsten  Be- 
achtung. Auf  die  An  führnng' vieler  Einzelnheiten  können  wir  ans 
hier  natürlich  nicht  einlassen,  kennen  uns  indess  nicht  ver* 
sagen,  anzuführen ,  wie  auf  S.  17.  der  geehrte  Herr  Verfasser  über 
die  schon  vielfach  discutirte  Natur  der  Protuberanzen  sich  aus- 
spricht, womit  unsere  Meinung  über  diesen  Gegenstand  auf  das 
Vollständigste  übereinstimmt.    Er  sagt  a.  a.  O.: 

„Wenn  aber  auch*  diesmal  aus  den  ölen  angeführten  Gründen 
di^  in  Ras^enburg  und  Danzig  ^g^essepen«  auf  den  wahren  Nord- 
punkt-der  Sonnei^scheibe  bezpgei^fm .  PpaitionswinkeL  nicht  ausam- 
menstiinmep  köpnen,.  sq  zeigen,  docli  Jbeide.  Messpage»  das  Zw 
«aimnenfolten  der  Proftuheram&.J;  mit  der  westlichen  füeckenj^oype 
B.  Wäre  diiS  Protiil)0raq;i  ein  optisches,  erst  amM^nd- 
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* 
rando  erzeugtes  Piiftft0meo,  so  lisat  #iBb  «#lehe  Giiio- 
eidaiB2  bei  Mes8«mgett  ian  «o  vnm  elBAiüder  •ntfecnle« 
Orten  ftckwer  begreifen,  jtivfaieJiefl  deu^n  der  ^nt^t- 
schied  in  den  ParaUaxen  des  Mondee  eeboo  tod  gros- 
eeiD  Einflusee  sein  mfisste  and  selbst  die  VFirkang 
der  das  HondproUi  verftndeVnden  parallaktisclieii  Li- 
"bratloii  nicbt  zu  überseben  Ist,  i^enit  man  die  Pro- 
tuberanzen  durch  ein  Inflexion$phänomen~  an  den 
Randgebirgen  des  Mondes  erklären  will.**- 

Wir  werden  uns  freuen»  wenn  das  ^Vorstehende  geeignet  ist, 
die  Aufmerksandieit  der  Leser  auf  diese  mehrfach  interessante 
Schrift  hiazoienJcen« 


Literarische  Nachricht  aus  Russland. 

Henr  M.  Kebalsky,  Adjunct  der  Kaiserlichen  Universität  zu 
Kasan  und  Obserrator  an  der  dortigen  Sternwarte,  hat  in  eifern 
tm  vprigen  Jahre  in  -russischer  Sprache  erschienenen  Werke 
(„T'jieorie  der  Bewegungen  des  Neptun.  Von  M.  Ko- 
-bälsky,  *Adjuncten  der  Kaiserlicfien  UniversitSt  zu 
Kasan  ^*)  eine  höchst  sergftitig  ausgeführte  Berechnung  der  Nep- 
tunsstc^nngen  auf  100  Quartseitea  geliefert  und  eiDen  Anhang  über 
das  Kepler'scbe  Problem  auf  27  Seiten  heigefagt  Wir  enpfeh- 
len  dieses  treflOiche  Werk  allen  Denen,  welche  sieh  f<r  diesen 
Ciegenstaad  int«ressiren ,  angelegen tliclist,  und  machen  hier  «m 
so  lieber  aaf  dasselbe  aufmerksam,  weil  die  rassische  Literatur 
sieh  bei  uns  noch  nicht  gaaz  der  verdientefl  Verbreitusg  erfreut 
Der  Herr  Verfasser,  welcher  früher  bei  der  vor  einiges  Jahren 
unter  Leitung  des  Obersten  Professor  Hoffmann  alisgeßthrteu 
Ezpeiiitieo  nach  dem  nördlicheo  Ural  für  astronomische  und  mag- 
aetisehn  Beebachtuagen  angestellt  war,  hat  sich  durch  die  Atts^ 
filhrnng  der  obigen  Rechnnngea  jedorfftlls  ein  wesentliche«  Ver- 
dienst um  die  Astronomie  erworben. 


Physik. 

Lehrbuch  d«r  Physik  fffr  Realanstalten  und  6yin« 
nasien,  so  wie  zum  Selbstunterricht  von  Dr.  C.  B.Greiss, 
Lehrer  der  Physiic  am  Realgymnasium  In  Wiesbades. 
Mit  179  in  ^den  Text  eingedrnckten  Holzschnitten  und 
Lithegraptiien*^WIesbfiden.  Kreidel.  1893.  9. 
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DImc»  Lehrbuch  der  Physik  uoteracheMet  «Wh  ▼on  Xbttliobeo 
Werken  wesentHcb  durch  die  Anordouog  de»  Stois,.,  Indem  die 
mechaDischen  Kapitel  vom  Al^fame  ganz  an  das  Ende  verwiesen, 
worden  sind,  was  der  Herr  Verfasser  damit  rechtfertigt,  dass  die 
mathematische  Behandlang  dieser  Lehren  es  wünscfaenswertb  mache,, 
sie  nur  In  den  obersten  Klassen  vorzutragen,  und  dass  man  la- 
den übrigen  Abschnitten  fast  ausschliesslich  nur  die  Sätie  übeF« 
die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte  benutze,  diese 
aber  den  ScfaOlern  fOr's  Erste  mit  Leichtigkeit  experimentell  vor- 
geführt werden  können.  Wir  glauben,  dass  diese  Anordnung  in 
methodischer  Rficksicht  wohl  zu  billigen  ist  Sonst  unterscheidei 
sich  dieses  Lehrbuch  von  anderen  Werken  nicht  wesentlich,  nimmt 
fSr  seioen  Zweck  hinreichend  auf  die  praktische  Anwendung  Rück- 
sicht, verschmäht  nirgends  die  Anwendung  elementar -mathemati- 
scher Uulfsmittel,  %.  B.  auch  in  der  Optik,  und  ist  in  einer  AtnU 
liehen  Sprache  verfasst,  so  dass  wir  dasselbe  den  Lehrern  an 
höheren  Unterrichtsanstalten  wohl  zur  Beachtung  empfehlen  können« 

Die  Lehre  von  der  Reibungselectricitftt  Von  Pe- 
ter Tbeophil  Riess,  Professor  zu  Berlin.  Zwei  Bände. 
Berlin.  Hirschwald.    1853.    8.    8  Jhlr. 

Jedenfalls  das  wichtigste  und  vollständigste  Werk  fiber  die 
Reibnngselectricität,  was  die  gesammte  physikalische  Literatur 
jetzt  besitzt,  eben  so  vollständig  flir  die  jetzige  Zeit,  wie  etwa 
das  bekannte  Werk  von  Cava II o  fSr  die  seinige  war.  Dass  das- 
selbe zugleich  viele  eigene  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers 
enthält,  versteht  sich  bei  den  allgemein  bekannten  Verdiensten 
desselben  um  diesen  Theil  der  Naturlehre  ganz  von  s>lbst.  Wir 
freuen  uns,  das  Erscheinen  dieses  Werkes  hier  anzeigen  tn  kSa-' 
nen ,  kOnnen  und  müssen  uns  aber  auch  damit  hier  begnfigen,  weil 
sein  Inhalt  zu  reichhaltig  ist,  als  dass  wir  näher  auf  denselben 
eingehen  könnten.  Die  Ordnung  ist,  was  hjer  von  besonderer 
Wichtigkeit  ist,  Obersicbtlicb,  und  die  Darstellung  deutlich  und  klar. 

Ueber  musikalische  Tonbestimmung  und  Tempe- 
ratur. Von  M.  W.  DrobiSch,  Professor  zu  Leipzig.  Aus 
de-n  Abhandlungen  der  mathematisch-physischen  Klasse 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   Leipzig.  Weidmann.  1852. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  den  Fundamentalleh- 
ren der  theoretischen  Musik  oder  Kanonik,  wobei  es  dem  Herrn 
Verfasser  nicht  um  musikalische  Neuerungen ,  sondern  um  wlssen- 
schafUrche  Aufklärung  des  Bestehenden  zu  thu.i  war.    Der  Haupt- 
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inhalt  ist  folgender:  1.  BWimmung  der  T5ne  aos  ihren  etaraeh- 
steii  SehwinguDf^sverblifitmjwen.  II.  Bestimmang  der  Toninter valle. 
HI.  Von  der  Nothirendiglieit  der  Temperatur  dberliattpt»  ioabe- 
«(ondere  der  gleieliaciiwebenden.  I.  Aohafig.  Ueber  die  beetmögliebe 
akustische  Bestiromong  der  erhöhten  und  erniedrigten  TSne. 
11.  Ueber  die  Newtonsche  Analogie  zirischen  Farben-  und  Too- 
v^hältnlssen. 

Je  weniger  GenOgendes  man  auch  in  den  grosseren  phyaika- 
tischen  Handbüchern  über  den  obigen  Gegenstand  findet»  über  den 
die  .Verfasser  dieser  Bücher  oft  selbst  nur  unklare  Vorstellangen 
gehabt  zu  haben  scheinen ;  desto  mehr  muss  man  dem  Herrn  Ver- 
fasser für  die  in  dieser  Schrift  gegebene  äusserst  klare  und  strenge 
Darstellung  danken,  die  zugleich  überall  mit  kritischem  Scharf- 
sinne die  Leistungen  der  Vorgänger,  \ne  Euier's,  Marpurg's, 
Türk's,  Herbart's  u.  s.  w.,  beurtheilt,  webei  sie  deren  Vor- 
züge keinesv^eges  unbeachtet  lasst  und  überall  bei  selbstständiger 
Verarbeitung  sich  aneignet.  Wir  glauben  daher,  diese  Schrift 
unsern  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen  zu  müssen,      t 

Rücksichtlich  des  Anhangs  II.:  „Ueber  die  Analogie  zviischen 
Farben-  und  Tonverhältnissen''  müssen  wir  noch  darauf  aufmerk- 
sam machen ,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  ufientlichen  Sitzung 
der  KBnigL  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  vom 
14.  November  1S52  einen  Nachtrag  zu  der  obigen  Abhandlung: 
„Ueber  die  Wellenlängen  und  OscillationszahJen  der  farbigen 
Strahlen  im  Spectrum''  vorgetragen  hat,  worin  er  einen  Irrtfaum 
oder  vielmehr  eine  Ueberellung  bespricht  und  vollständig  aufklärt, 
in  die  er  bei  Abfassung  des  in  Rede  stehenden  zweiten  Anhangs 
verfallen  war  und  auf  welche  ihn  zuerst  Herr  Dr.  Baltzer  in 
Dresden  aufmerksam  gemacht  hatte.  Ohne  uns  hier  auf  eine 
weitere  Besprechung  dieses  Gegenstandes  einlassen  zu  können, 
durften  wir  doch  diese  von  dem  Herrn  Verfasser  nachträglich  ge- 
gebene Aufklärung  im  Interesse  unserer  Leser  nicht  unerwähnt 
lassen. 

Die  Physik  der  Erdrinde  und  der  Atmosphäre  po- 
pulär dargestellt  von  Fciedrich  Zamminer,  ausser-' 
ordentlichem  Professor  zu  Giessen.  Mit  drei  Karten. 
Aus  der  „Neuen  Encyklopädie  für  Wissenschaften  und 
Künste"  besonders  abgedruckt.  Stuttgart,  Franckh. 
1863.    8. 

Diese  Schrift  soU,  namentlich  in  ihrem  ersten  Theile,  ein 
gedrängtes  Bild  geben  von  dem  Walten  der  Kräfte,  welche  den 
Erdkorper  aus  einer  glühenden  Dunstroass^  in  einen  Schauplatz 
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Micb«ii  org»ai«eb«n  L«b*M  i«Dge»talteten»  in  ZeitrMmed,  an  de- 
reu  BrfAMUng  qAser  Gebt  »ur  aa  der  Hand  i^rononris^bef  ^iid 
fsokgiacber  Studien  sich  gewubiit  Der  sweite  Theil  deradben 
ist  gaaz  der  die.  Erde  umgebendeo  Duo^thülle  gewidmet  Ueber- 
baupt  iat  der  Inhalt  nacb  seipto  HaoptoiomeDten  folgender:  A.  Die 
Erdrinde.  L  Die  Erde  %\%  Planet  U.  Die  Wirkungen  des  Was-* 
sers.  lU.  Die  innere  Erdwärme.  IV.  Geschichte  der  Erde.  B.  Die 
Atmosphüre.  I.  Vcrh&itniss. der  Atmosphüre  zum  Liebte.  IL  Da« 
Gesetz  der  grossen  Zahlen.  III.  .Veibältniss  der  Atmosphäre  zur 
W&rnie.  IV.  'Die  Strömungen  der  Meere.  V.  Die  Strömungen 
im  Luftmeere.  VI.  Der  Druck  der  Dämpfe  und  der^  trockenen 
Luft.  VII.  Die  ivSssrIgen  Niederschläge  und  die  Gewitter.  VIII.  Ein- 
fluss.  des' Klimas  und  der  Meteore  auf  die  Vegetation. 

Die  Schrift  ist  in  einer  recht  ansprechenden  Sprache  gescbrie«- 
ben,  verbindet  ziemliche  Vollständigkeit  mit  angemessener  Kürze 
und  berücksichtigt  überall  sorgfaltig  die  neuesten  Forschuns;en«  so 
tveit  dies  der  beschränkte  Raum  gestattete.  Dieselbe  scheint  da- 
her ihrem  Zwecke  recht  gut  zu  entsprechen  und  verdient»  einem 
Jeden  y  wer  sich  über  ihren  interessanten  Gegenstand  in  kurzer  * 
Zeit  eine  ausreichende  Debersicht  verschaffen  will,  empfohlen  zu 
werden,  so  wie  wir  selbst  dieselbe  mit  Vergnügen  gelesen  haben. 
Auch  Lehrer  der  Naturwissenschaften  werden  manches  für  ihre 
Zwecke  Dienliche  aus  ihr  schupfen  können  und  dürfen  sie  daher 
nicht  unbeachtet  lassen ,  da  sie  uns  nützlicher  zu  sein  scheint,  als 
viele  andere  dickleibige  und  weitschweifige  Werke  dieses  Fachs, 
die  ohne  vielen  Gehalt  sich  oft  in  hochtrabenden  Redensarten  zu 
ergehen  belieben. 


Vermischte  Schriften. 

Sitznngsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (Siebe  Literar.'  Bericht  Nr. 
LXXIV.  S.  940.) 

Jahrgang  1852.  VIII.  Band.  4.  Heft.  S.  504.  Stampfer: 
Ceber  den  scheinbaren  Durchmesser  der  Fixsterne*  Auszug  aus 
einer  ßir  die  Denkschriften  bestimmten  Abhandlung.  —  S.  511. 
Stampfer:  Methode,  den  Durchmesser  der  Pupille  sowohl  bei 
Tage  9  als  bei  Nacht  am  eigenen  Auge  zu  messen.  (Auf  beide  . 
sinnxeicbe  Aufsätze  machen  wir  besonders  aufmerksam.) 

Jahrgang  1862.  VIII.  Band.  5  Heft.  S.  543.  SchObl: 
Vielfache  Brechung   eines  Lichtstrahls   in    Kalkspatb-Krystallen. 
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—  S.  567.  P-et^valr  Ueber  die  CDsok^mninehketteii  gevrisMr 
populfirer-Ansehauiingsweiseii  in  der  Cndalations-Tiieorie  und  ibre 
Unfiibigkeit,  das  Priticip  der  Erbaitang  der  Scbwinguiigsdaii«r  za 
ersetzen.  —  S.  687:  Doppler:  Bemerkangen  zu  dem  Airf»atze: 
^yUeber  ein  allgemetnes  Princip  dfer  Undnlatlonslekre.  Gesetz  der 
Erkaltung  der  Scbwingungsdaoer«  von  Professor  Jos.  Petzval'* 
(Sitzungsberichte,  Februarheft  1852,  pag.  134).  -^  S.  593.  A.  t. 
Ettingsh aasen:    Bemerkung»  denselben  Gegenstand  betreffend. 

Jahrgang  1S52.  IX.  Band.  1.  Heft.  S.27.  A.  v.  Ettings- 
hausen:  Weitere  Bemerkungen  zu  dem  Vortrage  des  Herrn 
Professor  Petzval  vom  15.  Jänner  1852.  —  S.  31.  Boue:  Ueber 
die  Karten  der  Gebirge  und  Thälerrichtungen.  —  S.  173.  Puschl: 
Ueber  das  Entstehen  progressiver  Beilegungen  durch  Verbrauch 
lebendiger  Kraft  oscillatoriscber  Bewegnitgen. 

Jahrgang  1852.  IX.  Band.  2.  Heft.  S.  217.  Doppler: 
Bemerkungen  über  die  von  dem  Herrn  Professor  Petzval  gegen 
die  Richtigkeit  meiner  Theorie  vorgebrachten  Einwendungen.  — 
S.  240.  Haidinger:  Die  Luive'schen  Ringe»  eine  Beugungs- 
Erscheinung.  —  S.  338.  Haidinger:  Niedrigste  Hohen  von  Ge- 
witterwolken. —  S.  401.  Schmidi:  Ueber  die  Abfassung  einer 
Chronik  der  Erdbeben  in  der  österreichischen  Monarchie.  —  S.  414. 
Schrotter:  Ueber  das  Leuchten  gewisser  Körper  beim  Erwärmen« 
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Literarischer  Bericht 

LXXXII. 


Gesehiehle  der  Mathematik. 

.  In  der  Beilage  au  Nr.  864  der  ,,A8trooonii8cbeD  Nach 
ricbten'S  virelchebekaantlkh  jetzt  die  Herreo  U ans eii  uiGolha 
und  A.  C.  Petersen  io  Altena  trefflich  redigiren,  findet  man 
«ehr  intereeeante:  ^Uiograpbieche  Notizen  über  den  ver« 
•torbenen  Conferenzrath  Schumacher.  Vorgelesen  in 
der  Konigl.  DänUcheo  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten aralQ.  Decenber  1851,  von  Professor  Oinfsen'S  für 
deren  Veruffentlicbung  man  Herrn  Professor  Olufsen  zu  beson- 
derem Danke  yerpflichtet  ist  und  auf  welche  wir  unsere  Leser 
besonders  aufmerksam  machen. 


Geometrie. 

Neun  verschiedene  Coordinaten- Systeme»  im  Zn- 
sammenhang untersucht  von  J.  G.  H.  Swellengrebel» 
Litt  et  Phil.  Dr.  (za  Utrecht).  Mit  6  lithographirten 
Tafelo.    Bonp  (Marcus).  1863.   4.    2  Thlr.  20  Sgr. 

Jeder,  wer  mit  den  neueren  Fortschritten  der  analytischen 
Geometrie  vertraut  ist»  weiss»  dass  dieselben  einem  grossen  Theile 
nach  durch  die  Einffibrung  neuer  Coordinaten -Systeme  bi^dingt 
worden  sind »  und  dass  ffie  Uotersucbungen  der  neueren  Geometer 

Thi.xxi.Hfta.  a 


Digitized  by  VjiOOQIC 


2  Jütentriscker  Bericht  LXXXIL 

hauptsächlich  als  in  diesem  Princip  wurzelnd  betrachtet  werden 
können.  Auf  diesem  Wege  weiter  fortschreitend»  hat  nun  der 
Herr  Verfasser  in  diesem  Werke  neun  verschiedene  Coordinaten- 
Systeme,  die  griisstentheils  neu  sind  oder  wenigstens  hier  aas 
neuen  Gesichtspunkten  au fgefasst  werden,  einer  ausführlichen  und 
fiberaus  grundlichen  und  sorgföltigen  Betrachtung  unterzogen.  Es 
ist  uns  leider  hier  völlig  unmöglich,  diese  verschiedenen  Goordi- 
naten- Systeme  näher  zu  charakterisiren  oder  auch  nur  oberfläch- 
lich anzugeben;  indess  wollen  wir  doch  einige  Worte  über  das 
System  der  xy,  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  sein  Werk  be- 
ginnt, sagen,  wobei  der  Leser  sich  die  Figur  leicht  selbst  wird 
entwerfen  können.  „Man  nehme'S  sagt  der  Herr  Verfasser,  „zwri 
Punkte  A  und  B^  welche  die  Coordinaten-Punkte  heissen 
mögen,  deren  Lage  zwar  beliebig  agsgewShit  werden  darf,  jedoch 
nach  vollfiihrter  Wahl  als  fest  und  unveränderlich  zu  betrachten 
ist  Im  Punkte  O,  welcher  die  Entfernung  AB  halbirt,  errichte 
man  eine  Senkrechte  FOP  zur  Geraden  JTOJt',  welche  die  Coor- 
dinatenpunkte  A  und  B  vereinigt,  wobei  diese  Geraden  XOÄ* 
und  TOT' ,  um  der  Qbliehen  Terminologie  zu  folgen,  die  Coor- 
dinaten-Axen  unseres  Coordinaten  Systems  heissen  sollen.  Es 
ist  alsdann  die  Lage  irgend  eines  Punktes  C  bestimmt  durch 
dessen  Entfernungen  CE  und  CD  von  den  Geraden  TOT'  und 
XOX',  und  daher  auch  durch  die  beiden  Zahlen,  welche  aodeu- 
ten,  wie  oft  die  als  Längeneinheit  angenommene  Länge  OArzOB 
in  diesen  Entfernungen  CE  und  CD  enthalten  sei.  Diese  Zahlen 
sollen  die  Ooordinaldn  ünsers  jetzigen  Systems  sein  und  respee- 
tive  dureh  x  und  y  angedeutet  werden,  so  dass  man  hat: 

CE  CD 

welche  Coordinaten  indess  auch  als  Tangenten  gewisser  Winkel 
betrachtet  werden  können.''  —  Diese  neuen  Coordinaten  wären 
also  eigentlich  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  oder  Parallel -Co- 
ordinaten, durch  eine  gewisse  constante  Linie  di?idirt,  oder  die 
zwischen  dieser  Linie  und  jenen  Coordinaten  stattfindenden  Ver- 
hältnisszahlen. —  Der  Zweck  des  Herrn  Verfassers  ist  zunächst 
auf  die  Untersuchung  seiner  neuen  Coordinatensysteme  als  solcher 
im  Allgemeinen  gerichtet  gewesen,  weniger  auf  die  Auffindung 
neuer  geometrischer  Wahrheiten,  wenn  er  auch  die  Fruchtbarkeit 
seiner  Systeme  überall,  wo  sich  die  Gelegenhert  darbot,  zu  zei- 
gen nicht  unterlassen  hat;  auch  bat  er  sich  (lir  jetzt  auf  die  Ebene 
beschränkt  und  hat  nur  im  letzten  Paragraphen  in. der.  Kurze  ge* 
zeigt,  dass  seine  Systeme  sich  mit  Leichtigkeit  auch  auf  den 
Raum  übertragen  lassen;   vorzuglich  aber  Hess  er  es  sich  angele- 
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gen  sein,  überall  die  geometrische  Bedeutung  der  analytiäebe» 
Formeln  recht  deutKch  hervortreten  zu  lassen,  damit  analytische 
und  geometrische  Untersuchung  fortwährend  tiand  in  Hand  gin- 
gen» was  jedeofails  nur  vollkommen  gebilligt  werden  muss.  lieber- 
all  jBeigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  diesem  Werke  als  ein  mit 
den  neueren  Fortschritten  der  analytischen  Geometrie,  welche  die« 
selbe  hauptsächlich  auch  deutschen  Mathematikern  zu  verdanken 
hat,  vollkommen  vertrauter  Mami,  nnd  behandelt  seinen  Gegen- 
stand  innerhalb  der  sich  selbst  gesteckten  Gränzen  überall  mit 
der  seiner  Nation  eigenen  Gründlichkeit,  Umsieht  und  Ausfähr- 
lidhkeit,  die  innerhalb  der  gezogenen  Gränzen  fast  nirgends  etwas 
zii  wünschen  übrig  lässt.  Wir  empfehlen  daher  das  vorliegende 
Wierk  zu  sorgfältigster  Beachtung,  und  wünschen  sehr,  dass  auch 
andere  Mathematiker  sich  angelegen  sein  lassen  mOgen,  einige 
der  besonders  fruchtbaren  Coordinaten-Systeme  des  Herrn  Verfas- 
sers li^eiter  an^Kuwenden,  um  daraus  möglichst  viele  neue  geome- 
trische Wahrheiten  abzuleiten,  was  gewiss  kein  vergebliches  Be- 
mühen sein  wird.  Weiter  auf  den  Inhalt  dieses  Werkes  einzu- 
gehen, gestattet  uns  leider  hier  der  Raum  nicht. 


Geodäsie. 

Anleitung  zu  Legung  graphischer  Dreiecksnetze 
bei  Flurmessungen.  Für  die  Geometer  des  Grossher- 
zog.thnms  Sachsen.  Weimar,  Hofbuchdruckerei.  1852. 
4.    4  Sgr. 

Wir  machen  auf  diese  uns  gütigst  zugesandte  Instruction  ffir 
die  Feldmesser  des  Grossherzogthums  Weimar  •—  mit  welchem 
Namen  wir  diese  Schrift  wohl  bezeichnen  dürfen  —  hier  aufmerk- 
sam, weil  dieselbe  den  erfreulichen  Beweis  liefert,  mit  wie  viel 
Sorgfalt  und  Umsicht  das  für  das  gesellschaftliche  Leben  so 
wichtige  Geschäft  der  Feldmesser  in  dem  genannten  kleinen 
Staate  geleitet  und  überwacht  wird.  Dieselbe  ist  unterzeichnet: 
„Weimar  am  8.  October  1852.  Der  Grossberzogl.  Sachs.  Vermes- 
sungs  -  Director  Herbst 'S  nnd  enthält  nicht,  wie  manche  andere 
Feldmesser-Reglements,  blosse  allgemeine  Vorschriften  über  Taxen» 
Maassstäbe,  Zulässigkeit  gewisser  Fehler,  u.  s.  w.,  sondern  eine 
wirkliche  kurze,  praktisch -geometrische  Anleitung  zur  Ausfiih- 
rung  der  fraglichen  Operationen,  wobei  es  uns  besonders  erfiea* 
lieb  gewesen  ist,,  dass  bei  diesen  Operationen  als  Messwerkzeug 
mmr  der  Messftsch  aäuläsaig  Ist,  und  der  sonst  hüafig  gehrBuch- 
licben  Beussole  gar  nicht  gedacht  wird.    Wie  sehr  dadurch  der 
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Genauigkeit  Vor«cbiib  geleistet  wird,  wird  jeder  Kundige  sogleidi 
elDsehen«  Indem  wir  dies  hier  aaeeprechen,  wieder li^ieo  wir  mir 
ein  in  diesem  Archiv  schon  öfters  fiber  die  beiden  genamAen  In- 
strumente ge&lltes  Urtheil,  wie  man  %.  B.  Tbl.  XVI.  S.  44  aeben 
kann,  an  welchem  Orte  wir  ein  Verfahren  zur  genauen  Aufstel- 
lung des  Tisches  über  einem  gegebenen  Punkte  auf  dem  Erdbo* 
den  gelehrt  haben,  auf  welches  wir  bei  dieser  Gelegenheit  von 
Neuem  aufmerksam  zu  machen  uns  erlauben  moehten»  weil  wir 
dessen  immer  allgemeinere  Einföhrvng  in  die  Praxis  allerdBags 
sehr  wünschen,  d^.  es  uns  der  Erhöhung  der  Genauigkeit  der 
Messtischoperationen  fortwährend  sehr  förderiicb  aebeint,  und  sieb 
Jedem,  wer  es  nur  einmal  wirklich  praktisch  aosgefiihrt  hat,  durch 
seine  Leichtigkeit  und  Eleganz  gewiss  empfehlen  wird«  Möge  die 
obige  kleine  Schrift  die  rerdiente  Beachtung  finden  I 

Sur  la  jonction  des  Operations  g^odesique»,  Rifts- 
ses  et  Autrichiens,  executöe  par  ordre  de»  deux  goa- 
vernements.  Par  W.  Struve,  Directenr  de  robserra- 
toire  central  de  Russie. 

Der  berOhmte  Verfasser  dieser  kleinen  Schrift  beschränkt 
sich  nicht  darauf,  die  im  Titel  bezeichnete  Verbindung  der  geo- 
dätischen Arbeiten  beider  Staaten  zu  besprechen;  er  gibt  Yiel- 
mehr  in  der  ersten  grossem  Hälfte  eine  Uebersicht  der  geodäti- 
schen Arbeiten  in  Europa  und  deutet  die  Resultate  an,  welche 
aus  einer  zweckmässigen  Verbindung  derselben  filr  die  Kenntniss 
der  Gestalt  und  Grosse  der  Erde  erlangt  werden  kSnnen.  Ans 
dieser  Schrift  einen  gedrängten  Auszug  hier  mitzutfaeilen ,  halte 
Ich  fSr  um  so  zweckmässiger,  als  der  Verfasser  bei  seiner,  län- 
ger als  ein  Menschenalter  hindurch  unausgesetzten  Thätigkeit  in 
diesem  Zweige  wohl  der  competenteste  jetzt  lebende  Beurtheiler 
sein  dürfte. 

lu  den  letzten  6S  Jahren  sind  in  &st  ganz  Europa,  die  Tflr- 
ket  und  die  Iberische  Halbinsel  ausgenommen,  femer  in  Asien  und 
Amerika  grosse  Messungen  ausgefahrt  worden;  während  derselben 
wurde  die  Theorie  durch  Legendre,  Gauss  und  Bessel,  £e 
Instrumente  durch  Reichen baeh  vervollkommnet.  Durch  des 
Letztem  genauere  Theilung  der  Kreise  ist  die  am  Ende  des  vori* 
gen  Jahrhunderts  als  Hfllferoittel  eingeführte  Repetition  der  Win- 
kelmessung überflüssig  geworden,  wogegen  Gauss  und  Bessel 
die  Messung  von  Winkeln  zwischen  den  Dreiecksseiten  und  Ola- 
gonaleo  zur  ControUe  etngefäbrt  haben.  Auf  diese  Weise  kommen 
überflüssige  Bestimroungsstücke  in  die  Rechnung,  und  es  werden 
zuletzt  die  wahrscheinlichsten  Wertbe  nach  der  Methode  der  Uehn 
sten  Quadrate .  ermittelt.    Während  der  Verfasser  zwar  im  AHge- 
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meinen  mit  dieser  Art  der  CeoCreHe  ^venrtanden  ist,  maeht  er 
doch  folgende  Einwürfe  dagegen: 

1.  das  Terrain  wird  häufig  die  Beobachtung  der  Diagonalen 
nicht  gestatten; 

2.  da  auf  diese  Weise  an  der  einen  Stelle  Diagonalen  heoh- 
achtet  werden»  aa  der  andern  nicht»,  sa  entsteht  eim^Un* 
regelmässq;keAt  in  den  Endiesoltatea; 

3.  whd  die  Rechmmg  hierdurch  sehr  tveiÜäiiSg. 

Der  ersle  Umstand  walMe  namentlich  hei  der  grosM»  Ch«d« 
roesseng  ob,  Welche  voa  der  NiUie  de»  Nordcaps  bis»  zar  Dona» ' 
fottgelQhrl  worden  ist ;  daher  hat  man  es»  hier  vorgexegen,  aieb* 
reia  firmiditnien  ztf  Centroiie  au.  messen«  Wie  naihe  diev  aim 
Fetsddedeneii  Gruii4li»ien  hei^eleiteten  Resultate  mit  einander 
übeveiktstimmen,  werden  wir  «»einigen  angeföhr^BeispreiensebM». 

Diese  Gradmessung  ist  mi  den  Jahren  Ton  1816  bis  1851  ans* 
gefthrt  worden,  es  worden  irierbei  26  GniudHaicD  gemessen»  das 
Azimut  einer  Seite  und  die  Brmte  auf  68  HanptstattoneB  beol^ 
achtet.  Die  Grundlinien  sind  zwar  mit  yerschiedenen»  aber  mit 
einander  yergleichbaren  und  wirklich  verglichenen  Apparaten  ge- 
messen worden,  so  dass  bienmeli  aacb  die  aus  den  einaelnen 
Grundlinien  abgeleiteten  Resultate  mit  einander  yerglichen  werden 
kSnnen.  Bei  der  Verbindung  der.  yon  Tenner  in  Litthauen  mit 
der  von  Struve  in  den  Ostseeprovinzen  ausgeführten  Gradmes- 
sung  ergab  sich  demnach  der  wahrscheinliche  Fehler  jedes  beob* 
achteten  Winkel«  etwa  =0^,6.  In  Betreff  der  Genauigkeit,  mit 
welcher  die  Längen  gemessen  sind»  hat  sich  in  der  Summe  iden- 
tischer Seiten  f  welche 

70783»209  Toisen 

beträgt»  ein  Unterschied  von 

1,8S1  Toisen,  d.  h.  qk^^a  der  ganzen  Länge 

ergeben.  Endlich  sind  auch  die  aus  beiden  Messungen  erlangten 
Hohen  Qber  der  Ostsee  mit  einander  verglichen  worden,  welche 
aus  resp.  300  und  350  Werste  langen  Nivellements  hergeleltef 
waren.    Der  Unterschied  in  der  Höhe  beträgt 

1,74  Toisen. 

Die  Messnng  Tenners  ist  andererseits  mit  der  von  Bessel  und 
Baeyer  inPreussen  ausgefilhrten  Gradmessong  verbniiden  wor> 
den»  wobei  die  Uebereinstimmung  noch  weit  grOsser  asuOMt  Des 
Obterschied  in  zwei  identiscben  Selten»  deren  Länge 
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9M7«^440  ToiseB 
beträgt,  steigt  Dämlich  dot  aaf 

0>093  Toisen »  d.  h.  qtfM^  d.  g.  L. 

^Sb  i/rie  diese  Verbindang  in  der  Breite  tod  etwa  66^  hergestellt 
worden  ist,  hat  man  in  der  höheren  Breite  von  60®  die  Rassische 
Gradmessung  mit  der  Schwedischen  und  Norwegischen  ▼erbunden. 

Mittelst  der  so  hergestellten  VerbiodoDg  der  Rassischen  Grad- 
oMiteang  tailt  den  zunächst  westlich  liegenden  and  dieser  mit  den 
in' Dänemark,  Deutschland  und  England  vollendeten  Gradmeasnn- 
gen  ist  tiun  das  Material  gewonnen,  um  gleichzeitig  einen  Paral- 
ielbogen  zu  bestimmen.  Am  weitesten  gegen  Westen,  nämlich 
zwisbhen  Feagh-Main  an  der  Westitilste  von  Irland  and  Green- 
wick,  hat  Airy  einen  10^40'  langen  Parallelbogen  in  der  Breite 
von-Sli®  40'  gemessen«  Der  Längenunterschied  zwischen  Feagih* 
Main  und  Waitel^att  ist  mittelst  Chronometer  bereits  zu 

31®  22'  37^6 

ermittelt  worden;  dieser  Längenanterschied  ist  bis  auf 

1*',4,  d.  h.  gQQQQ  d.  g,  L. 

genaa.  Zur  Berechnung  des  Parallelbogens  von  dieser  Ausdehnung 
aus  gemessenen  Grussen  ist  bereits  jetzt  das  Material  vorhanden 
und  es  steht  zu  erwarten,  dass  in  2  bis  3  Jahren^  dieser  Bogen 
bis  Saratov  ausgedehnt  werden  kann,  wo  er  dann 

660  25' 

in  Länge  umfassen  wird.  Zunächst  ist  aber  nach  der  Bemerkung 
des  Verfassers  erforderlich,  dass  die  verschiedenen  Staaten  Euro- 
pas einen  Umriss  der  Dreiecke  ersten  Ranges,  eine  Angabe  der 
verscbi^deoen  Grundlinien  und  der  beobachteten  Azimute  und 
Breiten  bekannt  machen.  So  können  etwa  noch  vorhandene  Lucken 
ausgefüllt  und  dann  die  Resultate  eines  grossen  Parallelbogens 
abgeleitet  werden. 

Bei  der  Besprechung  der  Arbeiten,  welche  zur  Verbindang  der 
Oesterreichischen  Messungen  mit  den  Russischen  ausgeßihrt  wor- 
den sind,  dem  eigentlichen  Gegenstande  der  vorliegenden SchrUI» 
geht  der  Verfinsser  näher  auf  die  Einzelheiten  ein ,  indem  er  z.  B. 
die  Cdlersebiede  in  den  gemeinschaltlichen  Grossen  zu  erklären 
und  zu  motiviren  sueht*  >  Hierin  werde  ich  ihm  nicht  folgen,  viei- 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Uiermritektr  BerUki  UJOUi.  7 

mehr  mich  darauf  bescbräoJcM»  diese,  unterschiede  korz  anzuflih- 
reo.  Erfreulich  ist  es,  dass  die  oben  erwähnte  Uebereinstinimung 
der  Preussischen  Messung  mit  der  Russiscbed  sonlst'  nirgend  fft- 
reicht  «nd  noch  weii^r  übertreffen  wird« 

Die  Verbindung  beider  Messungen»  der  Oesterreichischen  und 
Russischen,  ist  in  zwei  Richtungen  ausgefiihrt»  bleiCracow  und 
bei  Tarnogrod.  Ton  Oesterreichischer  Seite'  ward  zu  diesem  Be- 
huf eine  Grundlinie  von  '^064  Toiseii  Länge  gemessen  und  26  DVei- 
ecke  dienten  zur  Verbindung  der  Stationen.  Ffir  die  Längen  und 
Breitet  war  die  Sternwarte  Ton  Cracow,  deren  geographischeljage 
Weisse  sehr  genau  ermittelt  hat»  der  Ausgangspunkt;  Die  Hittien 
beziehen  sich  auf  das  Adriatische  Meer»  welches  96  g.  M.  von 
Cracow  entfernt  ist.  Von  Russischer  Seite  waren  zwei  Grund* 
linien  von  resp.  2761  und  2243  Toisen  Länge  gemessen  worden» 
daher  waren  hier  nur  wenige  Dreiecke  zu  errichten.  Zur  Orien- 
timng  diente  die  Sternwarte  von  Warschau  und  das  gemessene 
Azimut  von  Przymiarki»  alle  Liiigenunlerschiede  sind  vom  etsteni 
Punkte  aus  gerechnet,*  welcher  durch  ChfMiometer  mit  Pulkewa 
in  Verbindung  gebracht  ist  Die  absoluten  H5hen  beziehen  sich 
auf  das  schwarze  Meer»  sind  jedo<ih  von  der  Ostsee  bei  Polangen 
hergeleitet.  *<      . 

Die  Vergleichüng  gemeinschaftKcher  Grössen  hat  fflr  jed«A 
gemessenen  Winkel  eSAen*  wahrscbeinlichen  Fehler  von 

'  ^    .•■■';±o^3p  ' : 

ergeben»  während  der  Unterschied  einer  gemeinschaftlichen  Lii^fe 

mBmö  ^-  «•  ^• 

beträgt  Hieraus  zieht  der  Verfasser  »den  Schluss,  dass  in  den 
Verbindnngsarbeilen  kein  Anzeichen  von  einef -  b6l 
der  Messung  der  drei  Grundlinien  begangenen  Unvoll« 
kommenheit  enthalten  ist. 

Die  Hüben  der  gemeinschaftlichen  Punkte  eigeben  cdcb.  im 
Mittel  bis  auf 

1»44  Toisen 

Übereinstimmend ,  und  da  diese  Grosse  kleiner  ist»  als  die  Summe 
der  von  beiden  Seiten  als  möglich  angegebenen  Fehler;  so  folgt 
hieraus  indirect»  dass  die  Ostsee»  das  schwarze  und  Adriatische 
Meer  keinen  Niveau-Unterschied  haben»  der  etwa2  Toisen  überstiege. 
Die  Höhe  des  Nullpunktes  am  Barometer  der  Sternwarte  in 
Cracow  ist  aus  11jährigen  Beobachtungen  des  letztern  ermittelt 
worden;  dieselbe  stimmt  bis  auf 
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0,W  Totften 

qyt  dem  Mittel. ^ui  beidoD  trigonoopetrischen  NtvcUemeote  fiberein. 
In  Bezug  aaf  die  «irei  V«rbi9doQg89tatiafien  stunaiCB  fenMr 
die  Azimute  bia  auf  i"A    und    0^5 
^  Breitea      .>   „  +0^445   „  -2,074 
,,  Lft^gen     ,,    «,  +8,31     ,,  +8,70  in  Bogen 
fiberetai.    Ilii^tbei  bemerke  ich  znm  Sclihies,  das«  die  im  Aximot 
tui^  der  Brei|e.gefiindei»enUnteracbiede  eich  aus  den,  nach  Bes- 
piel'« Dnter8jucI)jQüDgeo«  localen  Abweichungen  in  der  Richtnag  der 
{Schwere  yolktändig  erklären  lassen«  Wolfers. 

.  /.      .    (Man  Teigl.  Litscac  Ber»  Kc  hW\l    %.  5.       G.) 


Optik. 

Dovdb  die  Mneiicenz  £r.  MajeatSI  des  Kaisers  von  OMter- 
ffsich  ist,  wie  wir  kSren»  in  Wien  ein  besonderes  optiscbas  In- 
•titnt  gegründet  vnd  die  Leitung  dieser  neuen  Anstalt,  von  wel- 
cher: iMi  die  Wissenschaft  mit  Recht  schöne  Früchte  verspricht» 
dem  *durch  seine  optischen  Arbeiten  ISngst  bekannten  Herrn  Pro- 
fef^^r  Pet;(yal  fibertrageo  worden.  Demselben  Ist  zur  Unter- 
stfitziing  seipec  wissenschaftlichen  Arbeiten  ein  besonderer  Adjimct 
mit  1000  Gulden  Gehalt  beigegeben  und  500  Gulden  jährlich  sind 
zur  Anschaffung  der  erforderlichen  Apparate  nnd  Instrumente  be- 
ifUligt,  worden. .  • 

Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
WlfrUeasc tiefte nza  Wien.  (Siehe  Literar.  Ben  Nr.  LXXXL 
S.  11.) 

Jahrgang  1862.  IX.  Band.  3.  Heft.  8.  606.  Schweig- 
gert Ueber  die  AufÜndoog  der  zwei  ersten  Crannstrftbanten  durch 
Lassei I.  —  S.  630.  Brücke:  Ueber  di^  Farben,  welche  trike 
Medien  im  auffallenden  und  durchfallenden  Lichte  zeigen.  ^^  S.  649. 
Fti.t.^cb:  Die  Lichtmeteore  in  der  Atmosphäre  als  Vorzeichen 
vpfii  Niederschligen.  —  S.  662.  Kreil:  Zweiter  Bericht  Ober  die 
k,  k.  Ceotrid- Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus.  •—  S.  699. 
Pet^val;  Ueber  die  Unzukummlichkeiten  gewisser  populärer 
An^diauungsweisen  in  der  Undolationstheorie  und  ihre  Unfahig- 
\ff^j^siB  Princip  der  Erhaltung  der  Schwingungsdauer  zu  ersetzen. 
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Literarischer  Bericht 


Arithmetik. 

Traite  de  TAnalyse  ind^teriDinöe  du  second  degr^ 
a  deux  inGODnues  suivi  de  l'appiication  de  cette  Ana- 
lyse ä  Ja  rechercbe  des  racines  primitives  avec  une 
table  de  ces  racines  pour  tous  les  nombres.  premiers 
compris  entre  1  et  lOOüO.  Memoire  presente  ä  TAcad^- 
niie  des  sciences  et  insär^,  aprds  rapport,  au  recUeil 
des  savants  ^trangers,  Par  E.  Desmarest,  ancien  ^l^ve 
de  r^cole  polytecbnique.     Paris.  1852.  4.   öThTr.  2aSgr. 

Wir  begndgen  uns,  dieses  fiir  die  Theorie  der  Zahlen  jeden- 
falls nicht  unwichtige  Werk  hier  jetzt  nur  seinem  ausföhrlichen 
Titel  nac1>,  welcher  Inhalt  und  Tendenz  des  Werkes  vollständig 
und  genau  bezei(bnet,  anzuzeigen.  Der  sehr  hohe  Preis 'wird 
freilich  Manchen  von  der  Anschaffung  desselben  abhalten,  und  ob 
der  Herr  Verfasser ' alle  neueren  Untersuchungen  anderer,  nament- 
lich deutscher  Mathematiker  über  den  fraglichen  Gegenstand  voll- 
ständig  gekannt  hat^  wollen  wir  jetzt  dahin  gestellt  sein  lassen.' 


Praktische  Mediiaiiik. 

..  Die  calorische  Mascbioe.  Von  F.  Redtenbacher, 
P/ofessor.  Mit  «ecbs  litbographirten  Tafeln.  Zweite 
vemebite  Auflage.  Mannheim^  BasseTmann.  1863.  8. 
lÜHblr. 

.  Es  ilnrd  gendgen,  ra  bemerken»  dasa  des  Herrn  Verfisuessers 
soi^^tigo  UntotsudiuBgen  über  Etieson*«  oakfiacfae  MaMbine, 

Thl.\xlllft3.  3 
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die  in  neuerer  Zeit,  namentlich  in  Zeitungen,  bekauntlieh  viel 
Redens  von  sich  gemacht  hat,  dieser  Maschine  keineswegs  be- 
sonders günstig  gewesen  sind.  lo  der  Vorrede  sagt  er  S.  TL: 
,^lch  kann  nicht  umhin,  es  auszusprechen,  dass  die  Leisinngen 
seiner  Maschine  noch  sehr  ferne  von  dem  Ziele  sind,  das  man 
möglicher  Weise  durch  geschickte  Benutzung  der  erhitzten  Luft 
erreichen  kann,  und  dass  Ericson  die  wesentlichste  Erfindung, 
nämlich  die  Erfindung  eines  Kolbens,  der  Hitze  und  Spannkraft 
ertrüge,  auch  nicht  gemacht  hat,  und  sojange  dies  nicht  gluckt, 
hilft  das  Andere  nur  wenig.''  Ein  bestimmtes  IMheil  hierOber 
müssen  wir  denen  überlassen,  welche  mit  diesem  Cregenstande 
sich  näher  vertraut  zu  machen  Gelegenheit  gefunden  haben,  als 
dies  bis  jetzt  bei  uns  der  Fall  gewesen  ist. 


Astronomie. 

Wunder  des  Himmels  oder  gemeinfassliche  Dar- 
stellung des  Weltsystems.  Von  J.  J.  v.  Littrow.  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wissen- 
schaft bearbeitet  von  Carl  v.  Littrow,  Director  der  k.  k. 
Sternwarte  zu  Wien.  Fünfte  Lieferung.  Stuttgart. 
Hoffmann.    Jede  Lieferung  Vl%  Ngr. 

Die  vier  ersten  Lieferungen  dieses,  trefflichen  Werkes  sind  im 
Literar.  ßer.  Nr.  LXXIV.  S.  938.  und  Nr.  LXXVIII.  S.  972.  an- 
gezeigt worden,  und  Alles ,  was  wir  dort  zu  seiner  Empfehlung 
gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  in  derselben  Weise  von  der  vor  uns 
liegenden  fünften  Lieferung.  Dieselbe  enthält  die  „physische 
Astronomie'',  die  schon  in  der  vierten  Lieferung  angefangen 
worden  war,  und  den  Anfang  „der  beobachtenden  Astro- 
nomie oder  der  Beschreibung  und  des  Gebrauchs  der 
astronomischen  Instrumente."  Der  Inhalt  der  physischen 
Astronomie  ist  im  Allgemeinen  folgender :  Eigenschaften  der  Kor- 
per. Allgemeine  Schwere.  Masse  und  Dichtigkeiten  der  Him- 
melskörper. Elliptische  Bewegung  der  Himmelskörper.  Störun- 
gen der  Planeten  überhaupt.  Periodische  Störungen.  Seculäre 
Störungen.  Entdeckung  des  Planeten  Neptun.  Gestalt  und  Atmo- 
sphäre der  Planeten.  Ebbe  und  Fluth  des  Meeres  und  der  At- 
mosphäre der  Erde.  Andere  merkwürdige  Folgen  dör  Störungen 
der  Planeten.  Ursprung  des  Weltsystems.  Dauer  des  Weltsystems. 
—  Wir  sind  der  Mehiang,  dass  dieser  schwierigste  Tbeil  der  ge- 
sammten  Astronomie  zu  den  schönsten  Partieeo  des  vorliegeoden» 
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io  so  Tiden  Bcziebmigeii  ansgeseichneteii  Werk»  gehurt»  und' mit 
steter  Rödcsicht  auf  die  neuesten  Forscfaimsen  und  Entdeekungen 
hier  eine  DarsteJinng  erhalten  hat,  wie  sie  nur  ren  einem  Mantae 
gegeben  .werden  konnte,  der  diesen  Cregenstand  selbst  .bis  an 
seiner  innersten  Tiefe  durchdrungen  hat  Jeder,  war  sitb  mit 
gainr  gerii^en  Vorkenntnissen  eine  deutliche  Einsiebt  in  die  Cfe- 
setae  verschaffen  will,  nach  denen  der  SchOpfeir  die  physische 
Welt  regiert,  und  die  Natur  der  Kräfte  kennen  lernen  will»  deren 
er  sich  bei  dieser  Weltregierung  bedient,  muss  dringend  auf  diese 
Darstellung  der  physischen  Astronomie  hingewiesen  werden,  so 
wie.  denn  äberhanpt,  wie  wir  schon  frfiher  mehrmals  erinnert  haben, 
das  Torliegende  Werk  unter  allen:  Bedingungen  bei  Weitem  die 
beste  populäre  Behandlung  der  gesummten  Astronomie  liefert, 
welche  die: Literatur  gegenwärtig  besitzt.  Die. sechste,  die  beob- 
achtende Astronomie  zu  Ende  führende  Lieferung  wird  zugleich 
den  Scbluss  des  ganzen  buchst  verdienstlichen  Werkes  bilden; 
so  bald  dieselbe  erschienen  ist,  werden  wir  ihren  Inhalt  hier  so- 
gleich anzuzeigen  nicht  verfehlen ,  indem  wir  schon  jetzt  dem  Herrn 
Verfasser  dieser  neuen  Auflage  zu  der  Vollendung  eines  Werkes. 
von  Herzeu  Glück  wünschen«  durch  welches  er  sich  um  aUe  die, 
welche,  bei  geringen  Vorkenntnissen,  von  dem  hohen  Genüsse,  den 
dem  eigentlichen  Mathematiker  das  Studium  der  Astronomie  ge- 
währt, einen  Begriff  zu  bekommen  und  desselben  einigermassen 
tbeilhaftig  zu  werden  den  ernstlichen  Willen  haben  und  einige 
geistige  Anstrengung  dabei  nicht  scheuen,  ein  mit  dem  grössten 
Danke  anzuerkennendes  Verdienst  erworben  bat>  welches  er  noch 
bedeutend  erhöhet  hat  durch  die  gleichzeitige  neue  Herausgabe  von 

J.  J.  von  Littrow's  Atlas  des  gestirnten  Himmels 
für  Freunde  der  Astronomie.  Zweite  vielfach  ver- 
mehrte und  verbesserte  Auflage,  herausgegeben  vod 
Karl  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  u.  s.  w. 
zu  Wien.    Stuttgart.    Hoffmann.    1854.    8.    i  Rthlr. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Leser  die  erste  Auflage  dieses 
von  J.  J.  V.  Littrow  herausgegebenen  Himmels- Atlasses  kennen, 
und  wollen  nun  in  der  Kürze  angeben,  wodurch  sich  diese  neue 
Ausgabe  vor  der  älteren  auszeichnet.  „Unserem  Atlas*',  sagt 
der  Herr  Herausgeber  in  der  Vorrede,  „gebührt  das  Verdienst, 
zuerst  eine  Zeichnungsweise  eingeßihrt  zu  haben,  bei  welcher  das 
Bild  des  Himmels,  das  sie  geben  soll,  nicht  weiter  wie  in  allen 
älteren  Karten  durch  Nebendinge  oft  bis  zur  Unkenntlichkeit  ent- 
stellt wird.'  Unser  Atlas  hatte  ferner  die  ihm  eigentfaümlicfae  Be- 
quemlichkeit, diirch  den  die  Karten  Blatt*  für  Blatt  begleitenden 
Text  gleichsam  an  Ort   und  Stelle  den  Beschauer  des  Himmels 
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auf  das  WUigeoswtrlb^ste  aofberksaiD  za  andieii.  Beid«  Vor* 
tbeile  mi»steD  in  der  oencii  Avigab«  l»ewaiirt  and  wo  nlSgUch  ge- 
steigert werden  ungeachtet  des  Ueinerea  Maassstabss»  der  dnrcb 
die  vom  Verleger  gewünsebte  Aendenmg  des  Formates  in  das  ^ler 
,,Wupder  des  Himmels**  ootb wendig  wurde.  Wir  sind  der  Mei* 
nmig,  dass  der  Herr  Heraasgeber  in  beiden  angegebenoi  Bezleb* 
ungen  All6s  geleistet  bat,  was  nur  irgend  verlangt  werden  kaon« 
uad  dass  eben  diese  fifawrall  sorgAiltig  su  vermeiden  gesachf» 
Ueberladong,  welofae  stets  die  Sterne  auf  das  Deatlicfaste  hervor- 
treten Usst,  ein  nicbt  genug  anzuerkennendes  Verdienst  dieses 
Allasses  ist,  welcbes  deaseiben  banptsäehlicb  flir  den  blossen 
Liebhaber  der  Astronomie  so  ungemein  brauchbar  macht.  Sehr 
zweckmässig  hat  der  Herr  Herausgeber  voa  den  Steroen  sechster 
GrOsse,  welche  nur  dn  gutes  Auge  zu  unterscheiden  veriaag,  aar 
wenige  und  bloss  dort  aa%enommen,  wo  ihre  AufTührnng  zur 
Orleotirung  noth wendig  schien.  Die  erläntemden  Bemerkungen 
sind  jetzt  gleich  unter  die  Karten  gesetzt  worden ,  was  gegen  die 
ättere  Einrichtung ,  wo  dieselben  als  besonderer  Text  den  Karten 
beigegeben  waren,  die  Bequemlichkeit  ausserordentlich  erhSbeC. 
Aufgenommen  in  die  Karten  sind  die  bemerklichsten  Nebelflecke 
und  Sterngruppen  9  die  grOssern  veränderlichen  Stenie  sind  be- 
merklich gemacht,  die  Beseichaung  der  8tertie  durch  Buchstaben 
nach  Argelan  der' s  entscheidender  Sichtung,  sowie  die  Stellai^ 
der  Sterne,  wo  diese  fehlerhaft  war^  sind  verbessert,  und  vor 
Allem  machte  der  Herr  Herausgeber  in  diesen  Karten 
den  ersten  Versuch,  die  GrCssen  der  Sterne  nicht  mehr 
durch  conventionelle,  sondiern  durch  solche  Zeichen 
anzugeben,  die  in  nahe  gleichen  gegenseitigen  Ab- 
stufungen der  Wahrnehmbarkeit  wie  die  bezeichneten 
Sterne  stehen.  Wenn  man  die  Karte  so  weit  vom  Auge  hält, 
dass  dem  Auge  die  feinen  Umrisse  der  Figuren  und  die  schwachen 
DecKnations-  und  Stundenkreisse  zu  verschwinden  anfangen,  so 
werden  die  Sterne  In  ihren  Grössen  und  verhältni^smässigen  Stel- 
lungen rein  und  scharf  vor  das  Auge  treten,  und  die  Karte  wird 
als  ein  treues  Abbild  des  Himmels  erscheinen.  Dass  auf  alle 
neue  Entdeckungen  gehurig  Rücksicht  genommen  worden  ist,  ver- 
steht sich  bei  einem  Manne,  viie  dem  Herrn  Herausgeber,  von 
selbst  Dem  Gradnetze  ist  die  Lage  gegeben ,  welche  es  im  Jahre 
1850  hatte.  Eine  ausführliche  Erläuterung,  die  aus  den  Wundern 
des  Himmels  hier  abgedruckt  ist,  ist  dem  Werke  als  Einleitui^ 
beigegeben.  Nimmt  man  zu  allen  diesen  inneren  Vorzügen  nun 
noch  die  schone  äussere  Ausstattung,  welche  die  schon  durch  so 
vielfache  schuae  literarische  Unternehmungen  verdiente  Verlags« 
handlung  dem  Werke  gegeben  b^t,  ferner  den  für  19  sehr  schone 
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Karten  wirUieh  äasseml. geringen  Preia  \j^  IRtlfl^^iV  iv^d  »411 
g»Hiteffi.«i9e9(eliMi»  daes  dieaer  neue  Qim^elcwtla^.  allen  Lieblia-r 
bera  der  Astronomie  driiigend  empfoh^  .werden  loms^«  Dnniient-: 
lieb  aacb  Lebrern,  welcbe  sebr  vortbeilhaften  Gebrauch  von  dem- 
selben bei  ihrem  Unterrichte  werden  machen  können. 

Die  Kometen,  eine  'getnäinfasBiiche  Beacbrel- 
bang  die^^r  Körper  nebst  einer  kurzen^  l}eber8|cbt 
der  neueren  Entdeckungen  und  einer  'ta'fel  d^r  Korne-. 
tenba.bneq,voo  J.  Ruesel  Hind.  In  deutschet  Bearbeir 
tung  mit  zahlreichen  Anmerkungen  und  Zusätzen 'youi 
Dr.  J.  H,  Mädler»  Director  der  Siern.wa>rte  zu  Oorpät^ 
u.  8.  w.    Leipzig.  Baunigärtner.  18^4.    \    1  Ktbtr. /lO  l|grV 

Herr  Staatsrath  Mftdier  bat  sich  .darcb,#e  Verpflanzung- die- 
ses Buchs  auf  deutschen  Boden  und  durch  »die,  .[eiMTeid^en  Be- 
merkusgeu  und  Zusatz«  zu  demselben  j^djiBnfalU  .c(in.,,(]|^aken8- 
werthes  Verdienst  erworben,  da  dasselbe  seinen  Gegenstand  in 
allen  Beziehungen  in  einei;  höchst  ijistructiven  und  interessanten. 
Welse  populär  behandelt,  und, daher  für  einen  Jeden»  «reicher  die 
Immer  noch  in  mehrfacher  Beziehung  räthseUiaften  Kometen  ibref 
physischen  Beschaffenheit  und  ihren  Jahnen  nach,  so  wie  auch, 
in  historischer  Rücksicht,  genauer  kennen  lern^.wiU,  eine  hochsf- 
erfreuUcbe  Gabe  sein  muss.  Was  für  den  gelehrten. Astronomen  ]UJi4 
Matbemalkker  die  Comätograpbie  ou  Traijte  historique  et 
tb<$orique  des  Com^tes  pa.r  Finget.  T.  L  Paris,  1783, 
T.  IL  Paris  1784.  4.  Ist,  ist  die  Yetliegende  Schrift  e|nes  der 
Terdienstiichsten  neueren  englischen  praktischen  Astronomen  für 
den  Liebhaber  der  Astronomie,  und  auch  für  den  eigentlichen  Astr%} 
mümen  und  Mathematiker  ist  dieselbe  deshalb  sehr  lehrreich,  weil' 
sie  die  Geschichte  der  Kometen  bis  auf  die  neaeste  (Seit  fortführt,, 
also  insofern  dem  obigen  grossen  Wetke-ven  P.iogrö  zur  Ergänz 
zuDg  dient  Als  besonders  intereasant  heben  wir  her?or  daS/ 
Zehnte  Kapitel.  Der  erwartete  grosse  Kewet.  Die  Er*: 
süheinung  eines  der  grössten  Kometen^  d^^psen  die  Geschlcbt0^ 
gedenkt,  fiUlt  nümlich  in  die  Mitte  des  Jaiires  1264  ;Sein  Schw^^fr 
war  nach  Beobachtungen  der  Gbinesqn  säbelförmig  gekrümmt' und 
umfiEisste  nicht  weniger  als  100  Grad^.  .Ohne  uns  hier  auf  weite- 
res Detail,  das  man  a.  a,  O.  mit  grossem  interfs^e  nachlesen r 
wird,  einlassen  aa  können,  bemerken  wir  Dur,  dasa,  Herr  Hind' 
durijh  sehr  mühsame  historisdie  und  andere  Unteisucbuilgea,'«Kfr 
dem  Schlüsse  gekingt  ist,  dass  wir  diesen  Kometen  in  dea  »Jähe- 
ren 1856  bis  1860  wieder  ni  erwarten,  haben,  und  empfishlen. 
aebliesslicb  die  interessante  Schrift,  iodeain^ir  uasern  Dank  dem 
Herrn  Uebessetser  für  die  Uebertn^ung  derselben  anf:  deatsdien 
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Boden  iviederholt  aassprecfa^n,  nochmals  der  BeaefatnBg  <JHer  Ueb* 
haber  der  Astronomie  "rerfct  üehr.  Auch  die  äussere  Aosstattung 
ist  in  jeder  Beziehung  sehr  ansprechend. 


Physik. 

Lehrgang  der  mechanischen  Naturlehre  fOr  höhere 
Unterrichtsanstalten  von  Dr.  G.  "Karsten,  Professor 
der  Physik  an  der  Doiversitat  zu  Kiel.  Dritte  Abthei- 
lung: Lehre  von  den  elektrischen  Kräften.  Mit  zvrel 
Kupfertafeln.  Kiel.  Akademische  Buchhandlung.  1853. 
a    1  Thir.  18Sgr. 

'Dieses  ursprGngiftch  für  die  Schiffiahrtsschule  In  Kiel  bestimmte 
Lehrbuch',  dessen  vorhergehende  Abtheitungen  früher  von  uns  an- 
gezeigt worden  sind  (Literar.  Ber.  Nr.  LXI.  S.  810.),  ist  nach  Auf- 
hebung dieser  Lehranstalt  jetzt  ein  allgemeines  Lehrbuch  der 
Physik  geworden  und  hat -dadurch  nach  unserer  Meinung  nur  ge- 
wonnen. Besonders  aber  recht  verdienstlich  scheint  uns  diese 
dritte  Abtheilung  zu  sein,  weil  man  in  derselben  eine  so  vollstän- 
dige Darstellung  der  Elektricitätslebre ,  mit  gehöriger  Berücksich- 
tigung aller  neneren  Entdeckungen  und,  wo  es  nothig  war,  be* 
sonders  verdienstlicher  elementar- mathematischer  Begründung,  fin- 
det, wie  man  sie  in  anderen,  eine  ähnliche  Tendenz  habenden 
Werken  schwerlich  finden  dürfte,  weshalb  diese  Schrift*  nament- 
lich auch  von  allen  den  Physikern  und  Mathematikern  mit  Dank 
aufgenommen  werden  wird,  welche  sich  dem  Studium  der  elek- 
trischen Kräfte  ex  professo  zu  widmen  weder  Zeit  noch  Last 
haben,  denen  deshalb  mit  einer  solchen  kurzen  Darstellung,  wie 
sie  hier  geboten  wird,  sehr  gedient  sein  muss,  so  wie  denn  auch 
wir  selbst  dem  Herrn  Verfasser  fQr  die  uns  In  diesem  Werke  ge- 
währte Uebersicht  des  in  Rede  stehenden  wichtigen  Theils  der 
Physik  zu  Dank  verpflichtet  sind.  Indem  wir  dem  Werke  aus 
dieseki  Gründen  möglichste  Verbreitung  wünschen,  wollen  wir  sei- 
nen Hauptinhalt  no<ih  in  der  Kürze  angeben,  da  eine  weitere 
Atisdehnung  uns  der  beschränkte  Raum  nicht  gestattet:  Von  den 
Erscheinungen  und  Gesetzen  des  Magnetismus.  Von  der  Rei- 
bungselektricität  und  anderen  Elektricitätsquellen  grosser  Dichtig* 
kell.  Von  der  Berühriingselektricität  (Galvanismos).  Von  der 
Wechselwirkung  zwischen  elektrischen  Strdme«  und  magnetischen 
K&rpern.  —  Schon  aus  diesen  wenigen  Angaben  wird  der  Leeer 
entnehmen,  wie  sehr  der  Herr  Verfasser  nach  einer  möglichst' 
systematischen  Anovdimng  gestrebt  hat,  die  in  diesem  Gebiete  in 
zweokihiässiger  Weise  isch wer   zu  finden    ist    Die  dogebängten 
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VtobMg#tei#piele  siadl  in  di^erifcwtiim  4ea  Mhcre«  AhÜmtkmr 

Vennischte  Schriften. 

•  Sitiangsberiebta  der  Kaiisierlichen  Akademie -ilBt 
WissenschafteuzaWien.  (S.  Liter.  Ber.Nr.LXXXI.S.  IL) 

Jahrgang  1852.  IX.  Band.  4.  Heft.  S.  762.  Kircbboff: 
Ueber  die  C^leicbungeo  des  Gleichgewichts  eines  elaatiscben  KOr* 
pers  bei  nicht  unendlich  kleinen  Verschiebungen  seiner  Tfaeile.  — 
S.  809.  Fritsch:  Die  tägliche  Periode  der  Gewitter  und  ihre 
Ursachen.  —  S.  834.  Pohl  and  Schab us:  Tafel  2ur  Bestim» 
rnung  disr  Caplflardepression  iii  Barometern,  aufweiche  wir,  als 
sehr  zweckmässig  und  vollständig,  Beobachter  des  Barometers 
besonders  aufmerksam  machen. 

Jahrgang  1852.  IX.  Band.  5.  Heft.'  S.  858.  Schofka: 
Heber  einige  Lichtmeteore,  in  w^her  Abhandlung  insbesondere 
eine  neue  Erklärung  des  Zodiakallichts  gegeben  wird,  nach  wel- 
cher diese  räthselhafte  Erscheinung  als  die  auf  den  Himmel  pro* 
jicirte  Brennlinie  des  von  der  Atmosphäre  reflectirten  Sonnenlichts 
zu  betrachten  sein  soll.  Der  Herr  Verfasser  begründet  diese  Er- 
klärung auch  durch  eine  mathematische  Betrachtung,  die  er  aber 
auf  S.  865.  selbst  als  eine  nur  vorläufige  und  unvollkommene  be*> 
zeichnet,  und  deren  strenge  Durtbffifarung  mit  geh5riger  numeri- 
scher Anwendung  auf  das.  in  Rede  stehende  räthselhafte  Phäno- 
men wir  daher  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  der 
Neuheit  der  versuchten  Erklärung,  die  nach  dem,  was  bis  jetzt 
vpriiegt,  allerdings  Einiges  fär  sich  za  haben  scheint,  den  Mathe- 
matikem  empfehlen  .mvcbteD.  —  fS.  885.  Unger:  Nehmen  die 
Pflanzen  dunstförmiges  Wasser  aus  der  Atmosphäre  auf?  Eine 
sehr  grundliche,  allgemein  interessante  Untersuchung,  die  zn  dem 
Endresultate  (S.  899.)  gefßhrt  hat:  dass  die  Blätter  der  Pflan- 
zen in  ihrer  normalen  Function  kein  dunstförmiges 
Wasser  aufnehmen,  sondern  dass  Ihnen  durchaus  und 
unter  allen  Umständen  vielmehr  die  entgegengesetzte 
Verriehtung,  nämlich  Abgabe  von  Wasserdnnst  an  die 
Atmosphäre,  zukomme.  —  S.  902,  Fritsch:  Nachweisung 
einer  seculären  {leriodischen  Aenderung  der  Lufttemperatur.  Aus 
vieljäbrlgen ,  an  mehreren  Orten  angestellten  Beobachtungen.  — 
S.  912.  Littrow:  Bericht  über  die  In  den  Jahren  1847—51  aus- 
geföhrte  österreichisch-russische  Verbindungs-Triangulation.  (Ve^l. 
Literar.  Ber.  Nr.  LXXXI.  S.  5.)  -  S.  921.  Kr  eil:  Dritter  Be- 
richt fiber  die  k.  k.  Ceutralanstalt  fiSr  Meteorologie  und  Erdmag- 


Digitized  by  VjiOOQIC 


8  iiUtarfyeker  Bermt  IXXXni, 

mMmwi  ^  S;'«96.  Sräili4rii:  Beetimroang  des  WMfcels  der 
optischen  Axen  mittelst  der  Farbemdig«,  angewendet  Mf  den  iiris- 
matischen  Blei- Baryt  (Weissbleierz). 


Schreiben  des  Hecrft  G«  Partftiey  m  Berlia  an  den  Her- 
ausgeber. 

Nicht  ohne  Verwunde^ttii^  Im  ich  in  Nr.  TT.  Bd.  20.  Ihre*  ArchiTs  für 
MutkeBMtik  die.  Anzftge  de«  „Lahr^uohfes  der  Arithmetik  -von  'Bi^^ 
dielte.**  Es  wird,  wie  ich  hoi^Cf  ^nugen,  Ihnen  den  Zufsanmenhang  der 
Sache  \orziilegen,  um  Sie  von  der  prundlosigkeit  Ihrer  Beschaldignngen  zn 
Überzei^gen.  Ton  der  gedeichten  Arithnretik  erschien  die  erste  Ansfahe  nicht, 
wie  Si«  in  -Ihrer  Anzeige ;YorA«9ra&eU««  scheinen,  in  der  Niculni'aohea 
Bachhandlu)is:,,«ond«cn  184:7  l)fil  Herrn  Blain  in  Kohlen«.  Aus  uns  anhe> 
kannten  Gründen  -verkaufte  Herr  "Blum  den  ganzen  Vorrath  nehst  dem  Ver- 
Iir^srechte  des'WerkH  an-  den  Kaufmann  Herrn  Anton  Fischer  in 
Koblenz,  worüber  ein  obrigkeitliches  ^eugiiia«.  vom  !•  Mäff<  \S&%  Unt  tot- 
lie^L  Aus Frenndscluft  für  Herrn  Professor  Radickc.^  von  dem  wir  früher 
ein  Lehrhnch  der  Optik  verlest  halten,  brachten  -Arir  den  Vorrath  jenes 
MTovkes  Ton  Heira  A.  F-iaehex- kiMll'Uch  an  vnsv  danlit  die  Tan  Gehrauch 
fi'ir  Yorlfsun^ea  bestimmte  Arithmetik  nicht  gänzlich  aus  dem  Buchhandel 
verschwinde.  Das«  nnn  der  alle  Titel  mit  der  Blu.m'8chen  Firma  nicht 
bleiben' konnte, 'Sondern  mit  einem  neuen  nertanscht  werden  musste,  "werden 
Sie  gewiss  eiuspiieäi  >- Unter  diesen  lUmstünlen  ;tst  ee  ein  im  Buchhandel 
durclutus  nicht  .ungewöhnlich et  Verfahrfa,  ein  sqlches  Werk  „eine  zweite 
Ausgabe''  zu  nennen,  da  es  in  der  That  von  Neuem  ausgegeben,  d.  h.  an  die 
betreffenden  Buchhand tungeii  versandt  wird,  wsfs,  beiläufig  gesagt,  von  Herrn 
BlunRnicikt  in  gohövifer  Weise  gesoheluia  war.  Vm  >edoch  dieser  nenen 
Ausgabe  einen  selb&tä<idigen  Wertk' zu  geben,  fügte  Herr  Peofess.  Radicke 
ausdriicklicli  tUc  „Zulage '^  lii^zii,  welche  die  seit  1847  von  ilim  angestell- 
ten neueren  'Uniersucbungen  enthalt.  Wäre  c?s  überhaupt  hierbei,  wie  Sie 
an  vetstahen'^benT.'aaf  eine  Täüsohang  des  Puhlikoms  abjsesehen  gewcnen, 
•p  hätte  sich  ja  le.icht  ein  Car^pit.  für  Sf  XJX.  und  XX.  der  Vorrede  drackca 
lassen,  um  das  alte  Datum  1847  fortzuschaffen.  Ton  Ihrem  Gerechtigkeils- 
einne  darf  ich  'erwarten,  dairs  B)e  dcfm  Inhalte  dieser  Auseinandersetzung 
eiMen.lfhitit  in  Ihrem  Archive  nUelU  yeesagen  Verden, 

Betlia,   dtoM^tS.  Mlrz  ISSS. 

'  "'•  Ffir  die' !<licola tische  Bnehhandlung 

'     '  •    '  •  •       '    G.  Parikey. 


Vorstehern)  es  I  im  Nacken  der .  Nicolai 'sehen  Buc^andinng  von  Hern 
O.'Par  th'ey'iii' Berlin  an  mich  gerichtete  Schreiben  habe  ich  auf  dessen 
Wunsch  gern  im  Archive  ^bdrädkeii  lassen.  Dass  durch  ditües  Schreibeii 
die  Sac^e  aUc^dings  .in  ^ildg^r  BücJUleliL^  «;u  Bhnen  der  genfMnleii  Bochp 
handlang  aufgeklärt  wird,  gebe  ioh  gern  zu*,  jedoch  werden  sich  die  Leser 
des  Archivs  überzeugen,  aass  im  Wesentlichen  an  derselben  nichts  ge- 
Mdert  wird,  db  Herr  Bartkey  selbst  zuglebt,  dass  daa  ita  Rede  'stehende 
Buch.i^ehts  tveiCer.^ftt,  als  ein  altusiUit  eine»a  neuen  Tife«!.  Und 
dem  Zusa^tza:  zweite  Auszahle  -versehenes  Buch^  weiter  lial  auch 
im  Literar.  ^Ber.  Nr,  LXXVll.  '  nichts  gesagt  werden  sollen  und  weiter  ist 
aaek  in  der  Thal  dort  nicht*  ge^igl  worden,  bloss  in  der  Absicht,  um  dis 
lieeer-  V9fr  d^r  An^^efEang.^ieier  togena^ten.z weiten  Aufgabe  xu  watcaen« 
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Literarischer  Bericht 

LXXXIV. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Realanstalten  and  Gym- 
nasien, sowie  zum  Selbstunterricht  von  Dr.  C.  I).  Greisa, 
Professor  am  Realgymnasium  zu  Wiesbaden.  Mit  179 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten  und  zwei  Li* 
thographien.  Wiesbaden  bei  Kreidet.  1853.  gr.  8.  559  & 
1  Thir.  lOSgr.  *) 

Es  giebt  zwei  Wege  der  Behandlung  naturwisseoschaftlicher 
Gebiete.  Man  stellt  entweder  zuerst  die  Ergebnisse  von  Beob- 
achtungen und  Versuchen  auf  und  beweist  sie  hinterdrein«  indem 
man  die  letzteren  wiederholt  oder  als  Thatsachen  anführt;  oder 
man  beginnt  mit  der  Anstellung  gewisser,  anf  ein  bestimmtes  Ziel 
gerichteter  Beobachtungen  und  leitet  dann  hieraus  Gesetze  ab, 
deren  atigemeine  Giltigkeit  um  so  wahrscheinlicher  wird«  je  man- 
oichfaitigere  Erscheinungen  sich  hieraas  erklären  lassen  und  je 
mehr  sich  diese  Gesetze  mit  andern  auf  gleiche  Weise  gefunde- 
nen übereinstimmend  zeigen.  Wer  seine  Belehrung  auf  dem 
ersten  Wege  empfangt.  beOndet  sich  mehr  in  einem  passiven  Zu* 
stände,  indem  er  damit  beginnt,  womit  der  Forscher  geendiget 
bat.  Er  überzeugt  sich  wohl  zuletzt  von  der  Richtigkeit  der  auf- 
gestellten Behauptung,  aber  er  arbeitet  weniger  selbst  mit.  — 
Anders  verhält  er  sich  bei  der  zweiten  Behandlungsweise.    Hier 


*)  Wenn  anch  cfieseti  Boch  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXI. 
S.  8.  in  gewöhnlicher  Kürze  angezeigt  worden  ist,  «o  trage  ich  doch 
l[ein  BedenVoBy  auch  nachstehende,  mir  später  zugesandte  aasfährtichero 
Eeoension  abdracicen  zu  lassen,  um  «o  mehr,  weil  dieselbe  TerscliledeDe 
•elir  einsichtsvolle  pädagogische  Bemerkimgea  enthält  <k 
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macht  er  erst  mit  seinem  Fubrer  gemeinscbafUich  eine  Reihe  tod 
Beobachtungen,  ohne  noch  zu  wissen,  iras  sich  daraus  ergeben 
werde.  Er  ist  genöthiget,  die  ihnen  gemeinsamen  Erscheinungen 
selbst  mit  aufzusuchen  und  diese  soweit  zurüciczuruhren,  als  seine 
Kräfte  gestatten  oder  als  selbst  die  seines  Fuhrers  reichen ,  der 
dann  auch  bei  ,, Naturkräften''  stehen  bleiben  muss.  Dass  der 
Lernende  bei  diesem  Verfahren  mehr  Freude  an  der  Sache  hat, 
weil  er  sich  dabei  selbst  thätiger  fühlt,  leuchtet  auf  den  ersten 
Blick  ein.  Doch  ist  dies  nicht  der  einzige  Vortheil.  Ein  gros- 
serer besteht  darin,  dass  der  Schüler  gleich  von  vorne  herein 
alle  Erscheinungen  aufmerksam  betrachten,  seine  Beobachtungen 
unter  einander  vergleichen,  das  Bleibende  vom  Veränderlichen, 
das  Nothwendige  vom  Zufälligen  unterscheiden  lernt,  und  dass  er, 
wo  sich  ihm  eine  Gesetzmässigkeit  zu  zeigen  anfangt,  von  seSbüt 
Teranlasst  wird,  seinen  Beobachtungen  eine  bestimmte  Richtung 
zü  geben,  d.  h.  Reihen  von  Versuchen  zu  machen,  um  zu  sehen, 
ob  seine  Vermuthung  sich  bestätigen  werde.  Der  grö8ste  Gew  inn 
aber  von  dieser  Methode  findet  fCxch  in  noch  etwas  Anderem.  Die 
Anwendung  derselben  lehrt  nicht  bloss  richtig  sehen  und  das  Ge- 
sehene  verfolgen,  sondern  sie  stellt  uns  gleich  Anfangs  auf  den 
rechten  Standpunkt  jedes  ächten  Naturforschers.  Letzterer  näm* 
lieh  ist  ein  gar  vorsichtiges  und  bescheidenem  Menschenkind.  Auch 
nach  mannichfaltigen ,  auf  das  Sorgfältigste  angestellten  Versuchen 
sagt  er  nicht:  was  ich  gefunden,  ist  ein  Naturgesetz;  sondern 
nur:  das  Gefundene  ist  desto  wahrscheinlicher  allgemein  gil- 
tig, je  grosser  die  Anzahl  der  Erscheinungen  ist,  welche  sich 
darauf  zuriickfflhren  lassen,  und  mit  je  mehreren  anderen  wahr- 
scheinlichen Gesetzen  es  {ibereinstimmt. 

Auf  diese  letztere  Weise  nun  ist  die  Physik  in  dem  oben  ge- 
nannten Lehrbuche  behandelt.  Es  werden  darin  erst  die  Erschei- 
nungen aufgestellt,  welche  sich  uns  unter  gegebenen  Umständen 
darbieten  und  hiemach  hieraus  allgemeine  Ergebnisse  abgeleitet. 
Dabei  rechnen  wir  es  dem  Verfasser  zu  besonderem  Verdienste 
an,  dass  er,  wo  immer  möglich,  von  solchen  Thatsachen  ausgeht, 
die  jedem  Beobachter  ganz  nahe  liegen,  und  von  Versuchen, 
welche  dieser  leicht  selbst  anstellen  kann.  In  dieser  Beziehung 
wird  das  Buch  auch  fOr  solche  werthvoll,  die  sich  ohne  fremde 
Hfilfe  mit  der  Physik  bekannt  machen  wollen.  Indem  diese  mit 
wenigen,  zum  Theil  leicht  herstellbaren  Mitteln  sich  über  Vieles 
näher  unterrichten  können.  In  pädagogischer  Hinsicht  aber  ist 
eine  solche  Wahl  der  Mittel  noch  weit  wichtiger,  da  jeder  Leh- 
rer weiss,  dass  ein  zusammengesetzter  Apparat  die  Aufmerksam- 
keit der  Jagend  sehr  zersplittert,  weil  derselben  hier  Alles  neu 
und  wunderbar  erscheint  und  sie  noch  nicht  die  Kraft  hat,    auch 
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nicht  babeo  soll,  ihre  ThStigkeit  dergestalt  zu  concentriren,  dass 
sie  gerade  von  dem  abstrabirey  was  ihr  am  meisten  in  die  Augen  ftllt. 

Eine  andere  lobenswertbe  Seite  des  Buches  finden  wir  darin» 
dass  es  Ober  dem  Neuen  das  Alte  nicht  vergisst  und  an  vielen 
Stellen,  naturlich  so  weit  es  der  Raum  gestattet,  kurze  geschicht- 
liche Notizen  giebt.  ^ir  legen  hierauf  einen  nicht  geringen 
Werth,  weil  Jung  und  Alt  sich  dankbar  derjenigen  Männer  erin- 
nern soll,  die  vor  uns,  oft  unter  grossen  Schwierigkeiten  und  selbst 
Gefahren,  redlich  geforscht  haben.  —  Auch  finden  sich  In  dem 
Buche  die  Kunstausdrücke  etymologisch  erklärt,  was  die  Namen 
behaltbarer  macht  und  nicht  selten  sogar  deren  Verständniss  er- 
leichtert. 

Bei  einem  physikalischen  Lehrbuche  haben  wir  zunächst  zu 
fragen,  ob  es  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  nothige  Reichhal- 
tigkeit, und  zwar  in  einer  solchen  Weise  besitze,  dass  der  Scbfi- 
ler  im  Stande  sei,  auch  bei  der  Wiederholung  dessen,  was  er  im 
Laufe  mehrerer  Jahre  gehabt,  sich  mit  Leichtigkeit  ein  vollstän- 
diges Bild  von  dem  Vorgetragenen  zu  machen,  wozu  blosse  An- 
deutungen um  so  weniger  ausreichen,  als  die  Anforderungen  an 
ihn  gar  mannich faltig;  sind.  Eben  so  wichtig  ist  es,  bei  einer 
Wissenschaft,  welche  in  stetem  und  raschem  Fortschreiten  be- 
griffen ist,  zu  wissen,  ob  ein  Lehrbuch  derselben  auf  dem  jetzi- 
gen Standpunkte  stehe  und  nicht,  wie  oft  genug  der  Fall  ist, 
die  neuesten  Forschungen  ignorire.  —  Beide  Fragen  kann  Refe- 
rent bejahen.  Das  Erstere  folgt  eigentlich  schon  aus  der  oben 
angegebenen  Ableitungsweise  der  physikalischen  Gesetze.  Es 
muss  aber  hier  noch  besonders  hinzubemerkt  werden,  dass  die 
ganze  Darstellung  in  zusammenhängender  und  lichtvoller  Weise 
gegeben  worden  bt.  —  Was  den  Standpunkt  des  Lehrbuchs  der 
Wissenschaft  gegenüber  betrifft,  so  hat  wenigstens  Referent  nichts 
Wesentliches  vermisst,  worüber  die  Akten  einigermassen  geschlos- 
sen sind.  Dass  aber  Schwankendes  nicht  aufgenommen  ist,  kann 
dem  Buche  nur  zum  Verdienste  angerechnet  werben,  denn  dies 
bleibt  von  dem  Gebiete  des  Unterrichts  ausgeschlossen.  Uebri- 
gens  muss,  beiläufig  bemerkt,  der  Anstalt,  an  welcher  der  Ver- 
fasser wirkt,  ein  sehr  guter  Apparat  zu  Gebote  stehen,  indem 
Ton  ihm  sehr  einfache  und  zweckmässige  Instrumente  beschrieben 
werden,  die,  wie  die  Darstellung  zeigt,  derselbe  nicht  bloss  aas 
Beschreibungen  oder  Abbildungen  kennt. 

Wenn  es  für  den  Erwachsenen,  der  för  sein  Bedfirfniss  Be- 
lehrung aus  einem  physikalischen  Werke  sacht,  ziemlich  gleich» 
giltig  sein  wird,  in  welcher  Weise  der  Stoff  angeordnet  sei,  sobald 
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jener  aar  durch  das ,  Vorausgehende  zu  dessen  Verst&ndniss  be- 
fthigt  wird:  so  verhSit  sich  dies  hei  einem  ffir  den  Unterricht 
bestimmten  Lehrbuche  ganz  anders.  Bei  einem  Schiller  ändert 
sich  nicht  bloss  das  Auffassungs-  und  Urtheil^vermögen,  sondern 
auch  deir  Stand  der  fiir  manche  Kapitel  der  Physik  erforderlichen 
Hfllfskenntnisse  mit  jedem  Lebensjahre  bedeutend.  Auf  einer 
gewissen  Altersstufe  geht  ihm  für  abstractere  Gebiete  noch  fast 
aller  Sinn  ab,  der  erst  in  späteren  Jahren  in  ihm  erwacht.  Auch 
hierauf  iflt  in  obigem  Lehrbuche  gebührende  Rücksicht  und  zwar 
in  zum  Theil  so  eigenthümlicher  Weise  genommen  worden,  dass 
Referent»  als  er  das  erstemal  die  Eintheilung  des  ganzen  Mate* 
rials  ansah,  zufolge  welcher  sogleich  nach  der  Betrachtung  der 
allgemeinen  mechanischen  Eigenschaften  der  Korper,  die  Lehre 
von  dem  Magnetismus,  der  £lektricität ,  dem  Schalle,  dem  Lichte 
und  der  Wärme,  zuletzt  aber  die  gesammte  Mechanik  folgte,  ein 
wenig  erschrak  und  allerlei  Besorgnisse  hatte.  Er  hat  sich  jedoch 
bei  näherer  Erwägung  aller  Umstände  sehr  mit  dieser  Anordaong 
der  einzelnen  Gebiete  ausgesöhnt. 

Dass  die  Mechanik  an  das  Ende  gebracht  ist,  bat  seinen  na- 
tllrlicben  Grund  in  dem  Stande  der  mathemafi«^chen  Vorkenntnisse 
des  Schülers,  welcher  erst  in  der  letzten  Schulzeit  für  das  Ver- 
ständniss  der  hier  zu  behandelnden  Gegenstände  hinreichende 
Benihigung  erlangt  hat.  Hierdurch  ist  der  doppelte  Vortheil  ge- 
wonnen, dass  sich  alsdann  gründlicher  auf  den  Gegenstand  ein- 
gehen lässt  und  dass  der  Schüler  seiner  ganzeu  geistigen  Bildung 
nach  hierfür  empfanglicher  ist. 

Es  blieb  nun  nur  noch  die  Frage,  ob  die  übrigen  Zweige  der 
Physik  sich  ohne  tiefere  Kenntniss  der  Mechanik  genügend  be- 
bandeln lassen.  Sieht  man  genauer  zu,  so  ist,  innerhalb  der 
Grenzen  eines  Schulbuchs,  die  Zahl  der  hierzu  erforderlichen 
mechanischen  Sätze  in  der  That  sehr  klein  und  wird  sich  ziem- 
lich auf  das  Parallelogramm  der  Kräfte  und  in  niafhematiiicher 
Beziehung  auf  d|e  einfachsten  Eigenschaften  der  Winkelfunetionen 
und  die  Kenntniss  der  Gleichungen  höchstens  zweiten  Grades  re*- 
duciren.  Es  wird  also  gewiss  zweckmässiger  «ein,  diese  weni- 
gen Sätze  geeigneten  Orts,  wo  sie  noch  fehlen,  einzuschalten, 
als  den  Schüler  gleich  Anfangs  in  ein  Gebiet  einzufuhren,  das 
dann  nur  mangelhaft  behandelt  werden  konnte  und  fiir  das  ihm 
ohnedies  die  Enipfönglichkeit  abgienge.  Weit  lebhafter  interee- 
sirt  sich  der  jüngere  Schüler  für  die  Erscheinungen  des  Magne- 
tismus,  der  Elektricitiit  u.  s.  w.  Denn  hier  werden  ganz  dem 
jugendlichen  Geiste  entsprechend  alle  Sinne  in  Anspruch  genom« 
Aen,    hier  wird  es  dem  Schaler  so  leicht,  die  Grondversache  sa 
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Hause  nachztiinacben  und  selbst  abzufindern ,  was  ftir  die  geistige 
Entvrickelung  nicbi  boch  genug  angeschlagen  werden  Icann.  Auf 
solcbe  Weise  heicommt  der  Anlanger  Lust  und  Freude  an  der 
Phy^ilc.  Aus  diefi^em  Grunde  ist  es  aucb  zu  billigen,  dass  erst 
nach  der  Elektricitat  die  Lehre  vom  Schalle  behandelt  worden» 
indem  auch  hier  schon  etwas  mehr  mathematische  Vorkenntnisse 
vorauszusetzen  sind,  so  wie,  dass  die,  die  meisten  mathematischen 
Vorkenntnisse  bedürfende  Lehre  vom  Lichte  und  der  Wärme  die 
vorletzte  Stelle  einnimmt 

Was  die  Vertheiiung  des  Stoffs  dem  ihm  gegönnten  Räume 
nach  betrifft,  so  kommen  auf  die  Einleitung,  deren  ersten  allge- 
meinen Paragraphen  Referent  ganz  weggelassen  haben  würde, 
auch  weil  er  auf  dieser  Stufe  dem  Schüler  zu  nichts  hilft,  zwei 
Seiten.  Die  für  alle  sieben  Abschnitte  in  Anspruch  genommenen 
Räume, 

nämlich :  verhalten  sich  wie : 

die  mechanischen  Eigenschaften  der 

Körper  im  Aligemeinen  3 

der  Magnetismus  1 

die  Elektricitat  6 

der  Schall  3 

das  Licht  8 

die  Wärme  6 

die  Mechanik  8. 

Dafür,  dass  die  Lehre  vom  Lichte  mit  besonderer  Ausfuhr- 
lichkeit  bearbeitet  worden,  ftihrt  der  Verfasser  einen  Grund  an, 
welchem  Sachverständige  gern  beisfimmen  werden,  dass  nämlich 
es  für  die  vnssenschallliche  Ausbildung  wichtig  sei,  einen  Ge- 
genstand umfassender  zu  behandeln,  damit  hieran  der  Schüler 
lerne,  i%ie  viel  es  zu  erforschen  giebt,  und  was  es  heisst,  einen 
Gegenstand  ernstlich  angreifen.  Hierzu  aber  eignet  sich  in  der 
Tbat  die  Optik  sehr  wohl,  weil  sie  wenigstens  theilweise  einer 
elementar -mathematischen  Behandlung  besonders  fähig  ist. 

Mach  des  Referenten  Ansicht  würden  es  übrigens  nicht  bloss 
viele  Lehrer  der  Physik,  sondern  auch  deren  Schüler,  ja  selbst 
andere  Leser  des  Buches  dem  Verfasser  Dank  wissen,  wenn  er 
sich  bei  einer  neuen  Ausgabe  dazu  entschlösse,  jedes  Hauptge* 
biet  der  Physik,  wie  die  Lehre  von  der  Wellenbewegung  und  dem 
Schalle,  dem  Magnetismus  und  der  Elektricitat,  sowie  dem  Lichte 
und  der  Wärme,  In  derselben  Weise,  wie  dies  gegenwärtig  mit 
letzterem  geschehen  ist,  in  drei  einzelnen  und  einzeln  käuflichen 
Heften  sa  bearbeiten.     Dann  hätte  jeder  Lehrer»  je  nach  seiner 


Digitized  by  VjOOQIC 


6  UterariMCher  Bericht  LXXXIV. 

Richtung»  oder  um  in  verschiedenen  Cursen  abzufvechaelD  ^  b^ 
der  tiefer  eingehenden  Behandlung  eines  Gebietes  die  Aaswahl, 
ohne  dass  dadurch  das  Buch  vertheuert  wurde.  Wer  aber  die 
Physilc  lieb  gewonnen  hätte,  der  Icäme  durch  den  Ankauf  sämmt- 
licher  Hefte  zugleich  in  den  Besitz  eines  durchgängig  ausführli- 
cheren und  dennoch  in  demselben  Geiste  bearbeiteten  Lehrbuchs ; 
anderer  Leser  gar  nicht  zu  gedenken,  welche  dann  desto  lieber 
nach  dem  Ganzen  greifen  und  mit  eben  solchem  Vortheile  zuvor 
im  Hauptbuche  eine  Uebersicht  gewinnen  und  sich  erst  dann  zum 
Studium  der  Erweiterungen  begeben  würden. 

Auf  Einzelheiten  einzugehen,  ist  hier  der  Ort  nicht;  doch 
mag  erwähnt  werden,  dass  man  in  dem  Buche  z.  B.  mehr  Aus- 
kunft über  die  Gesetze  der  Schwingung  der  Luftsäule  in  den  Blas- 
instrumenten finden  wird,  als  dem  Referenten  in  andern  Lehr- 
büchern vorgekommen  ist,  wo  der  nicht  leichte  Gegenstand  in  der 
Regel  nur  berührt  wird.  Eben  so  sind  die  Dampfmaschinen  in 
dem  Kapitel  von  der  Wärme  auf  eine  den  Zeitverhältnissen  ange- 
messene Weise  berücksichtiget  und  durch  sehr  saubere  und  zweck- 
mässige Abbildungen  erläutert  worden«  In  dem  letzten,  der  Sta- 
tik und  Dynamik  der  Körper  in  ihren  drei  Aggregatzuständen  ge- 
widmeten Abschnitte  wird  man,  obschon  die  Grenzen  der  heutigen 
Elementarmathematik  fast  nirgends  überschritten  sind,  viel  mehr 
antreffen,  als  in  den  meisten  gangbaren  Lehrbüchern.  Uierzo 
rechnet  Referent  namentlich  das  Kapitel  von  der  Hohenmessung 
durch  das  Barometer,  worin  fast  alle  dabei  in  Betracht  kommenden 
Umstände  berücksichtiget  sind. 

Da  das  ganze  Buch  klar  und  doch  ohne  alle  WeitschweiBg* 
keit  geschrieben  und  mit  meistentheils  recht  guten,  in  den  Text 
eingedruckten  Abbildungen  (179  Stück)  versehen  ist,  da  es  auf 
gutem  Papier  reinlich  gedruckt  auf  sechsthalbhundert  Seiten,  ohne 
überladen  zu  sein,  ein  reiches  Material  enthält,  da  es  zugleich  in 
einer  zu  eigenem  Forschen  anregenden  und  vorbereitenden  Weise 
und  in  einer  Anordnung  abgefasst  ist,  welche  der  jugendlicbeD 
Fassungskraft  entspricht,  90  glaubt  Referent  es  mit  Grund  zur 
Einführung  in  höhere  Lehranstalten  empfehlen  zu  dürfen,  zumal 
der  Preis  des  Werkes  sehr  niedrig  gestellt  ist. 


Meteorologie  und  Nautik. 

Wie  eifrig  die  Meteorologie  nebst  ihrer  Anwendung  auf  die 
SchiSEEdirt  in  Amerika  gepflegt  wird,  ist  bekannt  genug.    Einen 
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neuen  Beweis  bierfflr  liefert  ein  uns  gfitigst  zugesandtes  Werk, 
welches  den  durch  seine  meteorologischen  Arbeiten,  sein  y,Work 
on  Storms'^  u.  s.  w.  berühmten ,  hochverdienten  Professor  James 
P.  Espy  zum  Verfasser  hat,  und  verschiedene  fiber  den  Fortgang 
der  meteorologischen  Arbeiten  an  den  Secretary  of  the  Navy 
erstattete  Berichte  enthält,  welche  uns  ein  höchst  interessantes 
Bild  von  der  Grossartigkeit  dieser  Arbeiten,  von  der  ungemeinen 
Umsicht  und  von  dem  wahrhaft  praktis«.'hen  Sinne,  womit  diesel- 
ben geleitet  und  ausgeführt  werden,  vorführen,  so  dass  wir  diese 
Berichte  einem  Jeden,  wer  sich  für  die  Meteorologie,  die  Schiff- 
fahrt  u.  s.  w.  interessirt,  auf  das  Angelegentlichste  empfehlen 
müssen.  Wie  unendlich  viel  fiir  Meteorologie  in  neuester  Zeit  in 
Deutschland,  zunächst  und  hauptsächlich  in  Oester reich  durch 
den  unermüdlichen  Kr  eil;  welcher  in  der  grossartigsten  Weise  von 
der  österreichischen  Regierung  sowohl,  als  auch  von  Privatperso* 
nen  —  indem  z.  B.  Herr  Minister  v.  Baumgartner  in  der  libe- 
ralsten Weise  freiwillig  auf  sein  Gehalt  bei  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Gunsten  der  meteorologischen  Anstalten 
verzichtete  —  unterstützt  wird;  wie  viel  ferner  in  Bayern  durch 
den  trefflichen  v.  Lamont;  wie  viel  endlich  in  Preussen,  na- 
mentlich in  den  letzten  Jahren,  hauptsächlich  auf  v.  Bumbold  t's 
Anregung  durch  den  trefflichen  Dove  geschieht:  wird  gewiss 
Niemand  verkennen.  Wenn  man  aber  in  dem  Werke,  welches  uns 
hier  zu  einer  kurzen  Besprechung  vorliegt,  die  deniRelben  voran- 
gestellte „Liste  of  meteorological  correspondents''  über* 
blickt  und  darin  163  Namen «us  allen  Staaten  Amerikas,  und  unter 
denselben  viele  auch  anderweitig  bekannte,  findet:  so  muss  man 
freilich  erstaunen  über  die  grosse  Allgemeinheit  des  Interesses, 
mit  welchem  die  Meteorologie  in  jenem,  überhaupt  durch  die 
Grostsartigkeit  aller  seiner  Institutionen*)  uns  zur  Bewunderung 
hinreissenden  Ertheile  gepflegt  wird. 

Der  Inhalt  des  vorliegenden  Werkes  ist  zu  reichhaltig  und  zu 
mannigfaltig,  als  dass  wir  denselben  hier  vollständig  angeben 
könnten.  Wir  müssen  uns  daher  auf  das  Hauptsächlichste  be- 
schränken. Zuerst  enthält  das  Werk  den  „Second  Report  on 
Meteorology  to  the  Secretary  of  the  Navy:  by  James 
P.  Espy'S  dann  den  „Third  Report  on  Meteorology,  with 
Directions  for  Mariners  etc.:  by  James  P.  Espy.*'  Beide 
Berichte  enthalten  eine  sehr  vollständige  Darstellung  der  bei  den 
meteorologischen  Beobachtungen  und  den  aus  denselben  gezoge» 
nen  Resultaten  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht  befolg« 
ten  Principien,  die  man  mit  dem  grossten  Interesse  lesen  wird. 
Ganz*  besonders  interessant  ist  uns  aber  die  „Communication 
from  the  Secretary  of  the  Navy  with  Professor  Espy's 
„Ruies  for  the  Mariner'S  founded  on  this  Theory  of 
Stör  ms''  gewesen,  die  wir  namentlich  auch  allen  Lehrern  der 
Schifffahrtskunde  an  deutschen  Schifffahrtslehranstalten  dringend 


J 

*y  In  Norton*«  Literary  RegUter  and  Book  Bayer'«  AI- 
manac  for  1853.  Newyork  1853.  finden  wir  z.  B.  mehr  al«  400  öffent- 
liche amerikanische  Bibliotheken  verzeichnet,  bei  denen  die  Bändezahl 
▼on  löOOO,  20000  etwas  ganz  Gewöhnliche«  i«t,  unter  denen  aber  noch 
nicht  wenige  mit  60000,  60000,  90000  Bänden  vorkommen. 
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zur  Beachtung  empfehlen  inuchten,  wobei  ans  zagleicb  eine  deutsehe 
Cebersetzung dieser  ^«Rules  for  the  marioer,  deduced  from 
the  investigatioo  of  storms  in  my  *)  Phitosophy  of 
storms,  and  in  roy  three  reports  on  Meteorology''  sehr 
wtinschensvrerth  erscneint.  —  Ganz  besonders  erhöht  wird  endlich 
hoch  das  Interesse  dieses  Werkes  durch  100  demselben  beigege» 
bene  meteorologische  Landkarten  und  11  den  Gani?  des  Barome« 
ters  graphisch  darstellende  Tableaus  in  grosstero  Format. 

Mögen  die  obigen  wenigen  Bemerkungen  hinreichen,  die  Auf- 
merksamkeit auf  dieses  und  ähnliche  in  Amerika  erscheineode 
wichtige  Werke  in  vollstem  Maasse  zu  lenken. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.  LXXX1H.S.7.) 

Jahrgang  1853.  X.  Band.  L  Heft.  S.S.  Petrina:  Deber 
die  vortheilhahe  Anwendung  der  Zweigstrume  bei  der  Telegra- 
phie.  —  8.  88.  Haidinger:  Einige  Bemerkungen  fiber  die  An- 
ordnung der  kleinsten  Tneilchen  in  Krystallen.  —  8.  117.  Unger: 
Nachträglicbes  zu  den  Versuchen  ober  Aufsaugen  von  Färbestof- 
fen durch  lebende  Pflanzen.  (Die  sehr  wichtige  Abhandlung,  zu  wel- 
cher hier  Nachträge  geliefert  werden,  finden  die  Leser  im  ersten 
Bande  der  Denkschriften  der  Kaiserlichen  Akademie.) 

Jahrgang  1853.  X.  Band.  2.  und  3.  Heft.  S.  129.  Pe- 
trina: Beitrage  zur  Physik.  —  8.  153.  8c herzer:  MittheilungeD 
aus  Nordamerika.  —  8.  193.  GraiJich:  Bestimmung  der  Zwil- 
linge in  prismatischen  Krystallen  mit  Hülfe  des  polarisirten  Lichts. 
— >  8.  219.  Knochenhauer:  Ueber  die  inducirte  Ladung  der 
Nebenbatterie  in  ihrem  Maximum.  —  8.  275.  Derselbe:  P^otiz 
über  den  Widerstand   des  Eisendrathes   im  elektrischen  Strome* 

—  S.  278.  Bou^:  Ueber  einen  merkwürdigen  Regenbogen.  <^ 
S.  404.  Unger:  Versuche  über  Luftausscheidung  lebender  Pflan- 
zen. -~  8.  414.    Derselbe:    Welchen  Ursprung  hat  das  von  den 

S'üneiiPflanzentheilen ausgeschiedene  Stickgas?  —  8.435.  Spitzer: 
emerkungen  über  ausgezeichnete  Linien  krummer  Flächen. 

Jahrgang  1853.  X.Band.  4tes  und  Stes  Heft.  S.  482. 
Uchatius:  Apparat  zur  Darstellung  beweglicher  Bilder  an  der 
^and.  —  S.  527.  Schrott  er:  Ueber  das  Gefrieren  des  Was- 
sers im  luftverdönnten  Räume  und  die  dabei  durch  das  Verdun- 
sten des  Eises  erzeugte  Kulte.  —  S.  616.  GintI:  Der  efektro» 
chemische  Schreibapparat  für  den  Telegraphenbetrieb  in  Oesterreich. 

—  8.  717.  Bibra:  Ueber  Chile.  —  8.748.  Uchatius:  Prakti- 
sche Methode  zur  Bestimmung  des  Salpetergehalts  im  Schiesspalrer. 


•)  EapyU. 


Digitized  by  VjiOOQIC 


J. 


L 


V 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjiOOQIC 


';^.ft 


4 


---^/ 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Y/i^ 

5f^ 

-tS 

rru 

\^.    t^K 

Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjOOQIC 


rufz. 


PL  — 


Fiff.n. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjiOOQIC 


FigM 


Digitized  by  VjOOQIC 


Digitized  by  VjiOOQIC 


Digitized  by  VJiOOQlC 


Digitized  by  VjOOQIC 


^ 


This  book  Bhould  b©  returned  to 
the  Library  on  or  beioro  th©  last  date 
BtampEsd  below^. 

A  tine  oi  five  oents  a  day  ia  incurred 
by  retainin^  it  beyond  the  speoified 
timo. 

PleaBO  reitirii  prompÜy. 


4 


Og|  NUV 


4   I»» 


f 


Digitized  by 


Google       .^  J 


3  2044  102  935  541 


